Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


i 


y5     '    (^t>vc^,uiu^ 
\9  ■^^aff7i'i»K,  /iStti  -* 


") 


4  i 


ABHANDLUNGEN 


VIERTER  BAND. 


ABHANDLUNGEN 

DER  KÖNIGLICH  SÄCHSISCHEN 

GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN. 


i 


VIERTER  BAND. 

MIT  NBUNZBHN  TAFELN. 


LEIPZIG 

BEI     S.    H  [RZEL 
I8S5. 


ABHANDLUNGEN 

der  mathematisch-physischen  classe 

^  ^de^kOmglich  Sächsischen 
^— 

GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN. 


ZWEITER  BAND. 

MIT  NEUNZEHN  TAFELN. 


LEIPZIG 

BEI    S.   H  IRZEL. 
185B. 


L^c-ni^-5 


COLLEGE    \ 


INHALT. 


M.  W.  Drobisch,  über  musikalische  Tonbestimmung  und  Temperatur  .     .     .     S.      4 
Hierzu  Taf.  I. 

W.  Ho'niBiSTBR,  Beiträge  zur  Kenntniss  der  Gefässkryptogamen       .     .     .     .     -  1 2 1 

I.  Die  Entwicklungsgeschichte  der  IsoStes  Lacustris ^123 

II.  üeber  die  Keimung  der  Equisetaceen -168 

P.  A.  Hansbn,  Entwickelung  des  Products  einer  Potenz  des  Radius  Vectors  mit 
dem  Sinus  oder  Cosinus  eines  Vielfachen  der  wahren  Anomalie  in  Reihen, 
die  nach  den  Sinussen  oder  Cosinussen  der  Vielfachen  der  wahren,  ex- 
centrischen  oder  mittleren  Anomalie  fortschreiten -  1 8 1 

P.  A.  Hausen,  Entwickelung  der  negativen  und  ungraden  Potenzen  der  Quadrat- 
wurzel der  Function  r*  +  •"' *  —  ^^  (^^s  UcosV  -{-  sin  UsinU'cosJ).     -  283 

O.  ScHLÖMiLCH,  über  die  Bestimmung  der  Massen  und  der  Trägheitsmomente 

symmetrischer  Rotationskörper  von  ungleichförmiger  Dichtigkeit        .     .     -  377 

O.  ScHLÖHiLCH,  über  einige  allgemeine  Reihenentwickelungen  und  deren  An- 
wendung auf  die  elliptischen  Funktionen        -395 

R  A.  Hansen,  die  Theorie  des  Aequatoreals       ....: -431 

C.  F.  Naitmann,  über  die  Rationalität  der  Tangenten- Verhältnisse  tautozonaler 

Krystalinächen -  505 

A.  F.  MöBixjs,  die  Theorie  der  Rreisverwandt&chaft  in  rein  geometrischer  Dar- 
stellung  -  519 


# 


% 


ÜBER  MUSIKALISCHE 


TONBESTIMMUNG  und  TEMPERATUR 


VON 


M.  W.  DROBISCH. 


Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  WUsenscb.  fV. 


1 


Die  nachfolgendeD  Untersuchungen  beschäftigen  sich  mit  den  Fun- 
damentallehren  der  theoretischen  Musik  oder  Kanonik.  Die  neueren 
musikalischen  Schriftsteller  pflegen  dieselbe  als  eine  völlig  abgeschlossene 
Wissenschaft  zu  betrachten ,  deren  weiterer  Anbau  nicht  sonderlich  der 
Mühe  lohne.  Wenn  nun  zwar  für  die  praktischen  Zwecke  der  Musik  als 
Kunst  die  nothwendigsten  Grundlagen,  theils  auf  empirischem  theils  auf 
Uieoretischem  Wege,  längst  festgestellt  sind,  so  bleibt  doch  in  wissen- 
schaftlicher Beziehung  hier  noch  gar  Manches  zu  thun  übrig.  Es  fehlt 
zwar  nicht  an  verdienstlichen  und  in  ihrer  Art  gründlichen  Werken  über 
theoretische  Musik.  Die  mir  bekannt  gewordenen  leiden  jedoch ,  soweit 
sie  von  Musikern  herrühren,  an  einer  Schwerfälligkeit,  um  nicht  zu 
sagen  Unbeholfenheit,  welche  die  Folge  einer  mangelhaften  mathema- 
tischen Auffassung  des  Gegenstandes  ist,  und  von  Mathematikern  haben, 
soviel  ich  weiss,  seit  Euler  nur  Wenige  einzelnen  musikalischen  Pro- 
blemen ihre  Aufmerksamkeit  zugewendet.  Euler's  tentamen  novae  theoriae 
musicae  aber  ist  von  den  Musikern  ungünstig  beurtheilt  und  als  ein 
Werk  bezeichnet  worden ,  das  mehr  mathematische  Speculation  als  mu- 
sikalisch Brauchbares  enthalte.  Wenn  nun  Euler  seine  Aufgabe  allge- 
meiner  fasst,  als  es  der  praktische  Zweck  unmittelbar  verlangt,  und 
daher  das  ganze  Feld  der  möglichen  musikalischen  Combinationen  zu 
durchmustern  beabsichtigt,  so  liegt  hierin  kein  Griind  zum  Tadel ,  viel- 
mehr ist  dieses  Verfahren  echt  wissenschaftlich ;  wenn  er  aber  allerdings 
nicht  überall  die  Forderungen  des  musikalischen  Gehörs  gebührend  in 
Rechnung  zieht,  so  musste  dies  freilich  zu  manchen  unfruchtbaren  Re- 
sultaten führen.  Insbesondere  musste  seine  ungünstige  Beurtheilung  der 
gleichschwebenden  Tentperatur,  die  namentlich  seit  Marpurg  zu  ent- 
schiedenerem Ansehen  gelangte,  ihn  mit  deii  Grundsätzen  der  Musik, 
wie  sie  sich  nach  ihm  immer  mehr  befestigten,  in  Widerstreit  bringen. 

Jedenfalls  enthalt  aber  Euler's  Wetk  zwei  mathematische  Bestimmungen, 
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deren  Benutzung  seine  Nachfolger  sehr  zum  Nachtheil  der  wissenschaft- 
lichen Behandlung  der  theoretischen  Musik  vernachlässigt  haben;  wir 
meinen  seine  Massbestimmung  der  Intervalle  durch  die  Logarithmen  der 
Schwingungsverhältnisse  (p.  73)  und  die  genäherten  Ausdrücke  der- 
selben mit  Hülfe  der  Kettenbrüche  (p.  75).  Zwar  bedienen  sich  Marpurg, 
Türk  u.  A.  bei  Berechnung  der  Schwingungsverhältnisse  der  Loga- 
rithmen ,  jedoch  nur  zur  Abkürzung  der  Rechnung.  Dass  aber  der  Loga- 
rithmus des  Schwingungsverhältnisses  eines  Tons,  dividirt  durch  den 
Logarithmus  von  2,  als  des  Schwingungsverhältnisses  der  Octave,  das. 
Intervall  selbst  ausdrückt,  welches  der  Ton  mit  dem  Grundton  bildet,  blieb 
unbeachtet*)  und  kam  in  Vergessenheit,  so  dass  diese  Bestimmung  bei 
Herbart,  der  sich  ihrer  bedient**)  und  völlig  selbständig  auf  sie  ge- 
kommen zu  seyn  scheint,  wie  eine  ganz  neue  sich  darstellt.  Gerade 
durch  die  allgemeine  Anwendung  jener  beiden  Eulerschen  Principien 
erhält  nun  aber  die  ganze  Lehre  von  den  Tonverhältnissen  eine  Einfach- 
heit und  Klarheit ,  mit  der  die  weitschweifige  Behandlung  durch  Zusam- 
mensetzung der  Schwingungsverhältnisse  sehr  zu  ihrem  Nachtheil  con- 
trastirt.  Es  ist  aber  nicht  ein  blosser  methodischer  Gewinn,  der 
dadurch  erlangt  wird ,  sondern  es  ergeben  sich  auch  wesentlich  neue 
Resultate.  Fürs  Erste  nämlich  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  nachweisen, 
dass  jede  ungleichschwebende  Temperatur  den   innern   musikalischen 


*}  Nur  Lambert  macht  hiervon  eine  Ausnahme;  beide  Eulersche  Bestimmungen 
Kommen  in  seiner  Abhandlung  sur  le  temperament  en  musique  (Nouv,  Mem.  de  rAcad, 
de  Berlin  4774,  j?.  55^  in  Anwendung. 

**)  Zuerst  in  den  Hauptpuncten  der  Metaphysik,  Göttingen,  1807,  §  4  4.  (Werke, 
herausgegeben  von  Hartenstein,  Bd.  3,  S.  46),  dann  in  mehreren  psychologisch- 
musikalischen Abhandlungen ,  die  sich  im  siebenten  Bande  der  Gesammfausgabe  der 
Werke  beisammen  finden.  Durch  Herbar t*s  Schriften  lernte  ich  diese  Massbestim- 
mung der  Intervalle  zuerst  kennen  und  habe  sie  in  der  Abhandlung  über  die  mathe- 
matische Bestimmung  der  musikalischen  Intervalle  (Abhandlungen  etc.  herausgeg.  von 
der  FürsU.  Jablonowski'schen  Gesellschaft,  Leipzig,  4  846)  benutzt,  ohne  2U  wissen, 
dass  schon  im  Jahre  4739  Euler  auf  sie  gekommen  war.  Die  Anwendung  der  Ketten- 
brüche zur  Auffindung  abgek^ürzter  Werthe  der  Intervalle  lag  so  nahe,  dass  Jedfr^ 
dem  diese  bekannt  geworden  waren ,  von  selbst  darauf  geführt  werden  musste.  Im 
Uebrigen  mag  bemerkt  werden,  dass  jene  frühere  Abhandlung  in  ihrem  ersten  Theile 
zwar  Manches  enthält,  was  auch  hier,  obwohl  in  vervollkommneter  Gestalt,  eine  Stelle 
finden  musste,  in  der  Hauptsache  aber  einen  ganz  andern  Zweck  verfolgt  als  die  ge- 
genwärtige, die  mit  der  Erklärung  der  ästhetischen  Verhältnisse  der  Tone  nichts  zu 
thun  hat,  daher  auch  in  keiner  Weise  auf  Principien  beruht ,  die  als  blos  hypothe- 
tische angesehen  werden  können. 
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Zasammenhang  der  lalervalle  nothwendig  theilvveise  zerreisst,  und  die- 
ser  nur  bei  gleichschwebender  Temperatur  ungestört  bleibt.  Dabei  fin- 
det man  aber  auch  zweitens,  dass  es  nicht  blos  eine;  sondern  eine 
Mehrheit  von  gleichschwebenden  Temperaturen  giebt,  die  in  zwei 
Classen  zerfallen,  auf  deren  gemeinsamer  Grenze  die  gewöhnliche  gleich- 
schwebende Temperatur  steht,  die  man  daher  die  mittlere  nennen 
kann.  In  dieser  nämlich  sind,  wie  bekannt,  die  erhöhten  Töne  Cis,  Bis 
u.  s.  w.  von  den  erniedrigten  Des,  Es  u.  s.  w.  nur  dem  Namen  nach 
verschieden,  in  jenen  beiden  Classen  dagegen  treten  sie  als  wesentlich 
verschiedene  Töne  aus  einander,  und  zwar  liegen  in  der  einen  Classe 
Cis,  Bis  u.  s.  w.  tiefer  als  Des,  Es  m.  s.  w.  in  der  andern  aber  höher. 
Durch  alle  physikalische  Schriften  zieht  sich  eine  Tabelle  der  Schwin- 
gungsverhältnisse der  Töne,  in  welcher  neben  den  bekannten  festste- 
henden rationalen  Verhältnissen  der  Haupttöne  auch  für  die  erhöhten 
und  erniedrigten  Töne  rationale  Schwingungsverhältnisse  angegeben 
werden,  und  wonach  den  erhöhten  eine  tiefere  Stelle  als  den  ihnen 
nächstbenachbarten  erniedrigten  zugewiesen  wird.  Auf  solche  akustische 
Autorität  hin  ist  diese  Ansicht  über  die  Lage  jener  Töne  auch  in  die 
theoretisch-musikalischen  Schriften  übergegangen.  Bei  näherer  Unter- 
suchung erweist  sich  jedoch  jene  Tabelle  hinsichtlich  der  Fixirung  der 
erhöhten  und  erniedrigten  Töne  als  illusorisch.  Denn  diese  Fixirung  ist 
nur  ftir  gewisse  Tonarten  richtig,  für  andre  unrichtig  und  hat  daher 
nicht  absolute,  sondern  nur  relative  Gültigkeit.  Man  kann  überhaupt  gar 
nicht  die  Schwingungsverhältnisse  und  Intervalle  der  Töne  Cis,  Dis  etc. 
CeSy  Des  etc.  eben  so  absolut  bestimmen  wie  die  von  D,  E,  Fete. 
Denn  e^  ist  unmöglich,  aus  den  sieben  Haupttönen  und  ihren  einfachen 
Erhöhungen  und  Erniedrigungen  Tonleitern  zu  bilden,  .die  in  allen 
Tonarten  zugleich  rein  sind;  es  würde  vielmehr  zur  Erfüllung 
dieser  Forderung  einer  weit  grössern  Anzahl  von  Tönen  bedürfen  und 
selbst  dauQ  noch  für  die  Willkür  Spielraum  übrig  bleiben.  Die  moderne 
Musik  verlangt  aber  für  alle  Tonarten  aus  einer  massigen  Anzahl  von 
Tönen  wenigstens  befriedigende  Scalen,  die  demnach  nicht  durchaus 
reine ,  sondern  nur  temperirte ,  und  zwar ,  wie  schon  bemerkt  wurde, 
nur  gleichschwebend  temperirte  Töne  und  Intervalle  enthalten  können. 
Es  kann  jedoch,  wenn,  wie  dies  auf  den  Streichinstrumenten  geschieht, 
erniedrigte  und  erhöhte  Töne  wirklich  unterschieden  werden, 
diese  Temperatur  nicht  die  gewöhnliche  gleichschwebende  seyn.  Sie 
kann  aber  auch  nicht  in  die  erste  der  beiden  genannten  Classen 
fallen ,  obwohl  sich  innerhalb  derselben  eine  Temperatur  angeben  lässt, 
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die  mehr  als  jede  andere  in  der  Gesamnatheit  der  die  Dur-  und  Mollton- 
leiter bildenden  Töne  der  Reinheit  nahe  kommt;  denn  bei  den  Modula- 
tionen durch  enharmonische  Verwechselung  zeigt  es  sich,  dass  die 
erhöhten  Töne  Cis,  Dis  etc.  höher  liegen  müssen  als  die  ihnen  nächst- 
benachbarten erniedrigten,  also  Cis  höher  als  Des,  Dis  höher  als  Es 
u.  s.  f.  Werden  also  diese  Töne  unterschieden,  so  muss  die  Temperatur 
in  die  zweite  Classe  fallen.  In  dieser  Classe  stehen  aber  die  Terzen 
etwas  höher  als  die  der  gewöhnlichen  oder  mittleren  Temperatur,  wei- 
chen also  etwas  mehr  als  diese  von  der  Reinheit  ab.  Es  kommt  nun 
hierbei  darauf  an ,  eine  solche  Temperatur  zu  finden ,  die ,  bei  unmerk- 
licher Abweichung  von  der  gewöhnlichen  gleichschwebenden  in  den 
Haupttönen ,  die  erhöhten  und  erniedrigten  doch  noch  merklich  genug 
unterscheidet.  Diesen  Forderungen  scheint  nun  am  besten  diejem'ge 
Temperatur  zu  entsprechen,    nach    welcher  das  Intervall  der   Quinte 
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=  r^  des  Octavenintervalls  ist,  der  Unterschied  der  nächstbenachbarten 
erhöhten  und  erniedrigten  Töne  y  des  grossen  ganzen  Tons  beträgt 
und  die  letzteren  fast  genau  mit  den  gleichnamigen  Tönen  der  Kimber- 
gerschen  Temperatur  zusammenfallen. 

Dies  sind  die  hauptsächlichsten  Ergebnisse  der  nachfolgenden  Un- 
tersuchungen. Nicht  um  niijisikalische  Neuerungen ,  sondern  um  wissen- 
schaftliche Aufklärung  des  Bestehenden  ist  es  dabei  zu  thun.  Diese  ist 
aber  um  so  mehr  ein  BedUrfniss ,  als  einerseits  namhafte  musikalische 
Schriftsteller  die  auf  den  Streichinstrumenten  factisch  vorhandene  Unter- 
scheidung der  erhöhten  und  erniedrigten  Töne  ganz  mit  Stillschweigen 
übergehen,  man  möchte  sagen  verleugnen  und  die  Herrschaft  der 
gleichschwebenden  Temperatur  der  Tasteninstrumente  auch  für  sie  in 
Anspinich  nehmen,  andrerseits  aber  die  gerühmte  Reinheit  der  musi- 
kalischen Leistungen  der  Streichinstrumente  die  Meinung  aufrecht  erhält, 
als  ob  sich  hier  die  Musik  von  jeder  Temperatur  befreien  könnte ,  was 
unmöglich  scheint,  indem  nicht  nur  die  erhöhten  und  erniedrigten,  son- 
dern selbst  mehrere  Haupttöne ,  je  nach  der  Verschiedenheit  der  Ton- 
ailen ,  verschieden  gegriffen  werden  müssten ,  dies  aber  bei  dem  häu- 
figen Wechsel  der  tonarten  grosse  Unsicherheit  erzeugen  und  ein  Spiel 
prima  vista  unausftlhrbar  machen  würde.*)    Es  muss  daher  allerdings 


*)  In  völligem  Gegensatz  zu  der  wenigstens  in  Deutschland  jetzt  überwiegenden, 
wo  nicht  allgemein  angenommenen  Ansicht  von  der  Geltung  der  gewöhnlichen  gleich- 
schwebenden Temperatur  auch  für  die  Streichinstrumente  stehen  die  Resultate,  die 
DekMerme  (Memoire  su/r  les  valeurs  numeriques  des  notei  de  la  gamme  im  Recueil  de  la 
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auch  diese  Instrumente  die  gleichschwebende  Temperatur  beherrschen, 
jedoch  nicht  die  gewöhnliche ,  sondern  eine  solche ,  die  sich  derselben 
zwar  nahe  anschliesst,  doch  aber  die  erhöhten  und  erniedrigten  Töne 
von  einander  sondert  und  in  solcher  Weise  fixirt,  dass  der  musikalische 
Vortrag ,  wenn  auch  bald  mehr  bald  weniger  von  diesen  festen  Bestim- 
mungen abweichend ,  doch  auf  sie ,  als  die  mittleren ,  normalen ,  immer 
wieder  zurückkommen  muss. 


90€ieie  des  sdences  de  Lille,  iStlJ  aus  seinen  in  Verbindung  mit  mehreren  Künst- 
lern angestellten  Versuchen  ziehen  zu  dürfen  glaubt.  Hiernach  soll  der  geüble 
Violinist  oder  Cellist  in  der  Durscaie  den  grossen  und  kleinen  Ton  unterscheiden ,  also 
in  der  That  eine  reine  Scala  spielen,  und  sich  von  aller  Temperatur  frei  halten.  Gleich- 
wohl erkennt  Delezenne  selbst  in  einer  folgenden  Abhandlung  (sur  le  nomhre  des  modes 
musicattx,  ebendas.  p.  67)  die  Nothwendigkeit  einer  Temperatur  auch  für  die  Streich- 
instrumente (la  necessite  dun  iemperament,  mSme  pour  les  instrumens  ä  sons  libres)  an, 
ohne  jedoch  anzugeben ,  von  welcher  Art  diese  Temperatur  seyn  soll.  Eine  Wieder- 
holung und  Erweiterung  seiner  Versuche  wSre  daher  äussert  wünschenswerth,  da 
sich  zuletzt  nur  auf  experimentalem  Wege  wird  feststellen  lassen,  welcher  gleich- 
schwebenden  Temperatur  sich  das  Spiel  auf  jenen  Instrumenten  am  meisten  nähert, 
und  unter  welchen  Umständen  etwa  der  Spieler  von  ihr  zu  Gunsten  der  Reinheit 
abweicht. 


I. 

BESTIMMUNG   DER    TÖNE  AUS  IHREN  EINFACHSTEN 

SCHWINGUNGSVERHÄLTNISSEN. 

§<• 

Zwei  oder  mehrere  Töne  heissen  gleich  hoch,  wenn  die  tönen- 
den Körper,  welche  sie  hervorbringen ,  in  demselben  Zeittheil  gleich- 
viele  Schwingungen  machen.  Tst  aber  die  Zahl  dieser  Schwingungen 
bei  dem  einen  tönenden  Körper  grösser  als  bei  dem  andern,  so  nennen 
wir  den  Ton  des  ersteren  höher  als  den  des  andern,  und  umgekehrt 
den  des  letztern  tiefer  als  den  Ton  des  ersteren  Körpers. 

Zwei  gleichzeitig  gegebene  Töne  machen  auf  den  musikalischen 
Sinn  entweder  den  Eindruck  des  Wohlklangs  oder  des  Missklan^s.  Im 
ersteren  Falle  nennen  wir  sie  consonirende,  ihre  Verbindung  eine 
Gonsonanz,  im  andern  Falle  dissonirende  und  ihre  Verbindung 
eine  Dissonanz.  Ob  zwei  Töne  consoniren  oder  dissoniren,  hängt 
von  den  Verhältnissen  ab,  in  welchen  die  ihnen  zugehörigen 
Schwingungsmengen  stehen.  Je  einfacher  diese  Verhältnisse  sind, 
um  so  wohlklingender  ist  die  Verbindung  der  Töne. 

§2. 

Bei  dieser  notliweadigen  Rücksicht  auf  die  Verhältnisse  der 
Schwingungszahlen  der  tönenden  Körper  ist  es  zweckmässig,  abso- 
lute und  relative  Schwingungszahlen  zu  unterscheiden.  Jene  drücken 
die  Menge  der  Schwingungen  des  tönenden  Körpers  in  der  Zeiteinheit 
(der  Secunde)  aus ,  diese  sind  die  Verhällnisszahlen ,  welche  angeben, 
wie  viele  Schwingungen  oder  Theile  von  Schwingungen  ein  tönender 
Körper  innerhalb  desselben  Zeittheils  macht,  in  welchem  ein  andrer 
nur  einmal  schwingt.    Der  dem  letzteren  zugehörige  Ton  heisst  dann 
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der  GrundtOQ.  Ist  also  die  absolute  Schwingungszahl  des  Tons  A=a, 
die  des  Tons  B  =  b,  die  relative  Schwingungszahl  von  B  in, Bezug  auf 
A  als  den  Grundton  =  y,  so  ist  y  =  — .  Umgekehrt  ist  die  relative 
Schwingungszahl  von  A  in  Bezug  aufjB  als  Grundton  =-|-=---.  Da, 

wenn  b^a,  y^i  ist,  so  folgt,  dass  die  relative  Schwingungszahl  von 

B  in  Bezug  auf  A  grösser  oder  kleiner  als  1  ist,  je  nachdem  der  Ton 
B  höher  oder  tiefer  ist  als  der  Ton  A. 

Kommt  ein  dritter  Ton  C  hinzu ,  deßsen  absolute  Schwingungszahl 
=  c,  so  ist  seine  relative  in  Bezug  auf  A  =~,  in  Bezug  auf  jB  =y. 
Ist-|-=— ,  so  ist  C  ebensoviel  höher  als  jB,  wie  B  höher  als  A,  oder  A 
ebensoviel  tiefer  als  B',  wie  C  höher  als  B.  Da  dann  die  relative 
Schwingungszahl  von  A  in  Bezug  auf  jB  =  y,  die  von  C  in  Bezug  auf 
Ä  =  y  =  — ,  SO  ist  das  Product  der  relativen  Schwinguogszahlen  zweier 
Töne,  von  denen  der  eine  ebensoviel  höher,  wie  der  andre  tiefer  ist  als 
ein  und  derselbe  dritte  Ton  (ihr  gemeinsamer  Grundton),  =  1 .  Ist  daher 
die  relative  Schwingungszahl  des  einen  =  y,  so  ist  die  des  andern  der 
reciproke  Werth  — . 

Da  für  beliebige  Werthe  von  a,  b,  c  immer  ~  .  -^  =  -^,  so  folgt, 
dass  die  relative  Schwingungszahl  von  C  in  Bezug  auf  A  gleich  ist  dem 
Product  aus  der  relativen  Schwingungszahl  von  C  in  Bezug  auf  B  in  die 
relative  Schwingungszahl  von  B  in  Bezug  auf  A. 

§  3. 
Zwei  Tö(ie  A,  B  bilden  Consonanzen,  wenn  ihre  absoluten 
Schwingungszahlen  a,  b  in  einem  der  Verhältnisse  1:1,  1:2,  2:3,  3:4, 
4:5,  5:6  stehen. 

1 )  Ist  a :  6  =  i :  1 ,  also  die  relative  Schwingungszahl  von  B  in  Be- 
zug auf  A,  oder  von  A  in  Bezug  auf  jB,  y  =  1 ,  so  heisst  J?  die  Prime 
von  A,  A  die  Prime  von  B. 

2)  Ist  a :  6  =  1 : 2,  also  die  relative.  Schwingungszahl  von  B  in  Be- 
zug auf  A,  y  =  2,  so  heisst  B  die  Octave  von  A. 

3)  Ista:6  =  2:  3,alsoy  =  -5-,  so  heisst  jB  die  Quinte  von  A. 

» 

4)  Ist  a :  6  =  3  :  4,  also  y  =  y,  so  heisst  jB  die  Quarte  von  A. 

5)  Ista:6  =  4  :5,  alsoy=:y,  so  heisst jB die  grosse  Terz  vonA. 

6)  Ist « :  6  =  5 : 6,  also  y  =  ~,  so  heisst  £  die  kleine  Terz  von  A. 
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Da  in  den  Fällen  2  bis  5  die  relative  Schwingungszabl  .von  A  io 
Bezug  auf  jB  =  ■^,  also  der  Reihe  nach  y,  y»  T'  T»  T  ^^*'  ^^  heisst 
dann  beziehungsweise  A  die  umgekehrte  oder  untere  Octave, 
Quinte,  Quarte,  grosse  Terz,  kleine  Terz  von  B.  Denn  da  die  relativen 
Schwingungszahlen  dieser  Töne  die  reciproken  Werthe  derjenigen  der 
Octave,  Quinte  u.  s.  f.  sind;  so  liegt  ein  durch  sie  in  Bezug  auf  A  be- 
stimmter Ton  B'  um  ebensoviel  tiefer  als  A  wie  B  höher  als  A  (§  2).  Im 
Gegensatz  zu  den  unteren  Octaven,  Quinten  u.  s.  w.  kann  man  die  Octa- 
ven,  Quinten  u.  s.  w.  selbst  auch  die  oberen  nennen. 

§4. 
Beziehen  sich  die  relativen  Schwingungszahlen  2,  y,  y ,  -^,  y  auf 

einen  und  denselben  Grundton ,  so  sind  durch  sie  fünf  von  diesem  ver- 
schiedene (höhere),  mit  ihm  aber  consonirende  Töne  bestimmt.  Man 
kann  nun  ^veiter  aus  ihnen  die  relativen  Schwingungszahlen  derjenigen 
Töne  bestimmen,  die  mit  jenen  der  Reihe  nacli  consoniren,  wenn 
man  deren  obere  und  untere  Terzen,  Quarten,  Quinten  und  Octaven 
sucht,  indem  man  jede  der  relativen  Schwingungszahlen  2,  y»  y  T'  T 

sowohl  mit  jeder  derselben  als  mit  jedem  der  reciproken  Werthe  y,  y, 

8        4        5 

•j-,  ^,  -g-  multiplicirt.  Man  erhält  hierdurch  drei  Classen  von  Tönen, 
theils  nämlich  solche,  deren  relative  Schwingungszahlen  zwischen  denen 
derPrime  und  Octave,  also  zwischen  1  und  2  liegen,  theils  solche,  deren 
relative  Schwingungszahlen  >  2,  theils  endlich  solche,  flu*  welche  diese 
Zahlen  <  1  sind.  Wir  bedürfen  jedoch  für  unsern  Zweck  zunächst  nur 
der  Töne  der  ersten  Glasse  und  übergehen  daher  diejenigen  Producte 
der  relativen  Schwingungszahlen,  die  >  2  und  <  1  sind. 

§5- 
Hiernach  erhalten  wir  nun,  wenn  wir  von  der  Octave  aus  successiv 

zur  Quinte ,  Quarte  u.  s.  f.  tibergehen  und ,  wo  es  höhere  Töne  giebt, 

diese  zuerst  bestimmen,  folgende  Resultate. 

1 )  Die  untere  kleine  Terz  der  Octave  giebt  die  relative  Schwingungs- 
zahl y  =  2  •  ~  =  y.  Der  Ton,  dem  sie  zugehört,  heisst  die  grosse 
Sexte.    • 

2)  Die  untere  grosse  Terz  der  Octave  giebt  y  =  2  •  y  =  y .  Der 
zugehörige  Ton  heisst  die  kleine  Sexte. 

Die  untere  Quarte  der  Octave  giebt  y  =  2  •  y  =  y,  die  Quinte. 
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Ebenso  giebt  die  unlere  Quinte  der  Octavey  =^  2  •  y= y,  die  Quarte. 

3)  Die  kleine  Terz  der  Quinte  giebt  y:=:yy:=y,  die  grössere 
kleine  Septime. 

f4)  Die  grosse  Terz  der  Quinte  giebt  y=y.  —  =  —  die  grosse 
Septime. 

Die  Quarte  der  Quinte  giebt,  wie  schon  aus  2  folgt,  die  Octave. 
Die  unterekleineTerz  der  Quinte  giebt  y=j- .— =:y,  die  grosse  Terz. 
Hieraus  folgt  von  selbst,  dass  die  untere  grosse  Terz  der  Quinte 
die  kleine  Törz  giebt. 
f  5)  Die  untere  Quarte  der  Quinte  giebt  y  =  |-~=:Y,  die  grosse 

Secunde. 

Die  kleine  Terz  der  Quarte  giebt  y  =  Y-j  =  Y'  ^^^  kleine  Sexte ; 
die  grosse  Terz  der  Quarte  y  =  y  •  x  =  y»  die  grosse  Sexte. 

6)  Die  Quarte  der  Quarte  giebt  y  =  ~  .  y=  y»  die  kleinere 
kleine  Septime. 

Die  Quinte  der  Quarte  giebt ,  wie  sich  nach  2  von  selbst  versteht, 
die  Octave. 

7)  Die  untere  kleine  Terz  der  Quarte  giebt  y  =  —  -  -^  =i=  y,  den 
kleinen  ganzen  Ton. 

8)  Die  untere  grosse  Terz  der  Quarte  giebt  y  =  y  -  4  =  ^5'  die 
kleine  Secunde. 

Dass  die  kleine  Terz  der  grossen  Terz  und  die  grosse  der  kleinen  die 
Quinte  giebt ,  folgt  schon  aus  4 ;  eben  so  aus  5 ,  4  und  3 ,  dass  die 
Quarte  der  grossen  und  kleinen  Terz  resp.  die  grosse  und  kleine  Sexte, 
die  Quinta  der  grossen  und  kleinen  Terz  resp.  die  grosse  Septime  und 
grössere  kleine  Septime.  Es  giebt  aber 

9)  die  grosse  Terz  der  grossen  Terz  y  =  -j-  •  y^^je'  die  über- 
mässige Quinte; 

1 0)  die  untere  kleine  Terz  der  grossen  Terz  y  =  y  •  ^  =  — ,  die 


übermässige  Prime; 

|pr  IrlAiriAn  Tprr  */  — r  ' —  .  — 

25 


11)  die  kleine  Terz  der  kleinen  Terz  y  ='y.y=^,  die  grössere 


verminderte  Quinte. 

§6- 
Ordnen  wir  die  gewonnenen  neuen  Töne  nach  der  Grösse  ihrer  re- 
lativen Schwingungszahlen,  so  erhalten  wir  folgende  Zusammenstellung : 
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■ 

grosse  Septime, 

y  = 

45 

"    8' 

grössere  kleine  Septime, 

y- 

9 

"    o' 

kleinere  kleine  Septime,       / 

y- 

46 
"    9' 

grosse  Sexte, 

y- 

5 
■    3' 

kleine  Sexte, 

y- 

8 
"    5' 

tibermiisRige  Quinte, 

y- 

25 
"  46' 

grössere  verminderte  Quinte, 

y  — 

36 
"  25' 

grosse  Secunde, 

y~ 

9 

'    8' 

kleiner  ganzer  Ton, 

y- 

40 

'    9' 

kleine  Secunde, 

y  — 

46 
'  45' 

übermässige  Prime, 

y  — 

25 
■  24* 

Vergleicht  man  diese  Bestimmungen,  theils  unter  einander,  theils  mit 
denen  in  §  3,  so  ergiebt  sieb,  dass  Quarte  und  Quinte,  grosse  Terz  und 
kleine  Sexte,  kleine  Terz  und  grosse  Sexte,  grosse  Secunde  und  kleinere 
kleine  Septime,  kleiner  ganzer  Ton  und  grössere  kleine  Septime,  endlich 
kleine  Secunde  und  grosse  Septime  relative  Schwingungszahlen  haben, 
deren  Product  2,  also  gleich  der  Schwingungszahl  der  Octave.  Wegen 
der  an  Einerleiheit  grenzenden  Verwandschaft  der  Octave  zum  Grund- 
ton (welche  weiter  unten  näher  beleuchtet  werden  wird),  pflegt  daher  in 
allen  diesen  Tonpaaren  der  eine  Ton  der  umgekehrte  des  andern  ge- 
nannt zu  werden.  In  diesem  Sinne  heissen  die  Sexten  umgekehrte  Terzen, 
die  Septimen  umgekehrte  Secunden  und  die  Quarte  eine  umgekehrte 
Quinte.  ^ 

§7. 

Durch  Fortsetzung  des  in  §  5  eingeschlagenen  Verfahrens  in  Be- 
zug auf  die  gewonnenen  elf  Töne  erhalten  wir  weitere  Tonbestimmungen. 
Es  giebt  nämlich 

1)  die  untere  Quarte  der  grossen  Septime  y  =  ~  .  -^  =  ^,  die 
grössere  übermässige  Quarte; 

2)  die  untere  Quarte  der  grösseren  kleinen  Septime  y  =r  y  .  i- =  ~ 
eine  alterirte  Quarte; 

3)  die  untere  kleine  Terz  der  kleineren  kleinen  Septimey = ~ .  ~ = i^^ 
eine  alterirte  Quinte; 
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4)  die  untere  grosse  Terz  der  kleineren  kleinen  Septime  y  =tt:  ^ .  A  ^=^  ^^ 
die  sogenannte  falsche  oder  kleinere  verminderte  Quinte; 

5)  die  untere  Quinte  der  kleineren  kleinen  Septime  y  =  ~'  y^^^' 
eine  alterirte  kleine  Terz; 

6)  die  untere  kleine  Terz  der  grossen  Sexte  y  =  y  •  ~  =  ^ ,  dia 
kleinere  tlbermässige  Quartie; 

7)  die  kleine  Terz  der  kleinen  Sexte  y  =  y-y  =  ^,  die  grössere 
verminderte  Octave; 

8)  die  untere  grosse  Terz  der  kleinen  Sexte  y  =  y  .  y  =  ~,  die 
verminderte  Quarte; 

9)  die  grosse  Terz  der  übermässigen  Quinte  y  =  ?^    y  =  ^,  eine 
alterirte  Octave; 

1 0)  die  untere  kleine  Terz  der  übermässigen  Quinte  y  =  — .  y  =  — , 
die  übermässige  Terz  (da  dieser  Werth  zwischen  den  beiden  ge- 
wohnlichen  Bestimmungen  ;j^  und  ^^^  in  der  Mitte  liegt) ; 

1 1 )  die  untere  Quarte  der  übermässigen  Quinte  y  =  ^  •  y  =  ^^ ,  die 
grössere  übermässige  Secunde; 
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1 2)  die  kleine  Terz  der  grösseren  verminderten  Quinte  y  =  25  •  y 


4  25^ 


die  grössere  verminderte  Septime; 

13)  die  untere  grosse  Terz  der  grösseren  verminderten  Quinte 
y  z=^  .  ^-  z=  1^*,  die  grössere  verminderte  Terz; 

1 4)  die  untere  Quarte  der  grösseren  vermind.  Quinte  y  =  ~  •  y  =  — , 
das  grosse  Limma;*). 

1 5)  die  Quinte  der  grossen  Secunde  y  =  y  .  y  =  — ,  eine  alterirte 
grosse  Sexte. 

Aus  dem  kleinen  ganzen  Ton  und  der  übermässigen  Prime  ergeben 
sich  nur  Töne,  die  schon  zuvor  bestimmt  sind. 

§•8. 
Auch  jeder  dieser  fünfzehn  neuen  Töne  kann  zu  weiteren  Tonbe- 
stimmungen benutzt  werden.   Wir  übergehen  jedoch  die  als  »alterirte« 
bezeichneten,  so  wie  das  grosse  Limma,  so  dass  dann,  nach  der  Grösse 

*)  Genau  genommen  bezeichnet  dieses ,  so  wie  die  später  folgende  Diesis,  keinen 
Ton,  sondern  ein  Komma,  also  im  weitern  Sinn  ein  Intervall.  Wie  indess  Secunden, 
Terzen,  Quarten  u.  s.  w.  Intervalle  und  Töne  zugleich  bezeichnen ,  so  scheint  es  auch 
erlaubt,  diesen  Gebrauch  auf  die  Kommata  überzutragen ,  wo  der  durch  sie  bestimmte 
Ton  eine  Benennung  erfordert. 
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geordnet,  übrig  bleiben  die  grössere  verminderte  Octave ,  gi^össere*  ver- 
minderte Septime,  kleinere  verminderte  Quinte ,  grössere  übrmässige 
Quarte,  kleinere  übermässige  Quarte,  übermässige  Terz,  verminderte 
Quarte,  grössere  übermässige  Secunde ,  grössere  verminderte  Terz.  Es 
giebt  nun 

1)  die  untere  gr.  Terz  der  grösseren  vermindertenOctavey=j^  •  y^Hs» 
die  verminderte  Sexte  (da  dieser  Werth  zwischen  den  beiden  ge- 

97S  4024 

Wohnlichen  Bestimmungen  ^  und  -j^  fast  genau  in  der  Mitte  liegt) . 

Wir  übergehen  die  untere  gr.  Terz  der  grösseren  verminderten  Septime 
gj^  und  die  untere  Quarte  derselben  j^ ,  da  jene  der  kleineren  über- 
mässigen Quarte ,  diese  der  übermässigen  Terz  sehr  nahe  kommt.  Da- 
gegen giebt 

2)  die  kleine  Terz  der  kleineren  verminderten  Quinte  y  =  ^  •  y =-^, 
die  kleinere  verminderte  Septime; 

3)  die  Quarte  der  kleineren  verminderten  Quinte  y  =  ^^  •  y  =  ~5, 
die  kleinere  verminderte  Octave; 

4)  die    untere   grosse  Terz   der  kleineren   verminderten   Quinte 

ßL  L  O  Kit 

y  =  ^-y  =  22|,  die  kleinere  verminderte  Terz; 

5)  die  grosse  Terz  der  grösseren  übermässigen  Quarte  y = äj ' 
die  grössere  übermässige  Sexte; 

CR 

6)  die  untere  Quarte  der  grösseren  übermässigen  Quarte  y=^ 
das  kleine  Limma; 

AK 

.  7)  die  grosse  Terz  der  kleineren  übermässigen  Quarte  y  =  ^g ' 
die  kleinere  übermässige  Sexte; 

8)  die  Quarte  der  kleineren  übermässigen  Quarte  y  =  —  • 
eine  alterirte  grosse  Septime; 

9)  die  untere  kleine  Terz  der  kleineren  tibermässigen  Quarte 
y  =  ?j    y  =  J^,  die  kleinere  übermässige  Secunde. 

Wir  übergehen  die  grosse  Terz  der  übermässigen  Terz ,  j^ ,  eine 
alterirte  kleine  Sexte,  und  die  untere  kleine  Terz  der  übermässigen  Terz, 
^ ,  welche  sehr  nahe  mit  dem  grossen  Limma  zusammentriflft.  Dage- 
gen giebt 

1 0)  die  untere  grosse  Terz  der  verminderten  Quarte  y  =  25   y  =  jjs» 
die  kleine  Diesis. 

Wir  übergehen  die  grosse  Terz  der  grösseren  übermässigen  Secunde, 
1^,  welche  nahe  mit  der  alterirten  Quinte  ^  zusammentrifil. 


6 

225 

4  ~ 

"428' 

S 

i35 

4"" 

42S' 

5 

i25 

4  ~ 

-72" 

4 

50 

S  " 

-27' 
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Die  grössere  verminderte  Terz  giebt ,  wenn  man  ihre  kleine  Terz 
nimmt,  ^,  welcher  Ton,  wie  schon  erwähnt,  nahe  mit  der  kleineren 
übermässigen  Quarte  zusammentrifft. 


§9. 

Stellen  wir  jetzt  die  in  den  §§  3  bis  8  bestimmten  Töne  nach  der 
Grösse  ihrer  relativen  Schwingungszahlen  geordnet  zusammen  und 
drücken  diese ,  zur  leichteren  Vergleichung  ihrer  Werthe ,  in  Decimal- 
brüchen  aus,  so  erhalten  wir  folgende  Tabelle : 

y 


1)  Prime, 

1 

4     ~ 

=  1,00000 

2)  kleine  Diesis, 

428 
425"" 

=  1,02400 

3)  übermässige  Prime, 

25 
24   " 

=  1,04167 

4)  kleines  Limma, 

485 

428  ~ 

1=1,05469 

5)  kleine  Secunde, 

46 
45  "" 

=  1,06667 

6)  grosses  Limma, 

27   _ 
25  "■ 

=  1,08000 

7)  kleiner  ganzer  Ton, 

40 
9    "~ 

=  1,11111 

8)  grosse  Secunde, 

9 
8    - 

=  1,12500 

9)  kleinere  verminderte  Terz, 

256 
225  ■" 

=  1,13778 

1 0)  grössere  verminderte  Terz, 

444 
425 

=  1,15200 

11)  kleinere  übermässige  Secunde, 

425 

408  "" 

=  1,15740 

1 2)  grössere  übermässige  Secunde, 

75   _ 
64 

=  1,17188 

1 3)  alterirte  kleine  Terz, 

32  _ 
27   *" 

=  1,18519 

1 4)  kleine  Terz, 

6    _ 
5    " 

=  1,20000 

1 5)  grosse  Ten, 

6    _ 
4    ■" 

=  1,25000 

1 6)  verminderte  Quarte, 

82 
25  "" 

=  1,28000 

17)  übermässige  Terz, 

425 
96  - 

=  1,30208 

1 8)  Quarte, 

4 

3    "~ 

=  1,33333 

1 9)  alterirte  Quarte, 

27 
20   "~ 

=  1,35000 

20)  kleinere  übermässige  Quarte, 

25  __ 
48  — 

=  1,38889 

>i1)  grössere  übermässige  Quarte, 

*5  _ 
32  "" 

=  1,40625 

22)  kleinere  verminderte  Quinte, 

64 
45 

=  1,42222 
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23)  grössere  verminderte  Quinte, 

24)  alterirte  Qainte, 

25)  Quinte, 

26)  verminderte  Sexte, 

27)  übermässige  Quinte, 

28)  kleine  Sexte, 

29)  grosse  Sexte, 

30)  alterirte  grosse  Sexte, 

31)  kleinere  verminderte  Septime, 

32)  grössere  verminderte  Septime, 

33)  kleinere  übermässige  Sexte, 

34)  grössere  übermässige  Sexte, 

35)  kleinere  kleine  Septime, 

36)  grössere  kleine  Septime, 

37)  alterirte  grosse  Septime, 

38)  grosse  Septime, 

39)  kleinere  verminderte  Octave, 

40)  grössere  verminderte  Octave, 
41}  alterirte  Octave, 


1=1,60000 
T  =1,66667 
=  1,68750 


55  =1,44000 
^=1,48148 
1  =1,50000 
Jg==  1,52800 
?5=  1,56250 

5 
5 

3 

27 

•  46 

^=1,70667 
1^  =  1.72800 
^  =  1.736H 
«J^=  1,75781 

9 

5 

50 
27 

i? 
8 

256 
435 

1?=  1,92000 
^^?=' 1,9531 2 
1  =  2,00000 


1,77778 
1,80000 
1,85186 
1,87500 
1,89630 


42)  Octave, 

In  dieser  Tabelle  haben  je  zwei  Töne,  von  denen  der  eine  eben  so 
weit  vom  Anfang  der  ganzen  Reihe,  wie  der  andre  vom  Ende  derselben 
entfernt  ist  (deren  Numern  also  immer  die  Summe  43  geben),  relative 
Schwingungszablen,  deren  Product  =  2  ist. 

§10. 
Im  Vorstehenden  sind  aus  den  relativen  Schwingungszahlen  der 
Octave,  Quinte,  Quarte,  grossen  und  kleinen  Terz  die  aller  übrigen  Töne 
abgeleitet  worden.  Die  jener  fünf  mit  dem  Grundton  consonirenden 
Töne  lassen  sich  aber  auf  drei  reduciren.  Denn  sey  allgemein  die 
Schwingungszahl  der  grossen  Terz  =  T,  die  der  Quinte  =  0,  wo  die 
der  Octave  =  2  ist,  so  ist  die  relative  Schwingungszahl  der  Quarte 
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-^,  die  der  kleinen  Terz 


4 

2 
3 
4 


6 
7 
8 
9 
0 
4 

i 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
20 
21 


=  Y'  Wiederholt  mao  nun  das  in  den  §§  5 
bis  8  angewandte  Verfahren  in  Bezug  auf  diese  allgemeinen  Ausdrücke 
der  relativen  Schwingungszahlen,  jener  mit  dem  Grundton  consoniren- 
den  Töne,  und  beachtet,  dass  0  =  -|-,  T  =  -^,  so  erhält  man  die  fol- 
gende Tabelle,  welche  die  Form  der  Abhängigkeit  der  relativen 
Schwingungszahlen  der  Töne ,  sowohl  von  denen  der  Octave ,  Quinte 
und  grossen  Terz,  als  auch  von  den  absoluten  Zahlen  2,  3,  5  auf  einen 
Blick  übersehen  lässt  und  so  angeordnet  ist,  dass  sich  die  Töne ,  deren 
relative  Schwingungszahlen  das  Product  2  geben,  gegenüberstehen. 


Prime, 

kleine  Diesis, 
übermässige  Prime, 
kleines  Limma, 
kleine  Secunde, 
grosses  Limma, 
kleiner  ganzer  Ton, 
grosse  Secunde, 
kleinere  vermind.  Terz, 
grossere  vermind.  Terz, 
klr.  ubermäss.  Secunde^ 
gross,  übermäss.  Secunde, 
alterirte  kleine  Terz, 
kleine  Terz, 
grosse  Terz, 
verminderte  Quarte, 
Übermässige  Terz, 
Quarte, 

alterirte  Quarte, 
klr.  Ubermäss.  Quarte, 
gross,  ubermäss.  Quarte, 


K 

=    4 

2 

2»^ 

2*    "" 

'     5« 

r 

5* 

Q 

'  2«.  3 

<f,T 

3«.  5 

2» 

'     2' 

2 

«* 

Q.T^ 

"  3.5 

(t    _ 

3« 

a.i*  "" 

-     5* 

2.r 

2.5 

(?•  "" 

"     8» 

(?•  - 

8* 

2 

-     2- 

2» 

2» 

(?•.  r*— 

-3«.  5« 

()• 

2*.  8« 

r 

"     5» 

2.1* 

5« 

0*  - 

-  2».  8» 

Q.T 

8.5» 

2 

-     2« 

2» 

2» 

(f 

--    8« 

Q 

2.3 

T 

"    5 

2 

Q 

Q 
0" 


2.  T 

2.r* 


2» 

5* 
5« 


2 


2*.  8 
2» 

8 

V.5 
5' 

2.  8» 
3*.  5 

"2^ 


42 
44 

40 
39 
38 
37 
36 
35 
34 
33 
32 
34 
30 
S9 
28 
27 
26 
25 
24 
23 
22 


Octave, 

alterirte  OctavQ, 
gross,  vermind.  Octave, 
klr.  vermind.  Octave, 
grosse  Septime, 
alter,  grosse  Septime, 
grössere  kl.  Septime, 
kleinere  kl.  Septime, 
gross,  ubermäss.  Sexte, 
kleinere  ubermäss.  Sexte, 
gross,  vermind.  Septime, 
klr.  vermind.  Septime, 
alter,  grosse  Sexte, 
grosse  SextO; 
kleine  Sexte^ 
übermässige  Quinte, 
verminderte  Sexte, 
Quinte, 

alterirte  Quinte, 
gross,  vermind.  Quinte, 
klr.  vermind.  Quinte, 


y 


Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wisseiuch.  IV. 


2    = 

=    2 

yS    ;_ 

2.g  __ 

2*.  8 

r  " 

"     5» 

2« 

2» 

0*.r~" 

-3«.5 

8  .  5 

Q.T  = 

-     2* 

2Vr* 

2.6* 

(?*  - 

-     8« 

Jt  - 

3» 

T 

"     5 

2» 

2* 

0*   " 

-     8* 

(?».r»_ 

3».  5* 

2 

"  r 

2.1* 

5" 

(?•     "" 

""  2".  8» 

(^     _ 

2«.  3« 

I* 

~     5« 

2» 

2' 

Q.J* 

"8.5» 

(f    _ 

3" 

2 

"     2* 

2.r 

5 

Q 

-      8 

2 

2« 

T 

"     5 

j%    ^ 

5» 

-     2* 

2.P  _ 

2«.8 

I*    "" 

-    5« 

8 

Q  = 

■"     2 

2».r 

2«.  5 

<?• 

-     8« 

(>•  _ 

2».  3» 

r  - 

-     5« 

2« 

2« 

(?».r 

"  3».  5 

2 
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§41. 
Man  kann  diese  40  zwischen  der  Prime  und  Octave  liegende  Töne 
in  folgende  acht  Glassen  bringen. 


25 

8 

30 


45 

27 
41 


38 
12 
21 
34 
4 


3 
17 
14 
36 
23 
10 
32 
19 

6 


y 
y 
y 


y 
y 
y 


y 
y 
y 
y 

» 

y 


y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 


I. 

Q 

_^ 

2 

III. 

T 


il 

iL 

4» 


6« 


J* 

"      %• 

V.      . 

—  Q.T- 

8.5 

O.T 

3.5« 

2 

-      «• 

(?vr 

SV  5 

t 

=      i» 

(?•.  r* 

8«.  5« 

% 

-    r 

0*.r 

8«.  5 

«• 

"      %' 

YII. 

r 

5« 

Q 

-   2«,  8 

T 

5» 

Q 

"    2V  8 

Q 

2.8 

T 

"       5 

or 

8« 

T 

"       5 

(^ 

2*.  8* 

r 

"      5» 

()• 

2*.  8» 

I* 

"      5« 

<?■ 

2«.  8« 

r« 

"      5» 

er 

8« 

2.  T 

"   2*.  5 

(f 

8* 

Ä.I* 

"      5« 

18)  y 
35)  y 
13)   y 


28)   y 
16)   y 

2)  y 


5)  y 

31)  y 

22)  y 

9)  y 

39)  y 


40)  y=: 

26)  y=. 

29)  y  = 

20)  y  = 

33)  y  = 

11)  y  = 

24)  y  = 

37)  y  = 


II. 

2 

(? 

2« 

2* 

(^ 

IV. 

JL 

r 

2 

fr 

2 

VI. 

2 

(?.r 

2* 
2« 

p*.  r 

2* 

2' 

VIII. 

2.Q 

2  .r 
(? 

(>' 
2.r« 

2.7* 
(?• 

2Vr 

"^ 
2*.  y* 


8 
2* 

3« 


_?1 

5 

"5^ 


Äf 


8.5 
2^ 

8.5* 
2«_ 

'8*.  5 
2* 

8*.  5» 
2» 

8".  5 


2*.  8 

5* 

2*.  8 

~5^ 

8 
2.5 

8* 
5* 

2.3* 
5^ 

2*.  8« 
5« 

2«.  5 

2.5* 
8» 


Man  übersieht  sogleich,   dass  die  Töne  der  ersten  und  zweiten 
Classe  nur  von  der  Quinte,  die  der  dritten  und  vierten  nur  von  der 
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grossen  Terz,  die  der  vier  letzten  Classen  von  Quinte  und  grosser  Terz 
zugleich  abhängig  sind.  Die  Producte  aus  je  zweien  einander  gegen- 
überstehenden Ausdrücken  sind  durchgängig  =  2.  Der  zweite  Ton  in 
diesen  Paaren  ist  also  immer  ebenso  als  unterer  Ton  der  Octave  be- 
nannt wie  der  erste  als  oberer  Ton  des  Grundtons. 


§  12. 

Wir  können  aber  auch  in  noch  einfacherer  Weise  das  Bildungsge- 
setz dieser  Töne  darstellen.  Ueberall  nämlich  wo  in  den  vorstehenden 
allgemeinen  Ausdrücken  durch  Q  und  T  der  Nenner  2  vorkommt,  zeigt 
dies  an,  dass  der  entsprechende  Ton  die  untere  Octave  eines  andern 
Tons  ist,  dessen  Ausdruck  durch  Weglassung  dieses  Nenners  erhalten 
wird.  Eben  so  zeigt  der  Nenner  2*  an,  dass  der  entsprechende  Ton  die 
zweite  untere  Octave  eines  Tons  ist,  dessen  Ausdruck  durch  Weglas- 
sung dieses  Nenners  sich  ergiebt.  In  gleicher  Weise  zeigen  die  allge- 
meinen Ausdrücke,  in  denen  2  oder  2'  als  Factor  des  Zählers  vorkommt, 
an,  dass  die  ihnen  entsprechenden  Töne  erste  oder  zweite  obere 
Octaven  von  Tönen  sind ,  deren  Ausdrücke  durch  Weglassung  dieser 
Factoren  erhalten  werden.  Man  kann  also  die  im  vorigen  §  aufgeführten 
Töne  auf  solche  zurückfuhren,  deren  Ausdrücke  nur  Q  und  T  ohne  Zah- 
len-CoefBcienten  oder  Zahlen -Nenner  enthalten.  Aus  diesen  Tönen  er- 
geben sich  also  die  vorstehenden ,  wenn  man  diejenigen  unter  ihnen, 
deren  relative  Schwingungszahlen  >  2  sind ,  je  nachdem  sie  <  4,  oder 

>  4,  aber  <  8,  resp.  um  eine  oder  zwei  Octaven  erniedrigt,  dieje- 
nigen aber,  deren  relative  Schwingungszahlen  <  1  sind,  je  nachdem  sie 

>  Y»  öder  <  —,  aber  >  -^,  resp.  um  eine  oder  zwei  Octaven  erhöht. 
Diese  Töne  nun,  die  wir  mit  denselben  Numern  bezeichnen  wie  die 
aus  ihnen  abzuleitenden,  lassen  sich' mit  den  übrigen  der  im  Vorigen 
aufgeführten  40  Töne  zusammengenommen  in  folgende  acht  Classen 
bringen. 


25)     Q 


18) 


I. 

. 

Q  = 

3 

"      2      ' 

8)    (? 
11. 

8» 

m                                        • 

•    '2*     ' 

30)    0» 

8» 
2» 

Q    "^ 

2 
"       3      ' 

-35)  -^  - 

2* 

3«      ' 

^3)    -^ 

2« 

3« 

2*. 

20 


• 
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III. 

IS)    T   - 

5 

"      2«      » 

27) 

IV. 

'      2* 

;     41)  r» 

6« 

28)    ±  - 

2* 
"      5       ' 

16) 

4 

r 
V. 

2* 
"      5» 

>             2)       ja 

"     5*    • 

38)  Q.T- 

3.5 

-      2>     ' 

21)  Q^T- 

3«.  5 
'      2* 

;        4)  Q'.T 

9'.  5 

12)0  7*- 

3.5» 

-          J6         > 

34)0^.1^- 

3*.  5* 

■      2* 

• 

VI. 

^)    Q.T 

2« 

'    8  .  ö    ' 

2» 
■   8.5«   ' 

22) 
9) 

4 
4 

VII. 

2* 
■   3».  ö 

2* 
"  3«.  5« 

,                     39)        ^       y, 

■ 

8« 

■   8».  6  ' 

U)    ?   - 

36)   f 
19)    ?   - 

4.8 
5       ' 
8» 
■      5       » 

3« 
"2.5» 

40) 
23) 

6) 

r 
VIIL 

2».  8 

■  5» 

2«.  3» 

"      5»     ' 

2.3" 

■  ö»     ' 

;     26)  4r  - 

,      10)    ?    = 

;      32)  -^ 

8».» 

■  5«     ' 
2*.  8* 

■  5»     ' 
2».  3» 

-      5*    • 

29)   i 
3)f 

17)  -r-  - 

5 
"   2.8    ' 

5* 
•    2«.3    ' 

6» 
■    2».3   ' 

7) 
20) 

33) 

r 

5 

■  3»     • 
5« 

•  2».  3*  ' 
5» 

■  2*.  3»  ' 

;    24)  -^ 

;    37)  i 
i     n)  -J*- 

2.  5 
•      3»    ' 

5« 
■2.8*' 

B» 

"  2".d"- 

§13. 

Die  Eigentliümlichkeil  der  Bildung  jeder  dieser  acht  Classen  lässt 
sich,  wie  folgt,  näher  bezeichnen.  In  I  werden  die  Töne  von  derPrime 
aus  durch  Aufsteigen,  in  II  durch  Herabsteigen  nach  Quinten 
bestimmt.  In  III  ergeben  sich  die  Töne  ebenfalls  von  der  Prime  aiiS 
durch  Aufsteigen,  in  IV  durch  Herabsteigen  nach  grossen 
Terzen.  Die  Töne  der  Classen  I  und  II  sind  also  nur  von  der  relati- 
ven Schwingungszahl  der  Quinte ,  die  der  Classen  III  und  IV  nur  von 
der  der  grossen  Tei-z  abhängig.  Die  Töne  in  V  entstehen  sowohl ,  wenn 
man  von  jedem  Ton  in  III  nach  Quinten,  als  wenn  man  von  jedem 
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Ton  in  I  nach  grossen  Terzen  aufsteigt.  Die  Töne  in  VI  ent- 
stehen sowohl,  wenn  man  von  jedem  Ton  in  IV  nach  Quinten,  als 
w^enn  man  von  jedem  Ton  in  II  nach  grossen  Terzen  herabsteigt. 
Die  Töne  in  VII  ergeben  sich  sowohl,  wenn  man  von  jedem  Ton  in  IV 
nach  Quinten  auf-,  als  wenn  man  von  jedem  Ton  in  I  nach  grossen 
Terzen  herabsteigt.  Die  Töne  in  VIII  endlich  ergeben  sich  so- 
wohl, wenn  man  von  jedem  Ton  in  III  nach  Quinten  herab-,  als 
wenn  man  von  jedem  Ton  in  II  nach  grossen  Terzen  aufsteigt. 
Im  Uebrigen  erhellt  von  selbst ,  dass  die  sich  der  Reihe  nach  entspre- 
chenden Töne  der  Classen  I  und  II,  III  und  IV,  V  und  VI,  VII  und^VIlI 
reciproke  Schwingungszahlen  haben. 

Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  in  jeder  dieser  Classen  die  Bildung  von 
Tönen  ins  Unbegrenzte  geht,  und  zwar  in  I  bis  IV  nur  nach  einer, 
in  V  bis  VIII  aber  nach  zwei  Richtungen.  Denn  die  ersten  vier 
Classen  stellen  nur  einfache  Reihen,  die  übrigen  aber  Reihen  von  Reihen 
dar.  Es  ist  leicht,  das  allgemeine  Glied  jeder  dieser  einfachen  Reihen 
und  Doppelreihen  darzuste 

für    I,    (?"==£ 


für  II, 


für  III,  r» 

für  IV, 


Qm  gm 

5« 


4  32n 


len.    Es  flndet  sich  nämlich 

3»».  5»» 


fdr     V,    Q'\T' 


jm+an 


für    VI,        ^  * 


für   VII, 
für  VIII, 


Q»».  T^  3»».  5« 

Qm  22n  — m,  3m 

~pr  51» 


fn  51»     J  ***'      »  *»»,  Qff^  22n  — m_  3111   * 

Hieraus  ergiebt  sich  die  wichtige  Folge,  dass,  wie  weit  man 
auch  in  der  Bestimmung  von  den  Tönen  nach  dem  ange- 
gebenen Bildungsgesetz  gehen  möge,  man  doch  niemals 
auf  eine  obere  oder  untere  Octave  eines  nach  demsel- 
ben Gesetz  bestimmten  Tons  kommt.  Denn  da  die  relative 
Schwingungszahl  der  fc-ten  Octave  irgend  eines  Tons,  dessen  relative 
Schwingungszahl  =  a,  durch  2*.  a  ausgedrückt  wird ,  so  wäre  es  nur 
denkbar,  dass  Töne  der  Classen  II,  IV,  VI,  VII  (wenn  2w  >  m)  und 
VIII  (wenn  2»  <  w)  obere  Octaven  andrer ,  nach  demselben  Bildungs- 
gesetz bestimmter  Töne  wären.  Giebt  man  nun  den  allgemeinen  Glie- 
dern dieser  Classen  der  Reihe  nach  die  Formen  fe-ter  Octaven,  nämlich 

**        3»         '      '^     *    Kn  >       '^         am    Sn  ?       '*♦  ßn  >        ^ 


SO  müsste  es  in  den  acht  Classen  Töne  geben,  deren  Schwingungszahlen 
die  Formen 
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2«i  — *  2-^~'^  gm+an  — *  g2fi  — m— *^  dm  5« 


3m  »  511  »  3m.  511  »  51»  »  2^11— m  +  *    3m 

haben,  was  nicht  der  Fall  ist,  wie  die  Vergleichung  mit  den  angegebe- 
nen Formen  der  allgemeinen  Glieder  lehrt.  Auf  ganz  ähnliche  Weise 
lässt  sich  leicht  erweisen,  dass  eben  so  wenig  ein  nach  dem  angegebe- 
nen Bildungsgesetz  bestimmter  Ton  irgend  eine  untere  Octave  eines 
andern  seyn  kann.  Hieraus  folgt ,  dass  in  der  ganzen  Reihe  der  so  be- 
stimmten Töne  keine  Periodicität  statt  findet.  Man  kann  jedoch 
jeden  erhaltenen  Ton  um  1 ,  2,  3 . . .  Octaven  erhöhen  und  erniedrigen, 
und^  hierdurch  zwischen  je  zwei  nächsten  Octaven,  mögen  sie  hoch  oder 
tief  liegen ,  immer*  gleich  viele  Töne  bestimmen ,  die  zu  den  sie  ein- 
schliessenden  Octaven  in  denselben  Verhältnissen  stehen. 

Endlich  ist  auch  leicht  zu  ersehen,  dass  kein  Ton  der  einen 
Glasse  mit  einem  Ton  einer  andern  Classe  zusammen- 
fallen kann.  Denn  es  müsste  dann  entweder  —  =  — ,  d.  i.  w^enn 
2n  >  m,  3«.  2^-'«  =  5«,  wenn  2»  <  m,  3""  =  2'"-»".  5«,  oder 
iiü^  =  ~~^i —  ,  d.  i.  5  =  2^  seyn,  was  beides  unmöglich  ist. 
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IL 

BESTIMMUNG  DER  TONINTERVALLE. 

§14. 

Das  musikalische  Gehör  unterscheidet  die  Höhe  der  Töne  weder 
nach  dem  geometrischen  noch  nach  den  arithmetischen  Verhältnissen 
ihrer  Schwingungszahlen.  Denn  angenommen  das  Erste,  so  müsste  das 
Ohr  die  Höhe  der  Octave  doppelt,  die  der  Quinte  y'^^^»  die  der  Quarte 
-^mal  so  gross  als  die  der  Prime  finden  u.  s.  f. ,  was  nicht  der  Fall  und 
überhaupt  eine  dem  Gehör  ganz  fremde  Art  der  Schätzung  der  Töne 
ist.  Angenommen  das  Zweite,  so  sind,  wenn  a  die  absolute  Schwingungs- 
zahl des  Grundtons,  die  absoluten  Schwingungszahlen  seiner  1  sten,  2ten, 

3ten (n '- 1  )ten ,  nten  Oötave  der  Reihe  nach  2a ,  4a ,  8a 

2*"*«,  Ä^a.  Dann  müsste  dem  Gehör  der  Unterschied  zwischen  der 
Isten  und  2ten  Octave  2mal,  der  zwischen  der  2ten  und  3ten  4mal,  der 
zwischen  der  (n— i)ten  und  nten  Octave  2''"*mal  so  gross  erscheinen 
als  der  Unterschied  zwischen  der  ersten  Octave  und  dem  Grundton ;  es 
müsste  das  Gehör  nach  denselben  Verhältnissen  zwischen  je  zwei  näch- 
sten Octaven  um  so  mehr  Töne  unterscheiden,  je  höher  dieselben  liegen, 
indess  es  doch  zwischen  denselben,  wie  hoch  oder  tief  sie  liegen  mögen, 
nur  immer  dieselben  Tonunterschiede,  nicht  mehr  und' nicht  weniger 
empfindet.  Allerdings  aber  unterscheidet  es  Differenzen  der  Töne, 
die  sich  auf  ihre  verschiedenen  Höhen  beziehen,  nur  sind  dieselben  nicht 
die  ihrer  Schwingungszahlen,  obwohl  diese  ihre  Höhe  bestimmen. 
Heissen  nun  diese  Difierenzen  die  Intervalle  der  Töne,  und  wird  hier- 
bei der  Grundton  als  derjenige  Ton  angesehen ,  in  Beziehung  auf  wel- 
chen die  Verschiedenheit  der  übrigen  Töne  durch  Zahlen  bestimmt  wer- 
den soll,  so  fragt  es  sich,  auf  welche  "Weise  dies  geschehen  rauss ,  und 
in  welchem  Zusammenhang  diese  Zahlenbestimmungen  der  Intervalle 
mit  den  Schwingungszahlen  stehen. 
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§15. 
Hierauf  giebt  nan  folgende  Betrachtung  Antwort.    Die  relativen 
Schwingungszahlen  der  successiven  Octaven  irgend  eines  angenomme- 
neu'Grundtons  bilden  mit  diesem  die  geometrische  Reihe 

90     91     92     93  9» 

die  Exponenten  der  Glieder  derselben  die  arithmetische  Reihe 

0,  1,  2,  3, n. 

Ist  nun,  wie  bisher,  y  die  relative  Schwingungszahl  irgend  eines  zwischen 
dem  Grundton  und  seiner  ersten  Octave  liegenden  Tons ,  so  kann  man 
sich  dieselbe  als  eine  Potenz  von  2  vorstellen,  deren  Exponent  x 
zwischen  0  und  1  liegen  muss,  so  dass  also 

»  =  2',  (1) 

woraus  folgt 

•^  log  2-  ^   ' 

Bedient  man  sich  der  gemeinen  Briggischen  Logarithmen,  so  ist 
log  2  =  0,30103,  daher  dann 

a?  =  3,32190  .  log  j^.  (3) 

Bedient  man  sich  aber  solcher  Logarithmen,  deren  Basis  =  2,  so  wird 

logj  2  =  1,  daher  dann 

X  =  logj  y.  (4) 

Da  die  relativen  Schwingungszahlen  der  Töne,  die  um  1, 2, 3, n  Octa- 
ven höher  liegen,  der  Reihe  nach  2y,  2*y,  2*y, 2"^  sind,  so  ergiebt 

sich  aus  der  Gleichung  (1) 

2"y=:2'+", 
woraus  folgt 

^  +  «  -  ^  =  log,  (2-»).  (5j 

Eben  so  folgt  für  die  Töne ,  welche  um  1 ,  2,  3, n  Octaven  tiefer 

liegen  als  der  Ton,  den  y  bezeichnet,  und  deren  relative  Schwingungs- 
zahlen also  der  Reihe  nach  f^ ,  |; ,  ji , fr  si^d, 

y 

daher 

'08  (Ir) 


2x  —  n 
2- 


X  —  n 


»08,  (l-n).  (6) 


log  2 

Es  kann  also  mittels  der  Formeln  (2)  bis  (6)  ftlr  jeden  Ton,  dessen  re- 
lative Schwingungszahl  gegeben  ist,  zwischen  welchen  Octaven  des 
Gmndtons  er  liegen  möge,  der  Exponent  x  von  2  gefunden  werden,  der 
eine  dieser  Schwingungszahl  gleiche  Potenz  giebt. 


r^ 
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Sey  nun  die  relative  Schwingungszahl  eines  Tons,  der  höher  liegt 

als  der  durch  y  gegebene,  =  y\  der  Exponent  von  2 ,  der  eine  dem 

Werthe  von  y  gleiche  Potenz  giebt,  =  x\  so  ist  nach  dem  Vorstehenden 

j,'  =  2''.      x'  =  \og,y'; 
daher 

1=^'-';  (7) 

s-x  =  log,{i.).  (8) 

Offenbar  wird  x  —  x  =  1 ,  wenn  y'  =  2y ,  also  der  zweite  Ton  die 

Octave  des  ersten ;  es  wird  ^  1 ,  je  nachdem  y'  ^  2y.    Diese  Differenz 

X — x  =  log^y — logji^i'also  die  Differenz  der  Logarithmen 
der  relativen  Schwingungszahlen  y\  y  bestimmt  nun,  wie  sich 
sogleich  deutlicher  zeigen  wird,  die  Grösse  des  Intervalls 
zwischen  den  beiden  durch  y,  y   gegebenen  Tönen. 

§16.. 

Die  Musik  misst  bekanntlich  die  Grösse  der  Intervalle  der  Töne,  deren 
sie  sich  bedient,  nach  Zwölfteln  der  Octave  ab,  die  sie  halbe  Töne  nennt. 
Wir  können  nun  untersuchen,  wie  weit  diese  Bestimmung  mit  der  gegebe- 
nen logarithmischen  zusammentrifft.  Die  Töne,  welche  die  Musik,  wenig- 
stens auf  den  Tasteninstrumenten,  ausschliesslich  verwendet,  sind  die 
Prime,  kleine  und  grosse  Secunde,  kleine  und  grosse  Terz,  Quarte, 
(grössere)  übermässige  Quarte ,  Quinte ,  kleine  und  grosse  Sexte ,  (klei- 
nere) kleine  Septime,  grosse  Septime  und  Octave,  also  die  Töne ,  deren 
relative  Schwingungszahlen  in  §  9  unter  Nr.  1,  5,  8, 14, 15, 18,  21,  25, 
28,  29,  35,  38  und  42  angegeben  sind.  Berechnen  wir  nun  nach  der 
Formel  (3)  im  vorigen  §  die  Werthe  ihrer  Intervalle  x  mit  dem  Grund- 
ton ,  stellen  diese  mit  den  Werthen  x^  nach  Zwölfteln  der  Octave  zu- 
sammen und  bemerken  endlich  die  Unterschiede  beider  Werthe,  so  er- 
giebt  sich  folgende  Tabelle : 
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X 

^1 

X    Xy 

■ 

Prime 

0,00000 

0  — 

:  0,00000 

0,00000 

' 

kleine  Secuode 

* 

0,093H 

4 

:  0.08333 

0,00978 

grosse  Secunde 

0,16992 

> 

% 
42 

=  0.16667 

0,00325 

- 

kleine  Terz 

0,26303 

8 

4S 

--  0,25000 

0,01303 

grosse  Terz 

0,32193 

4 
12 

I  0,33333 

0,01140 

Quarte 

0,41504 

5 
42 

=  0,41667 

0,00163 

übermässige  Quarte 

0,49186 

6 
42 

=  0,50000 

0,00814 

Quinte 

0,58496 

7 
42 

=  0,58333 

0,00163 

kleine  Sexte 

0,67807 

8 
42 

=  0,66667 

0,01140 

grosse  Sexte 

0,73697 

9 
42 

=  0,75000 

—  0,01303 

kleine  Septime 

0,83008 

40 
42 

:  0,83333 

0,00325 

• 

grosse  Septime 

0,90689 

44 
42- 

:  0,91667 

0,00978 

Octave 

1,00000 

1    — 

=  1,00000 

0,00000 

§<7. 
Um  zuvörderst  diese  Differenzen  unter  x  —  x^  auf  ein  fasslicheres 
Mass  zurückzuführen ,  können  wir  sie  in  Theilen  der  reinen  grossen  Se- 
cunde oder  des  grossen  ganzen  Tons,  dessen  Intervall  =  0,16992,  aus- 
drücken.  Alsdann  ergiebt  sich 


für  die 
kleine  Secunde  | 
grosse  Septime  j 
grosse  Secunde  I 
kleine  Septime   \ 
kleine  Terz    | 
grosse  Sexte) 
grosse  Terz  | 
kleine  Sexte ) 
Quarte  | 
Quinte ) 

übermässige  Quarte 


X 


X, 


+  j;^  grosser  ganzer  Ton 


52,4 


»1 


M 


?  » 


+    J- 


1  > 


1  1 


?  » 


4  4,9 


1 1 


» 1 


n 


—      4 


03,6 
4 


20.9 


>  1 


1 1 


1 1 


» j 


1 » 


f } 


Diese  Differenzen  sind  jedoch  weder  Abweichungen  der  Theorie  von 
der   Ei'fahrung,    noch   zeigen   sie   eine   unvollkommene    musikalische 
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Sohätzong  der  Intervalle  an,  sondern  sie  beruhen  darauf,  dass,  wo  in 
der  Musik  die  Messung  der  Intervalle  durch  Zwölftel  der  Octave  in  aller 
Strenge  richtig  ist,  die  relativen  Schwingungszahlen  der  Töne  von  den 
einfachen  rationalen  Schwingungsverhältnissen  in  der  That  abweichen, 
daher  die  Töne  nicht  mehr  akustisch  reine  sind.  Wir  können  die  re- 
lativen Schwingungszahlen,  die  ihnen  dann  zukommen,  leicht  berechnen. 
Aus  §  1 5  (2)  folgt  nämlich ,  wenn  man  x  =^^  setzt , 

log  y^  =  0,3010300  .  ^  =  0,0250858  .  m 

Giebt  man  nun  m  successiv  die  Werthe  1,2,  3, 11,  so  erhält  man 

die  folgenden  Werthe  von  y^ ,  denen  wir  zur  Vergleichung  die  obenge- 
fundenen reinen  relativen  Scbwingungszahlen  gegenüberstellen ,  und  die 
wir  zugleich  in  den  irrationalen  (genäherten)  Yerhältnisszahlen  aus- 
drücken, die  dann  an  die  Stelle  der  rationalen  Verhältnisse  treten. 


kleine  Secunde 
grosse  Secunde 
kleine  Terz 
grosse  Terz 
Quarte 

übermässige  Quarte 
Quinte 
kleine  Sexte 
grosse  Sexte 
kleine  Septime 
grosse  Septime 


y 


ü  - 

15  " 
^  _ 

8    " 
^  _ 

5    " 
_5^  _ 

4    " 

3    ~ 
45  _ 

8«  ~ 

9^  __ 
2    " 

±  =  1,60000 
A  =  1,66667 


1,06667 
1,12500 
1,20000 
1,25000 
1,33333 
1,40625 
1,50000 


1,77778 


i?  - 

9 

^  =  1,87500 


Vi 


1,05946 
1,12246 
1,18921 
1,25992 
1,33484 

1,41421 
1,49831 
1,58740 
1,68179 
1,78180 
1,88775 


15,89190 

15 
8,97968 

8 
5,94605 

5 
5,08968 

4 
4,00458 

8 

45,85478 

82 

8,99668 

8 
7,98700 

5 

5,04537 

8 
16,03680 

9 
15,10800 

8 


§18. 
Wir  wollen  jetzt  für  sämmtliche  in  §  9  bestimmte  Töne  die  Grösse 
ihrer  Intervalle  mit  dem  Grundton  berechnen.  Dies  kann  auf  sehr  ein- 
fache Weise  geschehen ,  wenn  wir  die  in  §  1 0  aufgefundenen  Ausdrücke 
der  relativen  Schwingungszahlen  sämmtlicher  Töne  durch  diejenigen  der 
Quinte  und  grossen  Terz  benutzen.  Alle  jene  Ausdrücke  sind  nämlich 
unter  der  allgemeinen  Form 

y  =  2-.  0".  'P 
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X 


enthalten,  wo  m,  n,  p  theils  positive,  theils  negative  ganze  Zahlen,  theils 
Null  sind.  Hieraus  folgt  nun  als  allgemeiner  Ausdruck  des  Intervalls  x 
zwischen  dem  durch  y  bestimmten  Ton  und  dem  Grundton 

-  log  2  —  ^  +  ^  •  log  2  ^  /^  •  log  Ä  ' 

oder  wenn  wir  zur  Abkürzung  j^-|  =  q  und  j~-j  =  t  setzen,  wo  also 
q  und  t  die  Intervalle  der  Quinte  und  der  grossen  Terz  mit  dem  Grund- 
ton bezeichnen, 

X  =  m  +  nq  +  pt. 

Hierdurch  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  die  jedem  Ton  zukommen- 
den Werthe  vom  m,  n  und  p  setzt  und  dabei,  zur  Erlangung  grösserer 
Scharfe,  die  Werthe  q  =  0,5849625  und  t  =  0,3219281  zum  Grunde 
legt,  folgende  Tabelle  der  Intervalle,  in  welcher  je  zwei  gleich  weit  vom 
Anfang  und  Ende  abstehende  (deren  Numem  also  die  Summe  43  geben) 
einander  zum  Octavenintervall  ergänzen,  indem  ihre  Summe  =  1  ist. 

X 


1)  Prime, 

0 

=  0,00000 

2)  kleine  Diesis, 

4  —  3*          r 

-  0,03422 

3)  übermässige  Prime, 

%t  —  q       = 

=  0,05889 

4)  kleines  Limma, 

3g  +  <  — 2   = 

=  0,07682 

5)  kleine  Secunde, 

1       q  —  t    = 

-0,09311 

6)  grosses  Limma, 

3g  — 2f  — 1  = 

-0,11103 

7)  kleiner  ganzer  Ton, 

1  — 2g  +  <    = 

=  0,15200 

8)  grosse  Secunde, 

2q       i       = 

=  0,16992 

9)  kleinere  verminderte  Terz, 

2  — 2g       2f  = 

=  0,18622 

10)  grössere  verminderte  Terz, 

2g  —  3*      = 

=  0,20414 

11)  kleinere  übermässige  Secunde, 

• 

i  —  3q  +  3t  = 

=  0,21090 

1 2)  grössere  übermässige  Secunde, 

g  +  2f— i    = 

=  0,22882 

1 3)  alterirte  kleine  Terz, 

2  — 3g       = 

=  0,24511 

1 4)  kleine  Terz, 

q  —  t        = 

=  0,26303 

15)  grosse  Terz, 

t 

=  0,32193 

1 6)  verminderte  Quarte, 

1       2< 

-0,35614 

17)  übermässige  Terz, 

3t— q       = 

=  0,38082 

18)  Quarte, 

1_g        = 

=  0,41504 

19)  alterirte  Quarte, 

3g_f_1    = 

=  0,43296 

20)  kleinere  übermässige  Quarte, 

4  — 2g +  2*  = 

=  0,47393 

21)  grössere  übermässige  Quarte, 

2g  +  /— 1    = 

=  0,49185 
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22 

)  Kleinere  verminderte  Quinte, 

2  —  2q—t  = 

-0,50815 

23 

)  grössere  verminderte  Quinte, 

2?  — 2/      = 

-  0,52607 

24' 

)  alterirte  Quinte, 

2  — Sg  +  f    = 

=  0,56704 

25 

)  Quinte, 

9 

=  0,58496 

26; 

)  verminderte  Sexte, 

1  +  5—3*    z 

=  0,61918 

27; 

)  llbermässige  Quinte, 

2t 

=  0,64386 

28; 

)  kleine  Sexte, 

1       t 

-  0,67807 

29; 

)  grosse  Sexte, 

i  —  q  +  t     = 

=  0,73697 

3o; 

1  alterirte  grosse  Sexte, 

3q       i       = 

-  0,75489 

31 ; 

1  kleinere  verminderte  Septime, 

2  —  9  —  2*  = 

=  0,77118 

32; 

)  grössere  verminderte  Septime, 

3q—St      = 

-0,78910 

33j 

)  kleinere  übermässige  Sexte, 

\  —  2q  +  3t  = 

-  0,79586 

34] 

1  grössere  übermässige  Sexte, 

2g  +  2*— 1   = 

=  0,81378 

35) 

kleinere  kleine  Septime, 

2  — 2?      = 

-  0,83008 

36) 

grössere  kleine  Septime, 

%q  —  t       = 

=  0,84800 

37) 

alterirte  grosse  Septime, 

2       35  +  2*  = 

=  0,88897 

38) 

grosse  Septime, 

q  +  t        = 

=  0,00689 

39) 

kleinere  verminderte  Octave, 

3       3q  —  t  = 

=  0,92318 

40) 

grössere  verminderte  Octave, 

\  +  q  —  2t    = 

=  0,94111 

41) 

alterirte  Octave, 

3t 

=  0,96578 

42) 

Octave, 

1 

=  1,00000 

§19. 

Die  theoretische  Musik  bedient  sich  noch  andrer  kleiner  Intervalle 
als  der  kleinsten  unter  den  hier  bestimmten  und  nennt  sie  Komma  ta."^) 
Obgleich  wir  ihrer  ganz  entbehren  können ,  da  man  ganz  einfach  eine 
anschauliche  Vorstellung  von  der  Grösse  eines  Intervalls  erhält,  wenn 
man  es  nach  Theilen  des  grossen  ganzen  Tons  (der  reinen  grossen  Se- 
cunde)  bestimmt ,  wovon  wir  in  §  1 7  bereits  Gebrauch  gemacht  haben, 
so  mögen  doch ,  um  die  Vergleichung  mit  manchen  Angaben  der  älteren 
Theoretiker  zu  erleichtem,  hier  einige  der  am  meisten  gebrauchten  er- 
wähnt und  in  Theilen  der  Octave  und  des  grossen  ganzen  Tons  bestimmt 
werden. 


*)  Zu  ihnen  gehören  auch  schon  das  grosse  und  kleine  Limma  und  die  kleine 
Diesis. 


30  M.  W.  DR0Bi8cif, 

i)  Das  Komma  der  Alten,  der  neunte  Theil  des  ganzen  Tons, 
also  =  0,01888  der  Octave;  es  wird  eingetheilt  in  zwei  Schismata; 
ein  Schisma  ist  also  ==  0,00944  der  Octave. 

2)  Das  syntonische  Komma,  das  Intervall  zwischen  dem  klei- 
nen ganzen  Ton  und  der  grossen  Secunde ,  wofür  a?  =  4g  —  t  —  2 
=  0,01792  =  ^  grosser  ganzer  Ton.     Hierzu  gehört  die  relative 

Schwingungszahl    y  =  ^  =;  —-^  =  ^  =z=  1 ,01 250. 

3)  Die  grosse  Diesis,  das  Intervall  zwischen  dem  syntonischen 
Komma  und  der  übermässigen Prime,  wofür  a?=  3t — 5g  +  2  =0,04097 
=  4^  grosser  ganzer  Ton.    Hierzu  gehört  die  relative  Schwingungszahl 

y  =  IT  =  -8^=243  =  ^»02881. 

4)  Der  diatonische  halbe  Ton,  das  Intervall  zwischen  dem 
syntonischen  Komma  und  der  kleinen  Secunde ,  daher  x  =  3  —  5} 
=  0,07519  =  j-g  grosser  ganzer  Ton.     Hierzu  gehört  die  relative 

Schwingungszahl     y  =  |  =  ?;  =  gj=:1 ,05350. 

5)  Der  verminderte  kleine  halbe  Ton  (übermässige  Prime), 
das  Intervall  zwischen  der  kleinen  Diesis  und  der  übermässigen  Prime, 
daher  j?=5/-r-g  — 1  =  0,02468  =  ^  grosser  ganzer  Ton;  wozu  die 

relative  Schwingungszahl  y  =^  =  ^^  =  l^l  =  1,01696  gehört. 

6)  Der  Drittheilston,  das  Intervall  zwischen  der  grossen  Diesis 
und  der  kleinen  Secunde,  daher    x  =  iq  —  4f —  1  =  0,0521 4  =  3-3 

O^  '  2'    8' 

grosser  ganzer  Ton ;  wozu  die  relative  Schwingungszahl  y  =  ^-^  =  —^ 
=  5i5  =  ^03680  gehört. 

Auf  das  ditonische  oder  pythagorische  Komma  werden  wir  an  einer 
späteren  Stelle  kommen. 


§20. 

Es  mag  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  man  auch  ohne  Logarithmen 
wenigstens  zu  einer  genäherten  Bestimmung  der  Intervalle  gelangen 
kann.  Für  sehr  nahe  liegende  Töne  ist  nämlich  das  Intervall  proportional 
dem  um  1  verminderten  Quotienten  aus  der  (relativen  .oder  absoluten) 
Schwingungszahl  des  niedrigeren  Tons  in  die  des  höheren.  Denn  setzt 
man  in  §  1 5, (8)  y  ==y  +  y'  —  j^ ,  so  wird  x  —  x  =  log^  (i  +  ^^)- 
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Ist  nun  ^ — ^  80  klein,  dass  seine  Potenzen  vernachlässigt  werden  können, 
so  wird  *") 


X   —  X 


4 


log  nat  2 


1,44269.^; 


r 

woraus  erhellt,  dass  x'  —  x  proportional  ^  —  1  ist.  Nach  dieser  Formel 
wird  z.  B.  gefunden:  das  Intervall  der  kleinen  Secunde  mit  dem  Grund- 


ton ,  für  welches  - 


—  y 


^,  0,09618  anstatt  0,0931 1 ;  das  der  über- 


y  25 

8 


-r,   0,05770   anstatt  0,05889;   das  der 


massigen  Prime ,  wo  -    ^ 

kleinen Diesis,  wo  ^^  =  ~,  0,03350  statt  0,03422;  das  syntonische 

Komma,  fttrwelches  ^^  =^,  0,01781  statt  0,01792  u.  s.  f.  Genauer 

können  wir  aus  der  Proportionalität  von  x  —  x  zn^  —  1  in  folgender 
Weise  die  Intervalle  der  in  §  1 6  aufgeführten  Haupttöne  mit  dem  Grund- 
ton bestimmen.  Es  ist 

für  das  Intervall  zwischen 

Prime  und  kleiner  Secunde, 
kleiner  Secunde  und  grosser  Secunde, 
grosser  Secunde  und  kleiner  Terz, 
kleiner  Terz  und  grosser  Terz, 
grosser  Terz  und  Quarte, 
Quarte  und  übermässiger  Quarte, 
übermässiger  Quarte  und  Quinte, 
Quinte  und  kleiner  Sexte, 
kleiner  Sexte  und  grosser  Sexte, 
grosser  Sexte  und  kleiner  Septime, 
kleiner  Septime  und  grosser  Septime, 
grosser  Septime  und  Octave, 

Die  Summe  aller,  dieser  Werthe  ist  =  0,71 410.  Macht  man  die- 
selbe ,  da  sie  oflTenbar  dem  Intervall  zwischen  Prime  und  Octave  ent- 
spricht, zur  Einheft  und  drückt  die  obigen  successiven  Intervalle  in  Thei- 
len  dieser  Einheit  aus ,  so  sind  ihre  Werthe  folgende : 


y 
y 

1 

4 

45 

:  0,06667 

7 
428 

:  0,05469 

4 
45 

:  0,06667 

4 

24 

=  0,04167 

7 
45 

:  0,06667 

7 

428 

:  0,05469 

4 

45 

:  0,06667 

4 
45 

:  0,06667 

4 
24 

=  0,04167 

4 
45 

=  0,06667 

7 
428 

-.  0,05469 

4 

=  0,06667 

*)  Wie  sich  auch  unmittelbar  durch  Differentiation  der  Formel  x  =  r-^  ergiebt, 
'  Ign  2 

wenn  man  da?  =»  a?'  —  x  und  dy  ^=  y'  —  y  setzt. 
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0,09336;  0,07659;  0,09336;  0,05835;  0,09336; ^0,07659; 
0,09336;  0,09336;  0,05835;  0,09336;  0,07659;  0,09336. 

Bildet  man  nun  successiv  die  Summen  der  2,  3,  4, ...  1 1  ersten  von 
diesen  zwölf  Werthen,  so  erhält  man,  mit  Wiederholung  des  ersten  Wer- 
thes  der  Reihe ,  folgende  Zahlen : 

0,09336;  0,16995;  0,26331;  0,32166;  0,41502;  0,49161; 

0,58497;  0,67833;  0,73668;  0,83004;  0,90663, 
die  in  der  That  die  Intervalle  der  kleinen  und  grossen  Secunde ,  kleinen 
und  grossen  Terz ,  Quarte ,  übermässigen  Quarte ,  Quinte ,  kleinen  und 
grossen  Sexte,  kleinen  und  grossen  Septime  theils  bis  auf  drei,  theils  bis 
auf  vier  Decimalen  richtig  darstellen. 

Seyen  %,  z  die  absoluten  Schwingungszahlen  der  Töne,  deren 
relative  y,  y\  und  deren  Intervalle  mit  dem  Grundton  x,  x  sind.  Da  nun 
^  =  ^ ,  so  ist  nach  der  im  vorigen  §  angewandten  Formel  auch 

oder,  wenn  wir  x  —  a?  =  Jx  und  z  —  z^=^  Jz  setzen, 

-^^  —         log« 

Diese  Formel  giebt  an,  um  wie  viel  sich  im  Verhältniss  zum  Intervall 
der  Octave  das  Intervall  x  eines  Tones ,  dessen  absolute  Schwingungs- 
zahl =  Zy  ändert,  wenn  sich  diese  Schwingungszahl  um  Jz  ändert.  Um 
die  Aenderung  des  Intervalls  x  in  Theilen  des  Intervalls  des  grossen 
ganzen  Tons  zu  erhalten ,  sey  Jx  =  n .  j^ ,  wo  also  w  das  Verhältniss 
der  Aenderung  von  x  zum  Intervall  des  grossen  [ganzen  Tgns  aus- 
drückt; alsdann  wird 

Umgekehrt  ergiebt  sich  hieraus 

log(l  +  ^)  =0,05115.«.     ^  (2) 

Nach  dieser  Formel  ist  folgende  Tabelle  berechnet. 
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n 


0.1 

0,2 

0,25 

0,3 

0.4 

» 

0,5 
0,6 

0.7 
0,75 
0.8 
[0,9 
1 


0,01185  nahe 

0,02384 

0,02988 

0,03596 

0,04824 

0,06066 

0,07320 

0,08594 

0,09235 

0,09880 

0,11182 

0,12500 


4 


84,4 
K 

43,6 
33,5 

27,8 
4 

«0,7 
h 

46,5 
4 

43,7 
4 

44,6 
4 

40,8 
4 

4  0,4 
4 

Jl_ 
8 


Wenn  also  die  Zahl  der  SchwioguDgen  eines  Tons  sich  am  ihren 
achten  Theil  vermehrt,  so  erhöht  sich  der  Ton  um  eine  grosse  Seconde, 
wenn  sie  sich  aber  um  ^^  vermehrt ,  so  erhöht  sich  der  Ton  um  j^  der 
grossen  Secunde.  Die  folgende  Tabelle  enthält  eine  Reihe  kleinerer 
Werthe,  von  denen  nur  der  erste  nach  der  Formel  berechnet  ist,  die 
übrigen  nach  ein&cher  Proportion  aus  ihm  abgeleitet  sind. 


AbhuidL  d.  R.  S.  Ges.  d. 


.  IV. 
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n 

Jz 

z 

4 
45 

0,00789    nahe  ^ 

4 
«0 

0.00592       , 

4 
'          469 

4 
%5 

0,00474       , 

4 
'          209 

4 
»0 

0,00395       , 

4 
>          258 

4 
85 

0,00338       , 

4 

'          296 

4 
40 

0,00296       , 

4 

'          838 

4 
45 

0,00263       , 

4 
«          380 

4 
50 

0,00237       , 

4 

'          422 

4 
60 

0.00497       , 

4 

'           608 

4 
70 

0,00469       , 

4 

'           592 

4 

80 

0,0014«       , 

4 

'          676 

4 
90 

0,00132       , 

4 

'          758 

4 
400 

0,00118       , 

4 

'          847 

Das  ä  ttosrer  Stimmgabeln  macht  hn  Mittel  '880  Schwingungen, 
folglich  das  reine  g,  wie  sich  ergiebt,  wenn  man  mit  ^  multiplicirt,  792 
Sehwingungen.  Das  g  der  Tasteninstramente  aber  soll ,  wie  in  §  1 6  ge- 
zeigt wurde,  um  ;|^  des  ganzen  Tons  tiefer  stehen.    Setzt  man  daher 

in  der  Formel  (2)  n  =  '^,  so  ergiebt  sich  ~  =0,001137.  daher 
Jz  =  0,900504;  folglich  muss  das  g  der  Tasteninstramente,  genau  ge- 
stimmt, ^  einer  Schwingung  weniger  machen  als  das  reine  g.  Das  reine 

e  macht,   wie  sich  ergiebt,   wenn  man  880  mit  y  multiplicirt,    660 

Schwingungen.    Das  e  der  Tasteninstrumente  soll  aber  um  j^  ganzen 

Ton  höher  stehen.  Die  Formel  (2)  giebt  ^  =  0,007936,  daher 
Jz  =  5,23776;  folglich  muss  das  e  der  Tasteninstrumente  nahe  5| 
Schwingungen  mehr  machen  als  das  reine  e.*) 


*)  Nach  Delezenne's  Yersuchen  (s.  die  oben  angeführte  Abhandlung  im  Recueü  des 
travaux  de  la  soe.  des  sc,  de  Lille  p.  5  ff.)  vennag  das  feinste  musikalische  Gehör  noch 
zwei  Töne  zu  unterscheiden,  die  nnr  um  0,8807  des  syntonischen  Komma's  differiren, 
wenn  diese  Töne  nicht  gleichzeitig,  sondern  wechselsweise  gehört  werden.   Diese 

Differenz  ist  »a  0,00503  der  Oclave  oder  =  ^^-r  des  ganzen  Tons  und  entspricht  dem 

887sten  Theil  der  Schwingungszahl  des  tieferen  Tons.    Nach  demselben  unterscheidet 
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§22. 
Die  durch  die  Intervalle  ausgedrückten  Unterschiede  der  Töne  las- 
sen sich  auf  eine  dem  Gefühlseindruck,  den  sie  machen,  entsprechende 
Weise  versinnlichen.  Denkt  man  sich  nämlich  das  Intervall  1  der  Octave 
mit  dem  Gnmdton  als  den  Umfang  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser 
also  =  j^  =  0,15915  seyn  muss,  so  werden  alle  Übrigen  Intervalle 
Bogen  dieses  Kreises ,  deren  zugehörige  Mittelpunktswinkel  sich  leicht 
bestimmen  lassen.  Denn  offenbar  ist ,  wenn  der  dem  Intervall  x  ent- 
sprechende Winkel  =  w, 

360^  :w=i:x;     also  w  =  x.  360^ 
Hiernach  ergeben  sich  für  die  dreizehn  Hauptintervalle  folgende  Werthe 
von  w,  denen  wir  unter  w  die  Werthe  beifügen ,  die  den  durch  Zwölftel 
der  Octave  ausgedruckten  Intervallen  der  Tasteninstrumente  entsprechen. 


w 

w 

1 

Prime 

"^^ 

0» 

2) 

kleine  Secunde 

33«  31' 

30» 

3] 

\  grosse  Secunde 

61»  10' 

60» 

*] 

1  kleine  Terz 

94»  1 0' 

90» 

5] 

grosse  Terz 

1 1 5»  53' 

120» 

6] 

Quarte 

1 49»  24' 

> 

150» 

7] 

Übermässige  Quarte  \  11^  i2' 

180» 

81 

Quinte 

21 0«  36' 

210» 

9) 

kleine  Sexte 

244«    7' 

240» 

40) 

grosse  Sexte 

265»  1 9' 

270» 

\\) 

kleine  Septime 

298«  50' 

300» 

12] 

grosse  Septime 

326«  29' 

330» 

13) 

Octave 

äx  rühr  etAntkn  nni*  rliA  HS 

360»    0' 

IflA  HiASAr  nifTAr 

360« 

>i*SKl 

AfiT  n^Ar 

Der  Unterschied  zweier  gleichzeitig  gehörter  Töne  wird  bemerkbar,  wenn  er  0,84 
Komma  «»  rr-r  ganzer  Ton  betragt,  was  dem  96sten  Theii  der  Schwingungszahl  des 

tieferen  Tons  entspricht;  er  ist  mehr  als  evident  bei  \,M  Komma  =  |-^  ganzer  Ton 

oder  4l  ^^  Schwingungszahl.   Grösser  ist  die  Reizbarkeit  des  Ohrs  bei  consonirenden 

64 

Tönen.     Das  feine  Gehör  der  Musiker  unterschied  bei  Delezenne  eine  Differenz  der 
Quinte  von  0,4  461  Komma  =  ^  ganzer  Ton,  das  ungeübte  Ohr  wieder  nur  die 

Hälfte.  Bei  der  grossen  Terz  betrug  der  merkbare  Unterschied  nur  0,28  i  Komma  oder 

4 
3j^  ganzer  Ton. 

3* 


36  '.  W.  Drobisgh, 

Diese  Werthe  von  vo  und  vo  mit  ihren  zugehörigen  Bogen  stellen  die 
Figuren  1  und  2  dar.  Man  kann  in  ihnen  den  Halbmesser  nach  seinen 
verschiedenen  Lagen  als  das  der  Lage  des  Tons  gegen  den  Grundton 
entsprechende  Bild  ansehen.  Oc  stellt  dann  den  Grundton,  Od^  die  kleine 
Secunde,  OA  die  grosse  Secnnde,  Oe^  die  kleine  Terz  vor  u.  s.  w.;  durch 
Oh ,  die  grosse  Septime ,  kehrt  endlich  in  Oc ,  der  Octave ,  der  Ton  zur 
Lage  des  Grundtons  zurück.  Im  Uebrigen  rechtfertigt  sich  hier  die  Be- 
nennung der  Sexten  und  Septimen  als  umgekehrter  Terzen  und  Secunden 
auch  anschaulich.  Denn  lässt  man  den  Halbmesser,  nachdem  er  den 
ganzen  Umfang  des  Kreises  beschrieben,  umkehren,  so  sind  die  Secun- 
den und  Terzen ,  die  er  dann  von  der  Octave  aus  erzeugt ,  die  Septimen 
und  Sexten  des  Grundtons.  Ebenso  fiillt  die  durch  diese  umgekehrte 
Drehung  beschriebene  Quarte  mit  der  Quinte  des  Grundtons  zusammen."^) 

§23. 

Diese  Drehung  des  Halbmessers  giebt  jedoch  von  der  Veränderung, 
welche  der  Ton  erleidet,  wenn  er  von  dem  Grundton  allmälig  zur  Octave 
übergeht,  nur  ein  unvollständiges  Bild;  denn  die  Octave  ist  bei  aller 
Verwandtschaft  mit  dem  Grundton  doch  ein  von  diesem  unterscheidbarer 
Ton.  Man  sagt  nun  zwar,  sie  sey  der  Grundton  in  einer  höheren  Lage, 
ohne  aber  darüber  eine  deutliche  Auskunft  zu  geben.  Nahe  genug  liegt 
hier  die  Bemerkung,  dass,  da  die  Aenderung  der  Töne  eine  allmälige  ist, 
diese  höhere  Lage  nicht  plötzlich ,  erst  mit  der  Octave ,  eintreten  kann, 
sondern  ein  stetiger  Uebergang  zu  ihr  stattfinden  muss. 

Wir  erhalten  hierüber  eine  völlig  genügende  Aufklärung,  wenn  wir 
der  Gleichung  y  =  2^,  die  den  Zusammenhang  zwischen  der  relativen 
Schwingungszahl  y  eines  Tons  und  seinem  Intervall  x  mit  dem  Grund- 
toh  darstellt,  eine  angemessene  geometrische  Auslegung  geben.  Wie 
nämlich  die  Werthe  von  x  durch  Bogen  eines  Kreises,  so  können  die 
Werthe  von  y  durch  gerade  Linien  dargestellt  werden ,  die  in  den  End- 
punkten jener  Bogen  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Kreises  stehen.  Offen- 
bar liegen  dann  diese  die  Werthe  von  y  darstellenden  Geraden  in  der 
krummen  Fläche  eines  Gylinders,  der  jenen  Kreis  zur  Basis  hat,  ihre 
Endpunkte  in  einer  sich  um  den  Cylinder  windenden  logarithmischen 


*)  Auf  diese  bildliche  Darstellung  bat  uns  eine  Stelle  in  Newton*s  Optik  (Lt6.  /. 
VatB  IL  Prop.  VI)  geleitet,  auf  die  wir  im  II.  Anhang  zurückkommen. 
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Spirale.  Da  für  j;  =  0,  j(  =  1 ,  so  ist  der  Abstand  des  dem  Gnindton 
entsprechenden  Punktes  dieser  Spirale  von  der  Basis  des  Cylinders  =  1 ; 
und  da  für  j;  =  1 ,  y  =  2 ,  so  ist  der  Abstand  des  der  Octave  entspre- 
chenden Punktes  doppelt  so  gross.  Jeder  zwischenliegende  Ton ,  für 
welchen  immer  1  >  «  >  0  und  2  >  jf  >  1 ,  hat  seinen  entsprechenden 
Punkt  in  der  Spirale.  Hiemach  stellen  also  x  und  y  die  Coordinaten  einer 
logaritbmischen  Spirale  auf  der  Fläche  eines  geraden  Cylinders  dar,  und 
kann  jf  als  die  absolute  Höhe  des  Tons,  x  als  seine  Abweichung 
von  der  Richtung  des  Grundtons  bezeichnet  werden. 

§24. 

Setzt  man  y  —  i  =  u,  so  druckt  u  die  relative  Höhe  des  durch 
die  relative  Schwingungszahl  y  gegebenen  Tons  in  Bezug  auf  die  Höhe 
seines  Grundtons,  oder  kürzer  die  Erhebung  des  Tons  Ober  den  Grund- 
ton ans;  dann  ist  also 

u  =  2*  —  1. 

Die  Werthe  von  u  werden  dai^estellt  durch  die  Abst&nde  der  Punkte 
der  Spirale  von  der  Ebene  des  Kreises,  die  parallel  zu  der  Ebene  der 
Basis  durch  den  Punkt  der  Spirale  gelegt  wird,  welcher  dem  Grundton 
entspricht ;  oder  x  und  y  sind  die  Coordinaten  der  Spirale ,  welche  sich 
auf  diesen  der  Basis  parallelen  Schnitt  des  Cylinders  beziehen. 

Dies  veranschaulicht  Figur  3 ,  in  der  c  e^g^h  c  den  eben  bezeich- 
neten Kreis ,  c  e  g  hc  die  Spirale  auf  der  Cylinderfläche  perspectivisch 
darstellt.  Wie  man  leicht  erkennt,  bezeichnen  die  Buchstaben  c,  ^,  d, 
e*,  e  u.  s.  w.  die  den  gleichnamigen  Tönen  in  der  Spirale  entsprechenden 
Punkte;  die  Bogen  cc^,  cd^,  c^,  ce^  u. s.  f.  oder  die  ihnen  zugehörigen 
Mittelpunktswinkel  cOdl,  cOd^,  cOe{,  cOe^  u.  s.  w.  stellen  die  Abweichun- 
gen der  Töne  d^,  d^,  e^,  e^  u. s.  w.  von  der  Richtung  des  Grundtons  c 
oder  di^  Intervalle  dar ;  femer  die  Geraden  d^dl ,  ddj^ ,  e^e^ ,  ee^  u.  s.  w. 
die  Erhebungen  derselben  Töne  Über  den  Grundton.  Die  Töne  selbst 
endlich,  deren  Verschiedenheit  von  dem  Grundton  hiernach  eine  aus  der 
Abweichung  und  Erhebung  zusammengesetzte  ist,  werden  nach 
beiden  Unterschieden  ihrer  Lage  gegen  denselben  dargestellt  durch  die 
Linien  id^y  Sd,  3e^  4e  u.  s.  f.,  die  den  Halbmessern  Od^,  0(2,,  Oe^,  Oe^ 
u.  s.  f.  des  Grundkreises  resp.  parallel  sind.  Der  Octave  entspricht  also 
die  Linie  1 2c ,  welche  der  Oc  parallel  ist.    Man  kann  demnach  sagen, 
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4pt6s  die  Oclave  zwar  nicht  mit  dem  Grundton  zusammenfäUt ,  aber  des- 
sen nächster  paralleler  Ton  ist. 

Nach  dieser  Darstellung  ist  nun  das  der  stetigen  Aufeinanderfolge 
der  Töne  entsprechende  Bild  nicht  sowohl  die  logarithmische  Spirale 
auf  der  Gylinderfläche ,  als  vielmehr  die  Schrauben  flache,  welche 
ein  Halbmesser  des  Cy linders  beschreibt,  wenn  er  in  der  Axe  des  Cy- 
linders  sich  erhebt  und  sich  zugleich  um  dieselbe  dreht ,  und  zwisdien 
Erhebung  und  Drehung  die  Relation  u  =  2*  —  1 ,  oder  was  dasselbe, 
/r  =  log,  (1  -f  u)  stattfindet.  Hebt  man,  wie  in  der  musikalischen  Ton- 
folge c,  dj  e,  /*,  g,  a,  h,  c  geschieht,  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von  Tö- 
nen ,  mit  Ueberspringung  der  zwischenliegenden ,  aus ,  so  geben  die 
ihnen  entsprechenden  Linien  das  Bild  einer  Wendeltreppe.  Die  Ausdrücke 
Tonleiter,  Tonstufen  sind  also,  wenn  man  zugleich  an  die  Win- 
dung der  Leiter  denkt,  in  der  That  sehr  treffend  gewählt. 

Fig.  i  stellt  in  verkleinertem  Massstab  der  Höhen  den  auf  den  Axen- 
schnitt  des  Gylinders  projicirten  Lauf  der  Spirale  der  Töne  durch  mehrere 
Octaven  dar.  Da  die  relative  Schwingungszahl  der  ersten  unteren 
Octave  des  Grundtons  der  Spirale  =  ^  ist ,  so  nimmt  die  zu  dieser  füh- 
rende Windung  hinsichtlich  der  Höhe  einen  halb  so  grossen  Baum  ein 
als  die  Windung,  welche  vom  Grundton  zur  ersten  oberen  Octave 
führt.  Aus  gleichem  Grunde  nimmt  die  von  der  ersten  zur  zweiten 
unteren  Octave  führende  Windung  den  vierten  Theil  des  Raums  der 
ersten  obern  ein ;  dagegen  streckt  sich  die  Windung  von  der  ersten  obem 
Octave  zur  zweiten  obern  durch  einen  doppelt  so  grossen  Raum  als  der 
ist,  welchen  die  Windung  zwischen  dem  Grundton  und  der  ersten  obem 
Octave  einnimmt  u.  s.  f.*) 


*)  So  viel  mir  bekannt,  hat  zuerst  W.  Opelt  (Ueber  die  Natur  der  Musik.  Plauen 
und  Leipzig,  4834.  S.  43)  die  obige  cylindrische  Spirale  zur  Versinnlichung  der  Ton- 
reihe benutzt.  Von  der  Schraubenfläche,  die  mir  das  Bild  erst  zu  vervollständigen 
scheint,  macht  er  keinen  Gebrauch. 
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m. 

VON  BER  NOTHWENDIGKEIT  DER  TEMPERATUR  ÜBERHAUPT, 
INSBESONDERE  DER  GLEICHSCHWEBENDEN. 


§25. 

Die  Musik  ist,  schon  um  der  Leichtigkeit  ihrer  Ausübung  willen, 
geudthigt,  sich  auf  eine  massige  Anzahl  von  Tönen  zu  beschranken. 
Bei  der  Auswahl  derselben  geht  sie  von  der  Tonreihe  aus ,  welche  die 
diatonische  Dur^Scala  heisst  und  als  die  einfachste  natürhch-wohl* 
gefällige  Tonfolge  (die  Grundlage  aller  Melodie)  betrachtet  wird.  Sie 
besteht  bekanntlich  aus  dem  Grundton  oder  der  Prime,  grossen  Secunde, 
grossen  Terz,  Quarte,  Quinte,  grossen  Sexte,  grossen  Septime  und 
Octave.  An  sie  schliesst  sich  die  diatonische  Moll-Scala  an,  deren 
Bau ,  wenigstens  nach  der  gewöhnlichen  Ansicht ,  sich  dadurch  von  der 
Durscala  unterscheidet,  dass  beim  Aufsteigen  von  der  Prime  zur  Octave 
die  kleine  Terz  an  die  Stelle  der  grossen ,  beim  Herabsteigen  von  der 
Octave  zur  Prime  aber  überdies  noch  die  kleine  Septime  und  Sexte  resp. 
an  die  Stelle  der  grossen  Septime  und  Sexte  tritt.  Die  moderne  Musik 
verlangt  aber  noch  weiter,  dass  die  zum  musikalischen  Gebrauch  aus- 
gewählten Töne  von  der  Art  seyn  sollen ,  dass  von  jedem  derselben, 
wenn  er  zum  Grundton  oder  zur  Octave  eines  Gmndtons  gemacht  wird, 
mittels  der  ausgewählten  Töne  auf-  und  abwärts  sowohl  eine  Dur-  als 
eine  MoUscala  sich  darstellen  lässt.  Der  Bezeichnung  nach  unter- 
scheidet die  Musik  mindestens  21  (mit  Einschluss  der  Octave  2S)  Töne, 
nämlich  die  sieben  Hanpttöne  C,D,  E,  F,  G,  A,H  und  die  zwischen 
liegenden  erhöhten  und  erniedrigten  &,  D»*,  £*,  /^,  &,  ii*  fl*;  D*,  iE*, 
**,  G*,  A*,  fl*,  c*,  die  in  den  gangbaren  Dur-  und  Moll-Tonarten  vor- 
kommen. Die  ungewöhnlicheren  Tonarten  machen  doppelte  Erhöhungen 
und  Erniedrigungen  der  Haupttöne  nothwendig  und  würden  also  die 
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Zahl  der  Töne  vermehren.  Ob  die  erhöhten  und  erniedrigten  wirklich 
oder  nur  der  Bezeichnung  nach  von  einander  verschieden  sind ,  lassen 
wir  zunächst  unerOrtert,  eben  so  dies,  wie  gross  ihre  Verschiedenheit 
von  den  Haupttönen  ist,  auf  welche  sie  sich  beziehen.  Beides  wird  sich 
von  selbst  aus  den  Stellen  ergeben,  die  sie  in  den  Scalen  der  Tonarten 
einnehmen,  in  denen  sie  sich  als  nothwendige  Mittelglieder  zwischen 
den  Haupttönen  einschalten.  Denn  diese  Stellen  bestimmen  vermöge  des 
Gesetzes  der  Tonleitern  ihr  Intervall  und  ihre  relative  Schwingungszahl 
in  Bezug  auf  den  Grundton  der  Tonart  und  können  daher  als  die  Defi- 
nitionen der  in  jeder  Tonart  vorkommenden  erhöhten  und  erniedrigten 
Töne  betrachtet  werden. 


§26. 

Setzen  wir  nämlich ,  um  die  Grössen  der  Intervalle ,  anstatt  durch 
Decimalbrttche ,  einfacher  durch  ganze  Zahlen  auszudrücken ,  das  Inter- 
vall der  Octave  mit  dem  Grundton  =  1 000 ,  so  erhalten  die  Intervalle, 
welche  die  Dur-Tonleiter  bilden,  folgende  Werthe: 

gr.  Secunde ,     gr.  Terz ,  Quarte ,  Quinte ,  gr.  Sexte ,  gr.  Septime, 
170  322         415       585         737  907 

deren  Genauigkeit,  da  ein  Tausendtel  der  Octave  =  ^  des  ganzen 
Tons,  für  unsem  Zweck  vollkommen  zureichend  ist.  Eben  so  sind  dann 
die  Werthe  der  Intervalle,  welche  die  Moll-Tonleiter  charakterisiren, 
folgende; 

kleine  Terz ,  kleine  Sexte ,-  kleine  Septime 
263  678  830 

Wir  können  nun  hieraus  für  jede  Tonart ,  in  welcher  das  Intervall 
des  Grundtons  mit  dem  absoluten  Grundton  C  gegeben  ist,  die  Intervalle 
finden,  welche  die  Töne  ihrer  Dur-  und  MoU-Scala  mit  C  bilden ,  wenn 
wir  das  Intervall  des  Grundtons  successiv  zu  den  obigen  Intervallen  der 
grossen  Secunde ,  grossen  (kleinen)  Terz ,  Quarte ,  Quinte,  grossen  (klei- 
nen) Sexte ,  grossen  (kleinen)  Septime  addiren,  und,  wenn  wir  die  Töne 
in  der  gewöhnUchen  musikalischen  Weise  bezeichnen,  die  Intervalle  der 
erhöhten  und  erniedrigten  Haupttöne  mit  C  bestimmen,  woraus  sich  dann 
auch  ihre  relativen  Schwingungszahlen  ableiten  lassen.  Wir  ftthren  dies 
zuerst  in  Bezug  auf  die  erhöhten  Töne  aus. 
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4)  Für  C-darist 

C=0,  D  =  170,  Ä=3M,  F=415.   C  =  585,  A  =  737. 

H  =  907. 

2)  Für  6- dar  wird  durch  Addition  von  585  zu  diesen  Scalen- 
werthen  * 

G  =  585,  A  =  755,  ir  =  907,  c  =  1000,  d  =  H70,  e=1322, 

/^=U92; 
wodurch  f^  bestimmt  ist  und  F^  =  492  folgt,  zugleich  aber  auch  er«« 
hellt ,  dass  hier  A  einen  um  1 8  hohem  Werth  hat  als  in  C-dur. 

3)  Für  jD-dur  wird  eben  öo 

D=  170,  £=340,  F«  =  492,  C  =  585.  A  =  755,  H=907, 

c»=1077; 
wo  F*  denselben  Werth  wie  in  G-dur  hat ,  und  C*  =  77  wird ,  E  aber 
einen  um  1 8  hohem  Werth  erhält  als  in  C-  und  6*dur. 

4}  Für  A-dur  ergiebt  sich,  wenn  nach  C-dur  A  =  737  gesetzt 
wird, 

A  =  737,  ir=907,  c»=1059,   rf=H52,  e  =  1322, 

/^  =  1474,   5»=  4644, 
also  C»  =  59,  F«  =  474,  G»  =  644;  zugleich  D  =  452. 

5)  Für  F-dur  wird,  vorausgesetzt,  dass  E  =  322, 
F=322,  F«  =  492,   6«  =  644,  A  =  737,  H=907, 

c«  =  iÖ59,   d«=4229; 
also  C«  =  59  wie  in  A-dur,  D«  =  229,  F«  =  492,  wie  in  G-  und 
Z>-dur,  G*=:644,  wie  in  A-dur. 

6)  Für  U-dur  wird 

11=907,  c»=4077,  (f»  =  1229,  c  =  4322,  f»=U92, 

j»=1644,  a»=18l4; 
also  C*  =  77.  wie  in  Z>-dur;  D«  =  229,  wie  in  F-dur;   F«  =  492, 
wie  in  G-,  D-  und  F-dur;  G*  =  644,  wie  in  A-  und  F-dur;  A*  =  81 4. 

7)  Für  F»-dur  ergiebt  sich  eine  doppelte  Reihe  von  Bestimmun- 
gen, je  nachdem  F^=  474  oder  =  492  gesetzt  wird,  von  denen  keine 
der  andem  vorgezogen  werden  kann ,  indess  wir  in  A-,  F-  und  D-dur, 
da  diese  GrundtOne  fest  bestimmt  sind,  die  Werthe  A  =:  755,  F  =:  340, 
D  ==  152,  die  sich  aus  G-,  D-  und  A-dur  ergeben,  zum  Grunde  zu 
legen  nicht  wagen  konnten.   Es  ist  daher  entweder 

F«=474,  G«  =  644,  A»=796,  jH  =  889,  c*  =  1059, 

d»=1211,  «•^=4381; 
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woraus  die  neuen  Bestimmungen  von  A*= 796,  H=  889  und  D*  =  21 1 
folgen  und  E*  =  381  sieb  ei^iebt ;  oder  es  ist 

F»=492.  C«  =  662,  ii«  =  814,  H=901,  c»=1077, 

(i>»=1229,  e»=1399; 
wo  E*  =  399  wird ,  die  übrigen  Bestimmungen  aber  mit  zuvorgefun- 
denen  übereinstimmen. 

8)  Eben  so  ergiebt  sich  für  Cis-dur  eine  Doppelsoala,  nämlich 
entweder 

C»  =  59,   D«  =  229,  E*=3Si,  F»  =  474,  G»  =  644, 

4«  =  796,   Ä»=966; 

wo  nur  ff*  =  966  neu  ist ;  oder  es  "wird 

C»  =  77,   D»  =  247,   ^=399,   F«=492,    G»  =  662, 

A«=8U,  Ä«  =  984; 
wo  also  D^  =  247 ,  H*  =  984 ,  die  übrigen  Werthe  nicht  neu  sind. 

Untersuchen  wir  die  Moll -Tonarten,  welche  auf  erhöhte  Töne  fuh- 
ren ,  so  ei^ebt  sich 

9)  Füril-moll 

A  =  737.   J5r=907,   c=1000,   d=iib2,   c  =  'l322, 

f=iH5,  ^  =  1567; 
wo  Cr  =  567  eine  neue  Bestimmung  ist. 

10)  FürF-moU  wird 

F=322,   F»=492,   G  =  585,   A  =  737,  Ä  =  709, 

«  =  1000,   rf=1152; 
woraus  keine  neuen  Bestimmungen  folgen. 

11)  Für  ff-moll  wird 

ff  =907,   c»=1077,   <l=1170,   «=1322,   /^=1492. 

j  =  1585,    «=1737; 
woraus  ebenfiadls  nicht  Neues  folgt. 

12)  Fi>-moll  giebt  fllr  F«  =  474, 

F»=474,   G»  =  644.  A  =  737,  ff  =889,   c»=1059, 

d=1152,   e  =  1304; 
wo  nur  ^  =:  304  neu  ist;  für  F*  =  492  aber  wird 

F»=492,   C«  =  662,   A  =  755,  ff  =  907,   c»=1077, 

d=1170,   c  =  1322; 
worin  keine  neue  Bestimmung  enthalten  ist. 
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13)  Ctt- m ol I  giebt  entweder 

C»=59,    1)«  =  229,    £=322,   F«=  474,  .G«  =  644, 

ii  =  737,  H=889j 
oder 

C»  =  77,  D»  =  247,  £=340,  F«=492,   G»  =  662.    • 

A  =  755,   JJ=907; 
welche  Werthe  sämmtlich  nicht  neu  sind. 

1 4)  Für  Gm-  m oll  wird  entweder 

ß«=644,  ii»=814,  H=90T,  c»  =  i059.  (i»=1229, 

c  =  4322,  f»  =  l474; 
oder 

G»=662,  4«  =  832,  Jf=925,  c«=i077,   d»=1247, 

e  =  'l340,   /*=1492; 
wo  A*  =  832  und  H  =  925  neue  Bestimmungen  sind. 

15)  Dts-moII  endlich  giebt  entweder 

Z)»=211,  jP»=381,   F»=474,   (2*  =  626,   A«  =  796, 

ff  =889,   c»=1041; 
wo  G*  =  626  und  0*  =  41  neu  sind ;  oder 

D«=229,  £»=399,   F«=492,   G«  =  644,  ii»  =  8U, 

J5f=907,   c«  =  1059; 
wo  keine  neuen  Werthe  erscheinen;  oder  endlich 

D«  =  247,  £»=417,  £»=510,   G«  =  662,  A«=832, 

H=925,   (*  =  1077; 
wo  £»  =  417  und  £»  =  510  neue  Bestimmungen  sind. 

Offenbar  könnten  auch  die  aufgefundenen  dritten  Werthe  von  C^, 
F^,  C^  in  den  gleichnamigen  Dur-  und  HoII*Tonarten  zu  Grunde  gelegt 
werden ,  was  wiederum  zu  neuen  Bestimmungen  führen  würde. 


§27. 

Versuchen  wir  in  gleicher  Weise  die  Bestimmung  der  erniedrigten 
Haupttöne. 

1)  F-dur  giebt 

F=415,  G  =  585,  il  =  737,  tf*  =  830,  c=100D, 

<i=1152,   e=1322; 
wo  H*  =  830 ,  alles  Uebrige  schon  bekannt  ist. 


/ 
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2)  Für  Ä-dur  wird 

JB*==830,  c=1000,  d=U52,  «»  =  1245,  ^=1415, 

^=1567,  0=1737; 
woraus  E*"  =  245  folgt;  die  ttbrigen  Bestimmungen  sind  nicht  neu. 

3)  Für  F»-dur  wird 

fi»  =  245,  F=415,   G=567,  ii*  =  660,  Ä»  =  830, 

c  =  982.   rf  =  1152; 
wo  A*  =  660  und  c  =  982  neu  sind. 

4)  Für  As-dur  wird 

A*  =  660,  fl»  =  830.  c  =  982,  rf»  =  1075,  c*  =  1245, 

/•=1397,  ^  =  1567; 
woraus  folgt  D*  =  75,  F  =  397. 

5)  Für  Des  -  d  u  r  ergiebt  sich 

D*  =  75.  F  =  246,  F=397,   G»  =  490,  A*  =  660,  ; 

fl»  =  812,  c  =  982; 
also  G*=  490,  fl»  =  812. 

6)  Fttr  Ges-dur  wird 

G*=490,  A*  =  660,  J5f*  =  812,  c*  =  905,  rf»  =  1075, 

c*  =  1227,  f=1397; 
wo  c*  =  905  und  F*  =  227  neu  sind. 

Die  gefundenen  zweiten  Werthe  von  F*  =  227  und  JET*  =:  81 2 
könnten  wieder  in  Fs-dur  und  £-dur  zum  Grunde  gelegt  werden.  Wir 
übergehen  jedoch  die  Ausführung  und  wenden  uns  zu  den  Moll-Ton- 
arten. Hier  giebt 

7)  D-moll 

i)  =  l70,  F=340,  F=433,   G  =  585,  A  =  755, 

fl»  =  848,  c=1000; 
wo  F  =  433  und  fl*  =  848  neu  sind. 

8)  G-moU  giebt 

G=585,  A  =  755,  11»  =  848,  c=1000,  d=H70, 

«»  =  1263,  /'=1415; 
woraus  folgt  F»  =  263. 

9)  Für  G-moll  wird 

C=0,  D  =  170,  F*  =  263,    F=415,   G  =  585,  A»  =  678, 

JSf»  =  830 ; 
WO  A*  =  678  neu  ist. 
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40)  Für  F-moIl  wird 

F=445,   G  =  585.   il*  =  678,  fl»  =  830,   c=<000, 

d»=i093,   «»==1245; 
also  D*  =  93. 

11)  Für  B-moU  wird  entweder 

fl*  =  830,   c  =  1000,   rf»==1093,   e*=1245,   /•=1415, 

/  =  1508.  a*=:1660; 
wo  G*  =  508  neu ;  oder 

Ä»  =  848,   c  =  1018,   d*=r1111;   e*=1263,   /•=1433, 

j»=1526,   a*=1678; 
woc=  1018,  D*=  111,  G*  =  526  neu. 

12)  Für  £«-moII  wird  entweder 

£*  =  227,  F=397,    G*=490,  A^=Ui,  ff*  =  812, 

c*  =  905,   #=1057; 
wo  A^  =  642  und  D*  =  57  neu  sind;  oder 

F*  =  245,  F=  415,  G*=508,   A*  =  660,   ff*  =  830, 

c*  =  923,  d*  =  107S; 
wo  c*  =  923  neu ;  oder 

j^  =  263,   F=433,   G*  =  526 ,  >1*  =  678,  ff»  =  848, 

c*  =  941,    d»  =  1093; 
wo  c*=  941  neu  ist. 

1 3)  Fur  ^-moll  endlich  ist  entweder 

4*  =  642,  ff*  =812,   c*  =  905,   d*  =  1057,   c*=1227. 

f*=1320,   «;*=1472; 

woraus  folgt  F*=  320  und  G*=  472;  oder 

A*  =  660,   ff?=830,   c*=  923,   d*=1075.   e*=1245, 

f»  =  1338,   j*=1490; 

woraus  F*  =  338 ;  oder 

4*  =  678,  ff*  =  848,   c*  =  941,   d*=1093,   «*  =  1263, 

/*=1356,   /  =  1508; 
woraus  F*=:  356. 

Es  könnten  nun  wieder  die  aus  den  Moll -Tonarten  gefundenen 

neuen  Bestimmungen  den  Dur -Tonarten  zum  Grunde  gelegt  werden, 

was  abermals  auf  neue  Werthe  führen  würde.   Unser  Zweck  ist  jedoch 

schon  durch  die  gewonnenen  Resultate  völlig  erreicht. 

§28. 
Es  zeigt  sich  nämlich ,  dass  sich  die  Intervalle  zwischen  den  er- 
höhten und  erniedrigten  HaupttOnen  und  dem  Grundton,  folglich  auch 
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ihre  relativen  Schwingungszahlen  gar  nicht  schlechthin,  sondern 
nur  bedingungsweise  bestimmen  lassen,  nämlich  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Scala  einer  oder  der  andern  Tonart,  in  der  sie 
vorkommen,  rein  sey,  d.  h.  aus  reinen  Intervallen  bestehe.  Es  erhellt 
nun  aber  aus  dem  Vorstehenden,  dass  wenn  jeder  dieser  Töne  nur 
e i n e n  Werth  hat,  diese  Reinheit  für  alle  Tonarten  zugleich 
unmöglich  ist,  ja  dass  dieselbe  sogar  für  die  Haupttöne  mehrfache 
Werthe  erfordern  würde,  so  dass  dieselben  Tonbezeichnungen,  je  nach 
der  Verschiedenheit  der  Tonarten,  verschiedene  Bedeutung  haben  müss- 
ten.  Die  Reinheit  aller  Tonarten  ist  also  eine  Forderung»  der  in  prak- 
tisch ausführbarerweise  nicht  Genüge  geleistet  werden  kann.  Es  kommt 
daher  zunächst  in  Frage,  ob  sich  aus  den  gefundenen  mehrfachen 
Werthen  der  erhöhten  und  erniedrigten  Haupttöne  eine  solche  Auswahl 
treffen  lässt,  dass  die  Abweichungen  von  der  Reinheit ,  die  dadurch  in 
den  meisten  Tonarten  entstehen  müssen ,  dem  musikalischen  Gehör  ent- 
weder unmerklich  oder  doch  erträglich  sind. 


§29. 

Eine  Auswahl  dieser  Art  bietet  nun  zunächst  folgende  Tabelle  dar, 
die  sich ,  soweit  sie  die  relativen  Schwingungszahlen  (y)  betrifft  (denen 
wir  die  Intervalle  {x)  beigefügt  haben),  in  allen  physikalischen  Lehr- 
büchern und  akustischen  Schriften ,  mit  geringen  Modificationen  in  ein- 
zelnen Bestimmungen,  wiederholt. 


C 
D 

m 

E 
F 


y 

X 

V 

X 

1     : 

—  1,000 

0,000 

6» 

S9 
35 

—  1,440 

0,526 

35 

84   • 

=  1,042 

0.059 

G 

* 

3 

—  1,500 

0,585 

16 
15   " 

—  1,067 

0,093 

G« 

25 
4t 

—  1,562 

0,644 

9 
8     • 

-1,125 

0,170 

A' 

8 
S 

—  1,600 

0,678 

<IS5 
408  ■ 

=  1,157 

0,211 

A 

5 

V 

—  1,667 

0,737 

6 

s  ■ 

-1,200 

0,263 

ii« 

435 

7» 

—  1,736 

0,796 

5 

=  1,250 

0,322 

//* 

46 
» 

—  1,778 

0,830 

SS  - 

-  1,280 

0,356 

H 

IS 
8 

—  1,875 

0,907 

4 

—  1,333 

0,415 

c» 

*8 
35 

=  1 ,920 

0,941 

35 

48   " 

—  1,389 

0,474 

c 

2  ■■ 

—  2,000 

1,000 
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Man  kann  aus  ibr  für  jede  Tonart  die  Grösse  der  die  Dur*  und  Moll- 
scala  bildenden  Intervalle  bestimmen,  wenn  man  das  Intervall  des  Grund- 
tons  von  den  Intervallen  der  Töne,  welche  von  ihm  die  grosse  Secunde, 
kleine  und  grosse  Terz  u.  s.  w.  sind,  subtrahirt.  Hierdurch  ergeben  sich 
folgende  zwei  Tabellen ,  in  denen  wieder  zur  Vereinfachung  das  Inter- 
vall der  Octave  =  1 000  angenommen  ist. 

I.  Dur. 


Gmndton 

for.  Seonnd« 

gr.  Tcpz 

Quarte 

Qniate 

gr.  Sexte 

gr.  Septime 

c 

170 

322 

415 

585 

737 

907 

G 

152 

322 

415 

585 

737 

889 

D 

152 

304 

415 

567 

737 

889 

A 

170 

322 

433 

585 

737 

907 

E 

152 

322 

415 

585 

.  737 

889 

H 

152 

304 

415 

567 

737 

889 

F* 

170 

322 

433 

585 

737 

882* 

C» 

152 

297* 

415 

585 

737 

882** 

F 

170 

322 

415 

585 

755 

907 

Ä* 

170 

340 

483 

585 

755 

907 

£* 

152 

322 

415 

567 

737 

907 

ii* 

152 

322 

415 

585 

737 

907 

ßt 

170 

322 

433 

585 

737 

907 

G* 

152 

304 

415 

567 

737 

889 

II.  Moll. 


Grund  toQ 

gr.  Seuunde 

kl.  Ten 

Quarte 

Quinte 

kl.  Sexte 

kl.  Septime 

A 

170 

263 

433 

5S5 

678 

848 

K 

152 

263 

415 

585 

678 

848 

H 

162 

263 

416 

567 

678 

830 

F* 

170 

263 

433 

585 

€96 

848 

C« 

152 

263 

415 

585 

678 

848 

G« 

152 

263 

415 

567 

678 

830 

m 

145 

263 

433 

585 

696 

848 

.    D 

162 

246 

415 

567 

660 

830 

G 

152 

245 

415 

585 

678 

830 

c 

170 

263 

415 

585 

678 

830 

F 

170 

263 

415 

585 

678 

848 

fl» 

170 

263 

433 

585 

696 

848 

& 

152 

263 

415 

567 

678 

830 

A* 

152 

263 

415 

565 

678 

848 

*)  Es  ist  hier,  so  wie  in  Tab.  II,  angenommeD,  dass  Bß^  was  in  der  obigea  Tabelle 
iibei^ogen  wird,  »b  f*  sey,  was  ein  von  den  übrigen  BestimmuDgen  der  grossen  Tere 
weoiger  abweichendes  Resultat  giebt  als  die  Annahme,  dass  £^  «=m  F  sey. 

**)  Hier  ist,  wie  in  Tab.  II,  angenommen,  dass  das  in  der  Tabelle  übergangene 
^  =a  c^  und  nicht  =»  c  sey,  da  erstere  Annahme  besser  mit  den  übrigen  Werihen  der 
grossen  Septime  übereinstimmt. 


48  M.  W.  Drobisgh, 

§30. 

Von  diesen  Tabellen  zeigt  nun  die  erste  nor  in  C-dur  eine  Scala, 
deren  Intervalle  rein  sind.  Von  den  übrigen  Dur-Tonarten  sind  die  Sca- 
len in  C-dur  und  E-dur,  in  A-dur  und  Des-dur ,  in  J}-dur ,  jET-dur  und 
6e^-dur  unter  einander  Töllig  gleich,  und  zwar  weichen  E-dur  und 
G-dur  in  der  grossen  Secunde  und  grossen  Septime,  ii-dur  und  Des-dnr 
nur  in  der  Quarte»  D-dur,  jET-dur  und  Ge^-dur  aber  in  der  grossen  Se- 
cunde, grossen  Terz,  Quinte  und  grossen  Septime  von  der  reinen  C-dur- 
Scala  ab.  Was  die  andern  einzeln  stehenden  Tonarten  betrifift,  so  weicht 
F-dur  nur  in  der  grossen  Sexte ,  As-dnr  nur  in  der  grossen  Secunde, 
Fi9-dur  in  der  Quarte  und  grossen  Septime ,  Ci^-dur  in  der  grossen  Se- 
cunde ,  grossen  Terz  und  grossen  Septime ,  J^-dur  in  der  grossen  Terz, 
Quarte  und  grossen  Sexte,  Es-dur  in  der  grossen  Secunde  und  Quinte 
von  der  Reinheit  ab. 

Die  zweite  Tabelle  zeigt  nur  C-moU  rein.  Von  den  anderen  Moll- 
tonarten  sind  die  Scalen  in  £-,  Ci$-  und  As-mol\,  in  Fis-  und  J^-moII,  in 
jET-,  Gis'  und  Es-moM  unter  einander  gleich,  und  zwar  weichen  j^,-  £&-  und 
A^-moIi  in  der  grossen  Secunde  und  kleinen  Septime,  Fis-  und  jB-moll 
in  der  Quarte,  kleinen  Sexte  und  kleinen  Septime,  jET-,  Gts-  und  Es-moW 
in  der  grossen  Secunde  und  Quinte  von  der  reinen  Mollscala  ab.  Was 
die  übrigen  Tonarten  betrifft ,  so  weicht  von  der  Reinheit  ab  F-moU  in 
der  kl.  Septime,  A-moü  in  der  Quarte  und  kl.  Septime^  (r-moll  in  der 
grossen  Secunde  und  kleinen  Terz,  J}-moll  in  der  grossen  Secunde, 
kleinen  Terz,  Quinte  und  kleinen  Sexte,  Dis-moM  in  der  grossen  Secunde, 
Quarte,  kleinen  Sexte  und  kleinen  Septime. 

Untersuchen  vsdr  die  Grösse  dieser  Abweichungen ,  so  finden  wir 
die  der  grossen  Secunde  in  Di^-moll  =  0,025  der  Octave  d.  i.,  da  0,170 
der  grosse  ganze  Ton,  =  ^  des  ganzen  Tons ,  in  allen  übrigen  abwei- 
chenden Tonarten  =  0,018  der  Octave,  nahe  =  ^  ganzer  Ton,  was 
nach  §  1 9  dem  syntonischen  Komma  entspricht.  Die  Abweichung  der  klei- 
nen Terz  von  der  Reinheit  ist  in  D-  und  C-moU  =  0,01 8  Octave,  entspre- 
chend dem  syntonischen  Komma.  Die  grosse  Terz  ist  in  D-dur,  jET-dur  und 
GeS'dur  um  ein  syntonisches  Komma  tiefer,  in  D-dur  um  eben  so  viel  höher 
als  die  reine,  in  Cw-dur  steht  sie  um  0,025  Octave  =  ^  ganzen  Ton  tiefer. 
Alle  abweichenden  Quarten  stehen  um  ein  syntonisches  Komma  höher, 
alle  abweichenden  Quinten  um  ebensoviel  tiefer  als  die  reinen.    Um 
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dasselbe  Komma  steht  die  kleine  Sexte  in  D-moU  gegen  die  reine  zu  tief, 
in  Fis-,  Bis-  und  Ä-moll  zu  hoch ;  desgleichen  steht  die  grosse  Sexte 
um  ebensoviel  in  F-  und  Ä-dur  zu  hoch.  Die  abweichende  kleine  Septime 
steht  durchgängig  um  ein  syntonisches  Komma  höher  als  die  reine ;  die 
grosse  Septime  endlich  steht  in  Fis-  und  Cw-dur  um  0,025  Octave 
=  —  ganzer  Ton ,  in  den  übrigen  abweichenden  Tonarten  um  ein  syn- 
tonisches Komma  zu  tief. 

Diese  Abweichungen  von  ^  und  ^  ganzer  Ton  sind  viel  zu  be- 
trächtlich, als  dass  sie  nicht  dem  musikalischen  Gehör,  zumal  bei  Quar- 
ten und  Quinten,  anstössig  seyn  sollten.  Man  kann  daher  behaupten, 
dass  die  obigen  akustischen  Bestimmungen,  ausser  in  C-A\xv  und 
C-naoU,  keine  einzige  ganz  befriedigende  Scala  geben,  da- 
her musikalisch  unbrauchbar  sind.  Eine  andre  Auswahl  unter 
den  gefundenen  mehrfachen  Werthen  der  erhöhten  und  erniedrigten 
Töne  würde  zvvar  für  mehrere  Tonarten  bessere,  für  andere  aber  immer 
wieder  mangelhafte  Scalen  geben.  *) 

§31. 

Erhellt  nun  hieraus  die  Unmöglichkeit,  bei  der  Annahme  von  19 
verschiedenen  Tönen  Werthe  derselben  zu  finden,  welche  in  allen  Ton- 
arten reine  Scalen  geben,  so  besteht  diese  Unmöglichkeit  fort,  auch  wenn 
2<  Töne  unterschieden  werden,  nämlich  E^  und  H^  selbständige  Werthe 
erhalten,  was  nur  auf  FiVdur,  Cw-dur  und  flt«-moll  Einfluss  hat.  Noch 
viel  weniger  aber  kann  von  reinen  Scalen  die  Rede  seyn,  wenn  sich  die  ^ 
Zahl  der  Töne,  wie  dies  auf  den  Tasteninstrumenten  der  Fall  ist,  auf  1 2 
reducirt.  Es  bleibt  also  nur  übrig  zu  versuchen ,  ob  sich  die  Intervalle 
der  die  Scalen  bildenden  Töne,  und  mit  ihnen  ihre  relativen  Schvvingungs-: 
zahlen  so  abändern  lassen,  dass  mit  Aufopferung  der  völligen  Rein- 
heit in  allen  Tonarten  eine  genäherte  Reinheit  der  Scalen  erhalten 
wird.  Diese  nothwendige  Abänderung  der  Tonbestimmungen  heisst  nun 
bekanntlich  die  Temperatur  der  Töne.  Je  nachdem  durch  sie  das  In- 
teryall  eines  Tons  mit  dem  Grundton  grösser  oder  kleiner  gemacht  wird 
als  das  reine,  sagt  man  dass  der  Ton  aufwärts  oder  abwärts 
schwebe.  Die  Temperatur  kann  nun  entweder  so  beschaffen  seyn, 
dass  einige  Tonarten  durch  sie  reiner  werden  als  die  andern ,  oder  von 


f 


*)  Vgl.  hierüber  den  I.  Anhang. 

Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wimnsch.  IV. 
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der  Art,  dass  alle  Tonarten  gleichviel  von  der  Reinheit  abweichen,  also 
in  allen  Tonarten  die  gleichnamigen  Intervalle  von  den  reinen  gleichviel 
verschieden  sind.  Die  erstere  Art  der  Temperatur  heisst  die  ungleich- 
schwebende, die  andre  die  gleichschwebende.  Wir  wollen  zu- 
nächst diejenige  ungleichschwebende  Temperatur  in  einfacher  Weise  ab- 
leiten, die  vor  allen  atidern  für  die  beste  gilt,  die  Kirn  berge  rsche. 

§32. 

Beschränkt  man  sich  auf  die  zwölf  Töne  der  Tasteninstrumente  und 
setzt  also  C^  =  D\  Iß  =  E',  E^  =  F,  F*  =  F,  F»  =  G\  G«  =  A*, 
A^  =  IP,  H^  z=  c,  c^  =  H,  so  bleiben  nur  zwölf  Tonarten  in  Dur  und 
in  Moll  übrig,  nämlich  C-,  G-,  fl-,  A-,  F-,  ff-,  F-,  Ä-.  F«-,  As-,  Des-, 
Ge«-dur,  und  A-,  F-,  ff-,  Fw-,  Cis-,  Gis-,  fl-,  G-,  C-,  F-,  Ä-.  F«-moll. 
Da  nun  die  Intervalle  der  sieben  Hauptlöne  vollkommen  sicher  bestimmt 
sind,  so  kommt  es  vor  Allem  darauf  an ,  ihre  akustischen  Werthe  mög- 
lichst beizubehalten  und  dennoch  für  die  nach  ihnen  benannten  Ton- 
arten möglichst  reine  Scalen  zu  finden.  Vergleicht  man  nun  zunächst  die 
in  §  26  und  27  gefundenen  Scalenwerthe  für  C-,  G-,  fl-,  F-  und  F-dur, 
so  wie  für  F-,  ff-,  D-  und  G-moll,  so  zeigt  es  sich ,  dass  wenn  in  allen 
diesen  Tonarten  die  Scalen  rein  seyn  sollten ,  in  C-,  F-,  und  F-dur,  so 
wie  in  F-  und  ff-moll  A  =  0,737,  dagegen  in  den  übrigen  Tonarten 
A  =  0,755  seyn  müsste.  Wir  werden  nun  für  alle  diese  Scalen  in 
Bezug  auf  A  eine  genäherte  Reinheit  erhalten,  wenn  wir  das  Mittel  aus 
diesen  Werthen,  mit  Berücksichtigung  der  Zahl  ihres  Vorkommens,  neh- 
men, was  =  -r-  (5.0,737  +  4.0,755)  i=  0,745  ist.  Hierzu  gehört  die 
relative  Schwingungszanl  1 ,676,  die  von  1 ,677  =  ^^^  nur  wenig  diflenrt. 

Durch  Annahme  dieses  Werthes  von  A  wird  nun  in  A-dur 
C»  =  0,067,  F*  =  0,482,  G*  =  0,652.  Da  nun  in  D-dur,  //-dur  und 
//-moll  C»  =  0,077,  dagegen  in  E-dur  (?  =  0,039 ;  da  femer  D*  =  C» 
in  F-moU  =  0,093 ,  so  ergiebt  sich  im  Mittel  C«  =  D*  =  -J-  (0,059 
+  0,067  +  3  .  0,077  +  0,093)  =  0,075,  wozu  die  relative  Schwingungs- 
zahl  des  diatonischen  halben  Tons  (§  1 9)  ^^^g  gehört. 

Femer  ist  in  F-dur  und  //-dur  D^  =  0,2:29,  in  G-molI  und  C-moU 
F^  =  0,263,  in  F-moU  aber  F*  =  0,245.  Hieraus  folgt  im  Mittel 
Iß^E^  =  \-{^. 0,229  +  0,245  +  2 . 0,263)  =  0,246,  wozu  die  re- 
lative Schwingungszahl  1,186  gehört,  welche  p  =  1,185  nahe  kommt. 
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Weiter  ist  in  G-dur,  D-dur,  £-dur,  fi-dur,  ^-moll  und  H-moW 
F«=  0,492,  inA-dur,  wie  bemerkt,  F«  =  0,482;  daher  im  Mittel 
F'»=G^=Y  (0,482  +  6 . 0,492)  =  0,491 ,  wozu  die  relative  Schwin- 

45 

gungszahl  1,405  gehört,  die  nahe  gleich  —  =  1,406  ist. 

In  A'dur  wird,  wie  bemerkt  wurde,  G^  =  0,652,  in  E-dur  und 
//-dur  ist  aber  G»  =  0,644;  in  C-moll  und  F-moll  A*  =  0,678.  Hier- 
aus folgt  im  Mittel  G»=A*=y  (2.0,644+0,652+2.0,678)  =  0,659. 
Die  Zügehörige  relative  Schwingungszahl  ist  1,579,  die  nahe  gleich 
^=1,580. 

Endlich  ist  in  ff-dur  A«  =  0,814,  in  F-dur,  C-moll  und  F-moll 
JJ*  =  0,830,  in  D-moII  und  G-moU  aber  ff*  =  0,848.  Hieraus  folgt  im 
Mittel  A«  =  £r*  =  0,833,  wozu  die  relative  Schwingungszahl  1,781 
gehört,  die  sich  y  =  1,778  nähert. 

Stellen  wir  nun  alle  diese  Werthe  mit  denen  der  unverändert  ge- 
bliebenen'Haupttöne  zusammen,  so  ergiebt  sich  folgende  Tabelle,  in  der 
die  Werthe  unter  x  genau  der  vorstehenden  Berechnung  entsprechen, 
die  unter  y'  (welche  die  eigentliche  Kimbergersche  Temperatur  dar- 
stellen) die  nächsten ,  jenen  zukommenden  relativen  Schwingungszahlen 
sind ,  X  endlich  die  genauen  Werthe  darstellt ,  die  zu  den  Werthen  von 
y  gehören. 


X       1 

1 

y 

r 

X 

c 

0,000 

1 

—  1,000 

0,000 

(?- 

=  /)* 

0,075 

356 
348 

—  1,053 

0,075 

D 

0,170 

» 

8 

—  1,125 

0,170 

/)»- 

z  E* 

0,246 

B3 
37 

—  1,185 

0,245 

E  = 

=  F* 

0,322 

5 

4 

—  1,250 

0,322 

£»  — 

--F 

0,415 

4 
3 

—  1,333 

0,415 

F«=: 

=  G* 

0,491 

45 
83 

—  1,406 

0,492 

G 

0,585 

8 
3 

—  1,500 

0,585 

G«  = 

=  A* 

0,659 

438 
81 

—  1,580 

0,660 

A 

0,745 

370 
464 

—  1,677 

0,746 

4«_ 

=  fl* 

0,833 

46 
9 

=  1,778 

0,830 

H  = 

=  c* 

0,907 

46 
8 

—  1,875 

0,907 

m- 

=  c 

1,000 

2 

—  2,000 

1,000 
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§  33. 

Um  die  Güte  dieser  Temperatur  zu  prüfen,  brauchea  wir  blös  zu 
untersuchen,  welche  Werthe  sie  den  die  Scalen  bildenden  Intervallen  in 
jeder  der  zwölf  Tonarten  beilegt.  Es  ist  zu  diesem  Behuf  nur  nöthig, 
für  jeden  Ton  den  ihm  nach  der  vorstehenden  Tabelle  unter  a?'  zukom- 
menden Werth  zu  setzen  und  in  jeder  Tonart  den  Werth  des  Grundions 
von  den  Werlhen  der  übrigen  ihr  zugehörigen  Töne  abzuziehen.  Zur  Ab- 
kürzung setzen  wir  auch  hier  die  Octave  =  1000.  Wir  erhalten  dann 
folgende  Tabelle: 


Grundton 


c 

G 

D 

A 

E 

H 

F 

U" 
Dß  =  E'' 
G«  =  A* 


gr.  See. 

kl.  Ter? 

gr.  Terz 

Quarte 

Quinte 

kl.  Sexte 

gr.  Sext. 

kl.  Sept. 

170 

245 

322 

415 

585 

660 

746 

830 

161 

245 

322 

415 

585 

660 

737 

830 

152 

245 

322 

415 

576 

660 

737 

830 

161 

254 

329 

424 

576 

669 

746 

83-9 

170 

263 

338 

424 

585 

678 

753 

848 

168 

263 

338 

415 

585 

678 

753 

839 

170 

245 

.322 

415 

585 

660 

755 

830 

170 

263 

340 

415 

585 

678 

755 

839 

170 

247 

340 

415 

585. 

.660 

755 

830 

170 

254 

340 

415 

585 

662 

755 

832 

170 

245 

340 

417 

585 

.671 

755 

832 

168 

254 

338 

415 

583 

678 

753 

832 

■gr.  Sept. 

907 
907 
907 
914 
923 
923 
907 
906 
925 
925 
925 
923 


Vergegenwärtigt  man  sich  nun,  dass  die  reinen  Intervalle,  der  'gros- 
sen Secunde  =  1 70,  der  kleinen  Terz  =  263,  der  grossen  Terz  =  322, 
der  Quarte  =  415,  der  Quinte  =^  585,  der  kleinen  Sexte  ^^  678,  der 
grossen  Sexte  =  737 ,  der  kleinen  Septime  =  830 , .  der  grosseü  Sep- 
time  =  907  sind,  so  lässt  die  vorstehende  Tabelle  den  Grad  der  Rein- 
heit,  den  nach  dieser  Temperatur  jede  Tonart  hat,  leicht  erkennen.  Nur 
in  Einem  Intervall  weichen  von  der  Reinheit  ab  C-dur  (in  der  grossen 
Sexte),  G-dur  (in  der  grossen  Secunde) ,  Ä-moll  (in  der  kleinen  Septime) 
und  H-moü  (in  der  kleinen  Septime),  wenn  wir  die  geringe  Abweichung 
in  der  grossen  Secunde  nicht  beachten.  Dagegen  sind  schon  E-dur  und 
Ä-dur ,  noch  mehr  B-,  Es-,  As-  und  Des-dur ,  eben  so  C-,  G-,  D-,  F- 
und  Des-moM  wegen  der  Abweichungen  der  grossen  und  resp.  der  klei- 
nen Terz,  die  hier  die  Grösse  eines  syntonischen  Komma's  erreichen, 
sehr  hart.  Man  kann  diese  Härte  mildem  und  die  Temperatur  verbessern, 
wenn  man  die  in  der  Tabelle  des  vorigen  §'s  unter  x  enthaltenen  Werthe 
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annimmt.  Noch  geringer  werden  die  anstössigen  Abweichungen  von  der 
Reinheit ,  wenn  man  auf  dieselbe  Weise  für  E  und  D  einen  temperirten 
Werth  sucht,  wie  dies  im  vorigen  §  für  A  geschehen  ist,  und  mit  Rück- 
siclit  hierauf  die  erhöhten  und  erniedrigten  Haupttöne  bestimmt.  Aber  in- 
dem  hiermit  die  härtesten  Tonjirten  gemildert  werden ,  vermindert  sich 
die  Reinheit  der  übrigen ,  zwar  nicht  über  die  erlaubte  Grenze ,  aber 
doch  so,  dass  der  Charakter  der  Temperatur,  der  auf  der  fast  völligen 
Reinheit  mehrerer  Tonarten  beruht,  verloren  geht  und  dieselbe  sich  mehr 
einer  gleichschwebeqden  Temperatur  nähert,  ohne  doch  deren  Vollkom- 
menheit zu  erreichen. 

Abgesehen  hiervon  bleibt  aber  auch  noch  die  Ausstellung  übrig, 
dass  diese  Temperatur  den  innern  Zusammenhang  der  In- 
tervalle  grossentheils  zerreisst.  Denn  die  Tabelle  zeigt  z.B., 
dass  schon  für  die  Grundtöne  C,  6,  D  kleine  Terz  und  grosse  Sexte, 
grosse  Terz  und  kleine  Sexte  sich  nicht  genau  zur  Octave  ergänzen,  dass 
für  den  Grundton  D  dies  nicht  einmal  in  Beziehung  auf  Quarte  und  Quinte, 
und  für  die  GrundtOne  D^  und  G^  dies  in  Bezug  auf  dieselben  Intervalle 
wenigstens  nicht  genau  statt  hat.  Aehnliches  findet  sich  bei  den  übrigen 
Grundtönen.  Dieser  Hangel  ist  aber,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden, 
noihwendiger  Weise  allen  ungleichschwebenden  Temperaturen  gemein- 
sam  und  wird  nur  durch  gleichschwebende  Temperatur  verhütet. 


§  34. 

« 

Den  inneren  Ziisammenhang  der  Intervalle  stellen  die  in  §  1 8  ent- 
wickelten allgemeinen  Ausdrücke  derselben  dar,  welche  die  Abhängig- 
keit, aller  von  der  Octave,  Quinte  und  grossen  Terz  nachweisen,  und 
durch  welche  alle  zwischen  den  Intervallen  möglichen  Beziehungen  ge- 
. geben  jsind.  Zu  diesen  Beziehungen  gehören  nun  die,  dass  die  Intervalle 
der  Quarte  und  Quinte,  der  Terzen  und  Sexten,  Secunden  und  Septimen 
einander  zum  Intervall  der  Octave  ergänzen  müssen.  Wir  können  an 
dem  Beispiel  der  Quarte  und  Quinte  leicht  zeigen ,  dass  dieser  Zusam- 
menhang zwischen  beiden  nothwendig  aufgehoben  ist,  sobald  diesen 
Intervallen,  in  verschiedenen  Tonarten  verschiedene  Grössen  beigelegt 
werden,  also  eine  ungleichschwebende  Temperatur  statt  findet.  Aus 
§  1 8  ergeben  sich  nämlich  folgende  allgemeine  Bestimmungen  der  Inter- 
valle der  Haupttöne  mit  dem  Grundton  C  =  0, 
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fl  =  2(y  — 1,  E=t,  F  =  i  —  q,  G=^q,  A=i  —  q  +  t, 
H=  q  +  t,  c  =:  1 ,  d  =  2? ,  e  =  i+  t  u. s.  w. 
Hiernach  ist  nun  in  C-dur  das  Intervall  der  Quarte  =4  —  q,  das  der 
Quinte  =  q.  In  G-dur  ist  die  Quarte  =  c  —  G  =1  —  q,  die  Quinte 
=  d  —  G  =  q.  In  beiden  Tonarten  ergänzen  sich  also,  welchen  Werth 
auch  q  haben  mag,  die  Intervalle  von  Quarte  und  Quinte  zur  Octave.  In 
fl-dur  dagegen  wird  die  Quarte  =  G — fl=1  —  q,  die  Quinte  =A — D 
=  2  —  Sq  ^  t,  wovon  die  Summe  =  3  —  itq  +  t\  in  A-dur  wird  die 
Quarte  =  d  —  A  =  3q  —  t  —  1 ,  die  Quinte  =  e  —  A  =  ?,  die 
Summe  beider  also  =4}  —  t  —  1.  In  diesen  beiden  Tonarten  sind 
also  die  Intervalle  von  Quarte  und  Quinte  zusammengenommen,  nicht 
unabhängig  von  den  Werthen,  die  q  und  t  haben  mögen,  sondern  nur 
dann  gleich  der  Octave  1,  wenn  t=  itq  —  2.  Alsdann  aber  wird 
2  —  3q  +  t  =  q  und  3^  —  t  —  1=1  —  q;  d.  i.  das  Intervall  der 
Quinte  in  D-dur  und  das  der  Quarte  in  A-dur  ist  so  gross  als  die  gleich- 
namigen Intervalle  in  C-dur  und  6?-dur.  Da  nun ,  wenn  q  das  Intervall 
der  reinen  Quinte  bedeutet,  q  =0,585  ist,  folglich  dann  t  =  iq  —  2 
=:  0,340  wird,  was  die  reine  grosse  Terz  0,322  um  das  syntonische 
Komma  Übertrifft,  so  muss,  wenn  in  den  genannten  vier  Tonarten  die 
Intervalle  F—C,  c  —  G,  G—D,  d —A  einerseits,  G  —  C,  d  —  G, 
A  —  D ,  C  —  A  andrerseits  unter  einander  gleich  seyn  sollen ,  noth- 
wendig  q  einen  temperirten  Werth  haben.  Die  Aufrechthaltung  der  Be- 
ziehung ,  wonach  Quarte  und  Quinte»einander  zur  Octave  ergänzen  sol- 
len, fordert  also  gleichschwebende  Temperatur. 


§35. 

Auf  dieselbe  Temperatur  werden  wir  geführt,  wenn  wir  unter- 
suchen ,  unter  welchen  Bedingungen  die  verschiedenen  Bestimmungen, 
welche  den  erhöhten  und  erniedrigten  Tönen  in  verschiedenen  Tonarten 
zukommen ,  einander  gleich  werden. 

In  G-dur  ist  nämlich  f^  =  G  +  gr.  Septime  =  G  +  q  + 1  =  2q  +  t; 
derselbe  Werth  folgt  aus  fl-,  E-  und  Ä-dur,  E-moU  und  fl-moU.  Dage- 
gen ist  in  A-dur  f^  =A+  gr. Sexte  =  A  +  1  —  q+  t==i  —  2^  +  2^ 
Die  Gleichheit  beider  Werthe  von  /^  fordert  t=  iq  —  2. 

In  Z)-dur  ist  (^  =^  D  +  gr.  Septime  =  D  +  q  +  t=3q  +  t  — 1. 
Dasselbe  giebt  //-dur  und  //-moll.  In  A-dur  aber  ist  c^  =  A  +  gr.  Terz 


r 
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=  A+<=1  —  ?  +  2<.  Eben  so  in  E-dur.  Die  Gleichsetzung  beider 
Werthe  giebl  ^  =  iq  —  2. 

In  F-dur  ist  H^  =  F  +  Quarte  =F+1  —  ^  =  2  —  2q;  das- 
selbe giebt  F-  und  C-moIl.  In  fl-moll  ist  aber  H^  =  D  +  kl.  Sexte 
=  D+1  —  t  =  2q  —  L  Die  Gleicbsetzung  beider  Werthe  führt  also 
wieder  auf  t  =  iq  —  2- 

In  C-moU  ist  £*  =  C  +  kl.  Terz  =zq  —  t;  dasselbe  folgt  aus  G-moll. 
In  F-molI  ist  aber  c*  =  F  +  kl.  Septime  =  F+2  —  ^  =  3  —  3q; 
daher  F*  =  2  —  3q.  Auch  hier  giebt  die  Gleichsetzung  beider  Werthe 
I  =  4?  —  2. 

Durch  Einführung  dieses  Ausdrucks  von  t  wird  nun  E  =  l^q  —  2, 
A=  3q  —  1 ,  H  =  5q  —  2 ,  so  dass  nun  alle  Haupttöne  nur  durch  q 
bestimmt  werden. 

Femer  wird ,  nach  dem  Obigen ,  F^  =  2q  +  t  —  1  =  &q  —  3 ; 
C»  =  3(y  +  I  —  2  =  7?  —  4;  1/^  =  2  —  2^;  F*  =  2  —  3}. 

Hieraus  ergeben  sich  nun  auch  für  die  übrigen  erhöhten  und  er- 
niedrigten Töne  Ausdrücke,  die  nur  von  q  abhängen.  Aus  A-dur  folgt 
näinlich  ^  =  A  +  gr.  Septime  =  A  +  q  +  t  =1+2/  =851  —  3; 
daher  G«  =  89  —  4.  Aus  F-dur  folgt  d«  =  F  +  gr.  Septime  =  it+q 
=  9g  —  4 ;  daher  D^=9q  —  5.  Aus  fl-dur  folgt  cfi  =  H  +  gv,  Sep- 
time =  551  —  2  +  5f  +  <=  iOq  —  4;  daher  A^  =  \0q  —  5.  Aus 
Fw-dur  ergiebt  sich  ff^=iF^+  gr.  Septime  =6g  —  3  +  q  +  t=iiq  —  5; 
daher  E^  =  Hq  —  6.  Aus  C«-dur  endlich  folgt  H^  =  (ß  +  gr.  Sep- 
time =  Tq  —  4  +  g+<  =  125f  —  6.   Die  Molltonarten  geben  dasselbe. 

Eben  so  folgt  aus  F»-dur  A*  =  F*  +  Quarte  =  3  —  iq;  aus  As- 
dur  d*  =  A*  +  Quarte  =  4  —  5q;  daher  D*  =  3  —  5g ;  aus  Dc«-dur 
G*  =  D*  +  Quarte  ==  4  —  6g;  aus  Gc»-dur c*  =  G*  +  Quarte  =  5  —  7g; 
endlich  aus  A«-moll  f  =  A*  +  kl. Sexte  =3  — 4g  +  1  — *  =6  — 8g; 
daher  F*  :=:  5  —  8g.  Die  andern  Tonarten ,  welche  erniedrigte  Haupt- 
töne enthalten,  geben  dieselben  Werthe. 

Ordnen  wir  nun  alle  diese  Bestimmungen  nach  den  darin  enthal> 
tenen  Vielfachen  von  g,  so  ergeben  sich  folgende  zwei  von  C  ausgehende 
Reihen : 
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Dbobisch, 

1 

c 

—  0 

G  - 

--9 

F  —  1  - 

-? 

D  = 

--%q         \ 

//*  — 2- 

-  2? 

A  - 

-  Zq        \ 

£*— 2- 

-3? 

E  = 

=  iq        2 

A'  —  S- 

-4g 

H  = 

m 

=  5?  — 2 

D*  —  3- 

-5g 

P*  — 

=  6q        3 

G*  —  4- 

-6g 

c»- 

=  1q        4 

c*  —  5- 

-7g 

€»- 

=  8<y—  4 

F*  —  5- 

-8g 

D»- 

=  9q        5 

A»- 

=  10g        5 

E*- 

=  Mq        6 

m- 

=  I2g       6 

§36. 

Diese  Bestimmungen  geben  nun  für  alle  Tonarten  gleichmässig  fol- 
gende Werthe  der  die  Dur-  und  MoU-Scalen  bildenden  Intervalle : 

gr.  Secunde,      gr.  Terz ,    Quarte ,    Quinte ,    gr.  Sexte ,    gr.  Septime 
2q  —  i  4g  —  2      i  —  q  q  3g  —  1         5g  —  2 

kl.  Terz ,     kl.  Sexte;     kl.  Septime 
2  —  3g      3  —  4g         2  —  2g. 

Hiernach  ist  also  das  allgemeine  Schema  der  Durscala  : 

0,  2g  — 1,  4g  — 2,  1  — g,   g,    3g  — 1,  5g  — 2,  1, 
mit  der  Stufenfolge 

2g  — 1,  2g  — 1,  3  —  5g,  2g  — 1,  2g  — 1,  2g  — 1,  3  —  5g; 
das  allgemeine  Schema  der  Mollscala  (in  der  Form  des  Herabsteigens) 

0,  2g— 1,  2  — 3g,  1  — g,  g,  3  — 4g,  2  — 2g,  1, 
mit  der  Stufenfolge 

2g  _  1,  3  —  5g,  2g— 1,  2g— 1,  3  —  5g,  2g  — 1,  2g— 1. 
In  beiden  kommen  also  nur  zwei  Stufen ,  2g  —  1   und  3  —  5g  vor. 
Das  Schema  der  reinen  Durscala  dagegen  ist 

0,  2g  — 1,    *,  1- g,    g,   1-i-g  +  ^  q+t,  1, 
mit  der  Stufenfolge 

2g  — 1,  1  — 2g  +  f,  i  —  q  —  t,  2g  — 1,  1  — 2g  +  <,  2g.— 1,  1  — g  — /; 
das  Schema  der  reinen  Mollscala 

0,  2g  —1,  q  —  t,  1  r-  g,  g,  i  —  t,  2—  2g,   1, 
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mit  der  Stufenfolge 

iq  —  i,  i  —  q  —  t,  i  —  2q  +  t,  2^  —  1,  ^  —  q  —  t^  i  —  ^  +  t,  2(jf  — 1. 

Die  reinen  Scalen  enthalten  also  drei  verschiedene  Stufen,  näm- 
lich 2?  —  1 ,  1  —  2?  +  <  und  1  —  q  —  t,  von  denen  die  beiden  ersten 
nur  gleich  sind ,  wenn  t  =  iq  —  2 ,  wo  dann  die  dritte  =3  —  5^ 
wird.  Dass  in  der  ungleichschwebenden  Temperatur  die  Zahl  und  Grösse 
der  Stufen ,  je  nach  der  verschiedenen  Reinheit  der  Tonarten ,  viel  man- 
nichfaltiger  seyn  muss,  liegt  in  der  Natur  der  Sache  und  findet  in  der 
oben  ausgeführten  Kirnbergerschen  Temperatur  seine  Bestätigung.  Ton- 
leitern mit  nicht  mehr  als  zweierlei  Stufen,  2q  —  1  und  3  —  5q, 
von  denen  die ersteregrösserist als  die  zweite,  wenn  j>y>  0,571 4285..., 
besitzt  also  nur  die  gleichschwebende  Temperatur.  Die  grös- 
sere Stufe  ist  das  Doppelte  der  kleineren  nur,  wenn  q  =  ^, 

§37. 

Ohne  für  jetzt  schon  zu  erörtern,  ob  die  a.  E.  des  §  35  bestimmten 
Töne  der  gleichschwebenden  Temperatur  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind  oder  zum  Theil  zusammenfallen,  geht  aus  jenen  Ausdrücken 
hervor,  dass  bei  dieser  Temperatur,  welchen  Werth  auch  immerhin  das 
Intervall  der  temperirten  Quinte  q  haben  mag,  sämmtliche  Töne  durch 
Fortschreitungen  nach  Quinten  und  Quarten  (unteren  Quinten)  bestimmt 
werden  können.  Schreiben  wir^  nämlich  um  der  grösseren  Einfachheit 
willen  statt  c,  c,  c,  ...,  d,  d,  d  ...  u. s.  w.  <^|,  Cj,,  c,  ...,  d^,  d^,  d^  ... 
u.  s.  w. ,  so  erhalten  wir  aus  jenen  Formeln  folgende  Bestimmungen : 

C  =  0,  G  =  q,  d=2?.  a  =  3q,  e^  =  iq,  h,  =  ^,  ft  =  ^^ 
cj  =  75,  gi  =  Sq,  dj  =  9g,  (ij=10g,  ej=11g,  Äf=12?; 

andrerseits ,  wenn  wir  zur  Abkürzung  1  —  q  =  q  setzen , 

F=q\  H'  =  2g'.  e'  =  3q' ,  a'  =  iq\  dj  =  5q  ,  g',  =  6q\ 

4  =  lq\  /?  =  8g'. 

In  beiden  Reihen  ist  aber  hiermit  die  Fortschreitung  nicht  schlecht- 
hin geschlossen.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  doppelt,  dreifach,  vierfach 
erhöhten  Haupltöne  durch  c*^,  c**,  c^,  (P,  cP**,  d**^u.s. f.  und  eben  so 
die  doppelt,  drei-  und  vierfach  erniedrigten  durch  c**,  c**,  c^  u.  s.  w., 
so  kann  man  die  Tonbestimmungen  in  beiden  Reihen,  wie  folgt,  fort- 
setzen. Es  folgt  auf  A^ 
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ff=i3q,  cf=Hq,   ^=15^,    (t^=ißq,   c^=\Tq,  ^=iSq, 

hf=\9q. 
ff,  =  20q,   (^=21^,    ^  =  227,  'df|=235r,   a«  =  24?,  ^2=25^, 

AS=269, 
/'}?  =  279,   cg=28(jf  U.S. f. 

Eben  so  folgt  auf  f^ 
^'  =  9q\  ef  =  107,  aS*=11^',  df  =  12g',   j/f  =  13?',   cf  =14g', 

^r = 1 53', 

Af  =  167,  ef  z=17g,  af  =  18?:,  d8*  =  19?,  gf  =  20q\  (f  =  2iiq\ 

{f  =  ^2q, 
Äf  =  23?',  ef  =  24?    U.S.  f. 

Alle  diese  mehrfach  erhöhten  und  erniedrigten  Haupttöne  können 
nun  auf  den  Raum  zwischen  dem  Grundton  und  seiner  Octave  überge- 
tragen werden ,  und  so  würden  zwischen  diese  Grenzen  unendlich  viele 
Töne  fallen ,  wenn  alle  diese  Bestimmungen  wirklich  verschiedene  Töne 
gäben.  Es  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  dies  zwar  der  Fall  ist,  wenn  q 
das  Intervall  der  reinen  Quinte  bezeichnet,  dass  jedoch  die  Verschie- 
denheit eine  endliche  Grenze  erreicht,  wenn  ?  das  Intervall  einer  ir- 
gendwie temperirten  Quinte  darstellt. 

Da  nämlich  nach  §  15,  (2)  der  genaue  Ausdruck  des  Intervalls  der 

log  4  log  4 

reinen  Quinte  =  -—■ ,  des  Intervalls  der  reinen  Quarte  =  -j— y  ist ,  so 

verhält  sich  das  Intervall  der  Quinte  zu  dem  der  Octave  wie  log  y:  log  2, 

das  Intervall  der  Quarte  zu  dem  der  Octave  wie  log  4  •  log  %  Hieraus 
folgt  dieincommensurabilität  der  Intervalle  der  reinen  Quinte  und 
Quarte  mit  dem  der  Octave.  Dasselbe  Resultat  giebt  die  Yergleichung 
ihrer  relativen  Schwingungszahlen.  Ständen  nämlich  die  genannten  Inter- 
valle in  rationalen  Verhältnissen,  so  müsste  die  Vervielfachung  des 
Quintenintervalls  auf  irgend  eine  Octave  des  Grundtons  führen,  daher  es 
irgend  eine  ganze  positive  Zahl  n  geben ,  für  welche  ( -5- j  oder  Ty J 
einer  ganzen  positiven  Potenz  von  2  gleich  wtlrde,  was  unmöglich  ist. 

Wird  dagegen  die  Quinte  temperirt ,  so  dass  ihr  Intervall  zu  dem 
der  Octave  in  dem  rationalen  Verhältniss  m :  n  steht ,  also  =  -  ist ,  wo 
m  und  n  relative  Primzahlen  sind ,  so  müssen  dann  immer  n  temperirte 
Quinten  genau  gleich  m  Octaven  seyn ,  so  dass  die  nte  Quinte  irgend 
eines  Tons  mit  der  mten  Octave  desselben  Tons ,  die  (»  + 1  )te,  (n  +  2)te, 
(M+3)te  Quinte  u.  s.  f.  mit  der  mten  Octave  der  Isten,  2ten,  3ten  Quinte 
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u.  s.  w.  jenes  Tons  zusammenfällt.  Dasselbe  gilt  von  der  Quarte ,  Terz 
u.  s.  w.  Ein  solcher  Cyclus  von  temperirten  Quinten,  Quarten,.  Terzen, 
die  eine  runde  Zaihl  von  Octaven  ausfüllen,  beisst  ein  Quinten-,  Quar- 
ten-, Terzen-Cirkel. 

§38. 

Aus  den  vorstehenden  allgemeinen  Ausdrücken  der  erhöhten  und 
erniedrigten  Haupttöne  der  gleichschwebenden  Temperatur  ergeben  sich 
nun  auch  eben  so  allgemeine  Bestimmungen  der  Werthe  ihrer  einfachen 
und  mehrfachen  Erhöhungen  und  Erniedrigungen  d.  i.  der  Grösse  der 
Intervalle  zwischen  den  Haupttönen  selbst  und  den  erhöhten  und  ernie- 
drigten fiaupttönen.  Es  sind  nätoilich  . 

1)  die  Intervalle 

c»  —  c/d^  —  d,  E^  —  E,F^  —  F,G^-G,A^  —  A,IP  —  h, 

C^  -^C^,  m—D^,  m—E^,  F^—F\  G^—G^  A^—A^  H^—If^, 
CS»  —  cy»^  jym^um^  E^  —  ßm  ^^^^  w., 

desgleichen  die  Intervalle 

C-  C*,  D  —  D\  E  —  E\  F  —  F\  G-^G',  A  —  A',  H  —  H\ 

C'—C'\  D'  —  D'\  E'—E'\  P—F'\  G'—G"",  A'  —  A'\  H'  —  IP\ 

sämmtlich  unter  einander  gleich,  nämlich  =  Tq  —  4.  Hieraus  folgt 

2)  dass  die  Iptervalle 

O^ — C,  ly^ — D,  jE^  — E  U.S.W,  doppelt  so  gross  als  die  Intervalle 
C»_C,  />»  —  D,  £»  — JE  U.S.  w., 

desgleichen,  dass  die  Intervalle 

C — C**,  D — fl**,  E — £**  U.S.W,  doppelt  so  gross  als  die  Intervalle 

C—C^,  D  —  D\  E— E*u.s.w., 

also  sammtlich  =  2  (7g  —  4) ;  eben  so ,  dass  die  Intervalle 

C^  —  C,  D^ — D,  E^  —  E  U.S.W,  dreimal  so  gross  als  die  Intervalle 
C»—C,  m  —  D,  £»— JEu-s.w. 

und  eben  so ,  dass 

C  —  (?*,  fl  —  B^,  E  —  £»*  u.  s.  w.  dreimal  so  gross  als 
C  —  C\  D  — fl*,  £— £^u.s.w., 
also  sämmtlich  =  3  (7g  —  4)  sind  u.  s.  f. 
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3)  Die  Intervalle  '•  . 
D  —  C,E  —  D,G  —  F,A~-G,H—A,      • 
D»^.(ßE*  —  D»,  G».  —  F»,  i.«  —  G«,  m—  Af. 

/)«  _  C»,   £»  _  i)«  U.  s.  W., 

t 

desgleichea  die  Intervalle  • 

D*  —  C*,  £*  —  D*.  G*  —  F*,  A*  —  G*,  fl*  —  A*. 

j)6t  _  (;ii^  ^4*  _  Di*_  e**  —  F»*,  A"  —  G**,  H"  —  ;>!", 

Ds»  _  (?*,  F»*  —  D»*  u.  s.  w. 

sind  ebenfalls  unter  einander  gleich ,  nämlich  =  ^q.-r-  ^ »  also  gleich 
der  grössern  Tonstufe. 

« 

4)  Eben  so  sind  endlich  die^  Intervalle 

F  —  F,  c  —  H,  F«  —  F»,  <*  —  m,  F*»  —  m,  t^  —  IF*, 

jfT»  —  ßS»^    ^ £r»   u.  S.  W.,  ' 

t 

desgleichen  die  Intervalle 

P  —  E\  c*— ff*,  F*  — F",  c**  — fl**,  F^  —  E»^,  c»?^  jö>*  u.  s.  w. 

sämmtlich  unter  einander  ^  gleich ,  nämlich  =3  —  5g,  also  gleich  der 
kleineren  Tonstufe.  Sie  "sind  den  Intervallen  unter  1)  aber  nur  dann 
gleich,  wenn  q  =  >^\ 


.    •        §39- 

Führen  wir  jetzt  den,  die  gleichschwebende  Temperatur  aligemein 
charakterisirenden  Werth  des  Intervalls  der  grossen  Terz  t=  iq  —  2 
in  die  Tabelle  des  §  1 8  ein ,  so  erhalten  die  dort  benannten  Intervalle 
folgende  Ausdrücke,  die  wir,  wie  sie  sich  zum  Intervall  der  Octave  er- 
gänzen, paarweise  gegenüberstellen. 
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I 


Prime 

kl.  Diesis 

Ubermdss.  Prime ) 

kis.  Limma 

kl.  Secunde 

grs.  Limma 

klr.  ganz.  Ton ) 

gr.  Secunde     j    . 

kl.  ) 

>  vermind.  Terz 

'  [  übermäss.  Secjunde 

alter.  W.  Terz ) 
kl.  Terz  | 

gr.  Terz 

vermind.  Quarte     ■ 
übermäss.  Terz 
Quarte     » 
alterirte  Quarte 

'      ]  überroäss.  Quarte 
gross,  j 


7?— 4 

•4 

3  — 5g 

iq  —  i 

6— lOj 

9^  —  5 

2—3^ 

4^  —  2 

5— 8g 

Ug  — 6 

6g  — 3 


5g  — 2 

2— 2g 


Octave 

alterirte  Octave 

gross. )  ,   '■ 

.  j        {  vermindi  Octave     5  —  7g 

gr.  Septime 

alter,  gr.  Septime 

gross. I 

,  j    .    I  kl.  Septime 

gross. )     ^ 

.1        )  übermäss.  jSexle   iOq  —  5 

gross.  1 

,  I        I  vermind.  Septime  6  —  9^ 

alter,  gr.  Sexte  J 
gr.  Sexte  I 

kl.  Sexte 
übermäss.  Quinte 
vermind.  Sexte 
Quinte  J 

alter.  Quinte) 
gross, 
klr.. 


3g  — I 

3  — ig 

8g  — 4 

7  — Hg 


vermind.  Quinte      4  —  6g 


Die  Bucliätabenbezeichnungen  dör  Töne,  welche  durch  diese  Aus- 
drücke bestimmt  werden,  finden  sich,  mit  Ausnahme  derer  für  6  —  9g, 
6  —  1 0g .  7  —  1 1  g ,  7  —  1 2g ,  a.  E.  des  §  35.  Was  diese  noch  übrigen 
vier  betrifft,  so  -ersieht  man  auä  §  37  leicht,  dass  6  —  9g  =  ff**, 
6  — 10g  =  £^  7  — llgz^A**  und  7— 12g  =  fl**  ist.  Da  ferner 
eine  Reihe  von  Intervallen,  die,  wenn  t  und  g  rein  sind,  verschiedene 
Werthe  haben,  wie  die  vorstehende  Tabelle  zeigt,  zusammenfallen,  so- 
bald  I  =  4g  — ^  2  wird,  so  gestattet  dies  für  die  gleichschwebende  Tem- 
peratur eine  vereinfachte  Benennung  der  Intervalle,  welche  folgende 
Tafel  zugleich  mit  den  Bezeichnungen  der  dadurch  bestimmten  Töne 
übersehen  lässt.  Dass  hier,  gleichwie  £**  die  verminderte  Terz  und  IP^ 
die  verminderte  Septime  heisst,  so  fl**  die  verminderte  Secunde  genannt 
wird,  rechtfertigt  sich  eben  so  von  selbst,  wie  dass,  nach  Analogie  von 
E^,  als  der  übermässigen  Terz,  und  A\  der  übermässigen  Sexte,  IP  der 
Name  der  übermässigen  Septime- beigelegt  ist. 
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a 

• 

C,    Prime, 

1 

ß**,  vermind.  Secunde, 

7  — 

12g 

J3*,  nbermäss.  Septime, 

42g- 

6 

C,   Ubermäss.  Prime, 

7g- 

-4 

c*.    vermind.  Octave, 

5 

-7g 

D'',  kleine  Secunde, 

3- 

-5g 

ff,    grosse  Septime, 

5g- 

-2 

D,    grosse  Secunde, 

2g- 

-1 

IP,  kleine  Septime,- 

2 

-2g 

£**,  vermind.  Terz, 

6 

10g 

A*,   ttbermäss.  Sexte, 

10g- 

5 

D*,   ubermäss.  Secunde, 

9g- 

-5 

fl**,  vermind.  Septime, 

6 

-9g 

£*,  kleine  Terz, 

2- 

.3g 

A,    grosse  Sexte, 

3g- 

-1 

£,    grosse  Terz, 

4g- 

-2 

A*,   kleine  Sexte, 

3 

-4g 

P,    irermind.  Quarte, 

5  — 

-8g 

G*,   ttbermäss.  Quinte, 

8g- 

-4 

£*,   ttbermäss.  Terz, 

ilg- 

6 

ii*',  vermind.  Sexte, 

7 

11g 

F,    Quarte, 

1- 

-9 

G,    Quinte, 

9 

F*,  UbermJJRS.  Quarte, 

6g- 

-3 

G*,  vermind.  Quinte, 

4— 

■  6g 
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IV. 

VON  DEN  VERSCHIEDENEN  ARTEN  DER  GLEICHSCHWEBENDEN 

TEMPERATÜR. 

§40. 

Wir  haben  bisher  die  gleichschwebende  Temperatur  nach  ihrem 
allgemeinen  Begriffe  aufgefasst ,  wonach  sie  diejenige  Modification  der 
reinen  Intervalle  und  relativen  Schwingungszahlen  der  Töne  ist,  wodurch 
die  gleichbenannten  Intervalle  in  allen  Tonarten  gleiche  Grösse  erhalten, 
mithin  alle  Scalen  von  der  reinen  Scala  gleichviel  abweichen.  Es  ergab 
sich,  dass  diese  Modification  durch  die  Gleichung  t=  iq  —  2  bestimmt 
ist,  in  der  aber,  wenn  die  grosse  Terz  nicht  um  ein  syntonisches  Komma 
oder  ^  gr.  ganz.  Ton  von  der  Reinheit  abweichen  soll ,  q  kleiner  als 
das  Intervall  der  reinen  Quinte  seyn  muss.  Ohne  nun  hier  schon  näher 
zu  erörtern,  ob  diese  Abweichung  unter  allen  Umständen  unstatthaft 
ist,  leuchtet  doch  von  selbst  ein,  dass,  wenn  es  einen  Werth  von  q  giebt, 
der,  ohne  die  Reinheit  der  Quinte  merklich  zu  vermindern,  nicht  nur  die 
grosse  Terz,  sondern  auch  die  übrigen  scalenbildenden  Töne  der  Rein- 
heit möglichst  nahe  bringt,  dieser  allen  andern  (unter  übrigens  glei- 
chen Umständen)  vorzuziehen  seyn  wird.  Bevor  wir  aber  einen  solchen 
Werth  zu  finden  versuchen ,  wird  es  nicht  unzweckmässig  seyn ,  allge- 
mein zu  erörtern ,  welchen  Einfluss  die  Temperirung  der  Quinte  auf  die 
übrigen  scalenbildenden  Töne  ausübt.  Was  nun  zuerst  die  Quarte  be- 
trifft ,  so  schwebt  sie ,  da  ihr  Intervall  =  1  —  q,  immer  um  ebensoviel 
auf-  oder  abwärts  als  die  Quinte  ab-  oder  aufwärts  schwebt.  Von  den 
übrigen  Tönen  kommen  nur  noch  in  Betracht  die  grosse  Secunde,  deren 
temperirtes  Intervall  =  2g  —  1,  und  deren  reines  =  0,16992;  femer 
die  kleine  Terz,  deren  temperirtes  Intervall  =  2  —  3^,  und  deren  rei- 
nes =  0,26303 ;  die  grosse  Terz,  deren  temperirtes  Intervall  =  iq  —  2, 
und  deren  reines  =  0,32193;  die  grosse  Septime,  deren  temperirtes 
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Intervall  =  5g  —  2 ,  und  deren  reines  =  0,90689  ist.  Durch  diese 
Töne  sind  kleine  und  grosse  Sexte  und  kleine  Septime  vermöge  der  Er- 
gänzungen zur  Octave  gegeben. 

Hiemach  ist  nun  die  Abweichung  der  grossen  Secunde  von  der 
Reinheit,  oder  ihre  Schwebung  0,1 6992  —  2g  +  i,  und  die  grosse  Se- 
cunde schwebt  I     -   Hfl»   J®  nachdem  dieser  Ausdruck  ^  0 ,   also 

je  nachdem 

1,16992  —  2g  ^  0,  d.  i.  g  ^  0,58496. 

Da  nun  0,58496  das  Intervall  der  reinen  Quinte,  so  schwebt  die 
grosse  Secunde  zugleich  mit  dier  Quinte  ab-  und  aufwärts.  Femer  ist 
die  Schwebung  der  kleinen  Terz 

0,26303  —  2  +  3g  ^  0,  je  nachdem  g  ^  0,57899.  ' 

Die  kleine  Terz  schwebt  also  1  f  »  ^  [  *  J^  nachdem  die  temperirte 
Quinte  ^  0,57899. 

Ebenso  ist  die  Schwebung  der  grossen  Terz 

0,32193  —  4g  +  2  ^  0,  je  nachdem  g  ^  0,58048. 

Die  grosse  Terz  schwebt  also  I     -   I \   ['  J®  nachdem  die  temperirte 

Quinte  ^  0,58048. 

Endlich  ist  die  Schwebung  der  grossen  Septime 

0,90689  —  5g  +  2  ^  0,  je^  nachdem  g  ^  0,58138. 

( abwärts  J 

Die  grosse  Septime  schwebt  also  J     f   «  ♦  1 »  J^  nachdem  die  temperirte 

Quinte^  0,58138. 

Hieraus  folgt:  1)  wenn  g  >  0,58496,  also  die  Quinte  aufwärts 
schwebt,  so  schwebt  die  kleine  Terz  abwärts,  die  grosse  Terz  aufwärts, 
die  grosse  Septime  aufwärts ; 

2)  wenn  g  <  0,58496,  aber  >  0,58138,  also  die  Quinte  um  we- 
niger als  0,00358  =  j^  gr.  ganz.  Ton  abwärts  schwebt,  so  schwebt 
die  kleine  Terz  abwärts,  die  grosse  Terz  aufwärts ,  die  grosse  Septime 
aufwärts ; 

3)  wenn  g  <  0,58138,  aber  >  0,58048,  also  die  Quinte  um  we- 
niger als  0,00448  =  jpj  gr.  ganz.  Ton,  aber  um  mehr  als  ^  gr.  ganz. 
Ton  abwärts  schwebt,  so  schwebt  die  kleine  Terz  abwärts ,  die  grosse 
Terz  aufwärts,  die  grosse  Septime  abwärts ; 
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4)  wenn  g  <  0,58048,  aber  >  0,57899,  also  die  Quinte  um  We- 
lliger als  0,00597  =  ^  gr.  ganz,  Ton,  aber  um  mehr  als  -^  gr.  ganz. 
Ton  abwärts  schwebt,  so  schwebt  die  kleine  Terz  abwärts ,  die  grosse 
Terz  abwärts,  die  grosse  Septime  abwärts ; 

5)  wenn  }*<  0,57899,  also  die  Quinte  um  mehr  als  ^  gr.  ganz. 
Ton  abwärts  schwebt ,  so  schwebt  die  kleine  Terz  aufwärts ,  die  grosse 
Terz  abwärts,  die  grosse  Septime  abwärts. 

Die  erste  und  einfachste  Bestimmung  von  q,  welche  zu  einer  be- 
friedigenden gleichschwebenden  Temperatur  führt ,  erhält  man ,  wenn 
man  auf  das  BedOrfhiss  der  Musik,  sich  auf  eine  möglichst  kleine  Anzahl 
von  Tönen  zu  beschränken,  Rücksicht  nimmt  und  dabei  insbesondere 
die  Tasteninstrumente  ins.  Auge  fasst.  Da  diese  nämlich  erhöhte  und 
erniedrigte  Haupttöne  nicht  unterscheiden  können ,  sondern  die  nächst- 
benachbarten in  einen  mittleren  Ton  zusammenziehen ,  so  ist  für  sie, 
wovon  schon  in  §  32  Gebrauch  gemacht  wurde, 

C*  =  D*.  D»  =  £*,£»  =  F,P  =  £,  F«=G*,  G»=:A*,  A«  =  ff*,. 

JI«  =  c,  V  =  H. 

Setzen  wir  nun  in  diese  Gleichungen  die  a.  E.  des  §  35  für  die  gleich- 
schwebende Temperatur  ganz  im  Allgemeinen  gefundenen  Intervail- 
werlhe  ein,  so  giebt  jede  derselben  die  Bedingungsgleichung 

iiq  =  T;  woraus  also  folgt  51  =2  — . 

Dies  giebt  nun  die  bis  jetzt  allein  bekannte  gleichschwebende  Tempe- 
ratur, bei  welcher  die  grosse  Secunde  =  j^,  die  kleine  Terz  =  ^,  die 

grosse  Terz  =  ~  und  die  grosse  Septime  =  ^  wird ,  also  die  zwölf 
Töne  und  ihre  Intervalle  diejenigen  Besiimmungen  erhalten ,  die  schon 
in  §  16  und  17  bemerkt  und  hinsichtlich  ihrer  Abweichungen  von  den 
reinen  Intervallen  und  den  relativen  Schwingungszahlen  der  dieselben 
bildenden  Töne  untersucht  worden  sind.  Eine  unmittejbare  Folge  dieser 
Zusammenziehung  der  Töne  (die  also  auch  für  die  Bestimmung  dersel- 
ben  nach  ungleichschwebender  Temperatur  gilt)  ist,  dass  die  in  §  39 
unterschiedenen  26  Intervalle  sich  auf  1 3  reduciren.  Es  wird  nämlich 


Abhandl.  d.  K.  S.  Geß,  d.  Wissenteh.  IV. 
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* 
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3 
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42 
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4 
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8 

verminderte  Quarte ) 

"    12 

tibermäss.  Quinte ) 

42 

Übermässige  Terz ) 

5 

vermind.  Sexte) 

7 
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"    12 

Quinte   .            ) 

42 

Ubermäss.  Quarte    )     _ 

5 

• 

verminderte  Quinte) 

~    42 

Hiemach  sind  dann  diese  paarweise  zusammenfallenden  Intervalle 
und  die  durch  sie  bestimmten  Töne  nur  dem  Namen  nach  von  ein- 
ander  verschieden,  und  so  entsteht  als  eine  Folge  dieser  gleichschwe- 
benden  Temperatur  das,  was  man  jetzt  ziemlich  allgemein  die  »Mehr- 
deutigkeit der  Töne«  zu  nennen  pflegt.  Die  heutige  theoretische 
Musik  macht  diese  gleichschwebende  Temperatur  ausschliesslich  zur 
Basis  der  Compositionslehre ,  wozu  sie  sich  sowohl  durch  ihre  Einfach- 
heit als  durch  ihre  Verwirklichung  auf  dem  universellsten  Instrument, 
dem  Pianoforte,  vorzüglich  empfiehlt.  Die  praktische  Musik  dagegen 
weicht  auf  allen  Instrumenten,  welche  die  Hervorbringung  des  richtigen 
Tons  der  Geschicklichkeit  des  Spielers  überlassen  und  daher  nicht  zu 
einer  Zusammenziehung  der  erhöhten  und  erniedrigten  Haupttöne  ge- 
nöthigt  sind,  von  dieser  Temperatur  wesentlich  ab.  DennesistThat- 
sache,  dass  auf  den  Streichinstrumenten  und  im  Gesänge 
Cis  und  Des,  Dis  und  Es  u.  s.  w.  wirklich  unterschieden 
werden,  und  dass  gerade  durch  diese  Unterscheidung  der  feinere  mu- 
sikalische Sinn  sich  vorzüglich  befriedigt  fuhlt.  *)  Es  fragt  sich  nun,  wie 


*)  Es  muss  befremden ,  diese  Thatsache  nicht  nur  in  den  musikalischen  Lehr- 
büchern, sondern  selbst  in  praktischen  Anleitungen  gänzlich  ignorirt,  ja  geradezu  ver- 
leugnet zu  sehen.  So  sagt  z.  B.  Marx  (allgemeine  Musiklehre;  i.  Aufl.  S.  44):  »c — ds 
klingt  wie  c  —  des,  h  —  c  ist  ebenso  gross  wie  b  —  h  oder  c  —  cw.cc  Die  Wahrheit  ist 
aber,  dass  nur  c  —  cis  und  6  —  h  einerseits,  c  —  des  und  h — c  andrerseits  streng 
gleich,  nicht  aber  jene  Intervalle  diesen  im  Allgemeinen  gleich  sind ;  denn  die  Grosse 
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diese  Thalsache  mit  der  gleichscbwebenden  Temperatur,  an  welche  die 
moderne  Musik  unabänderlich  gebunden  ist,  sich  vereinigen  lässt:  ob 
jene  Abweichungen  nur  als  gelegentliche  Ausnahmen  von  der 
Regel  zu  betrachten  «ind,  oder  ihnen  ein  bestimmtes  Gesetz,  ein 
festes  Princip  zum  Grunde  liegt. 

§42. 
Um  nun  zu  untersuchen,  ob  es  ausser  dem  Werthe  ~,  der  auf  die 
bekannte  gleichschwebende  Temperatur  führt  (die  wir  von  jetzt  an  zur 
Abkürzung  die  gewöhnliche  Temperatur  nennen  wollen),  noch  andre 
Werthe  von  q  giebt,  welche  den  allgemeinen  Forderungen  einer  gleich- 
schwebenden Temperatur  gnügen ,  bieten  sich  uns  zwei  Wege  dar.  Da 
nämlich  q  =  -^  einen  Näherungswerth  der  reinen  Quinte  darstellt ,  so 
kann  zuerst  in  Frage  kommen,  welche  andre  genäherte  Werthe  der 
reinen  Quinte  es  ausserdem  giebt,  und  welche  von  ihnen  den  musika- 
lischen Forderungen  entsprechen.  Die  Gleichung  q  =  ^h*di  aber  auch 
die  Bedeutung,  dass  12  Quinten  nahe  gleich  7  Octaven  sind,  dass  also, 
wenn  man  vom  Grundton  aus  nach  temperirten  Quintenintervallen  von 
der  Grösse  jx  fortschreitet,  die  1 2te  Quinte  mit  der  7ten  Octave  zusam- 
mentrifil,  woraus  der  gemeine  Quintencirkel  entsteht  (vgl.  §  37). 
Da  bis  auf  8  Decimalstellen  genau  das  reine  Quinteniutervall  =  0, 58  496250 
ist,  so  wird  das  Zwölffache  hiervon  =  7,0195500.  Es  übertrifft  also 
das  Intervall  von  12  Quinten  das  von  7  Octaven  um  0,01955  oder  nahe 
um  —  gr.  ganz.  Ton,  ein  Intervall,  welches  das  di tonische  oder  py- 
thagorische  Komma  heisst,  und  dem  die  relative  Schwingungszahl 
524288  6^tsP"cht.  Es  kauu  nun  nach  dieser  Auslegung  des  Werthes  ~  ' 
der  temperirten  Quinte  zweitens  untersucht  werden^  ob  es  ausser  dem 
gemeinen  noch  andre  Quintencirkel  giebt,  die  in  noch  grösserer  Schärfe 
auf  ein  rationales  Yerhältniss  des  Intervalls  der  Quinte  zu  dem  der  Octave 
führen  und  sonst  den  musikalischen  Anforderungen*  entsprechen.  Ob 
diese  beiden  Wege  zu  einem  und  demselben  Endziele  leiten,  oder  einer 
dem  andern  vorzuziehen  ist ,  kann  sich  erst  durch  den  weiteren  Verfolg 
derselben  ergeben. 


jener  ersteren  wird  darch  Iq  —  i,  die  der  letzteren  durch  3  —  5^  ausgedrückt,  welclie 

7 

Werthe  nur  wenn  g  =»  --,  alsotnur  in  der  gleichschwebenden  Temperatur  der  Tasten- 
instrumente zusammenfallen.  Aehnliche  Behauptungen  wie  die  vorstehenden  kann  man 
in  Spohr's  Yiolinschule  lesen. 
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§43. 

Was  nun  den  ersten  dieser  beiden  Wege  betrifft,  so  giebt  es  zwar 
unzahlig  viele  genäherte  Werthe  des  reinen  Quintenintervalls ,  die  sich 
in  rationalen  Brüchen  ausdrücken  lassen.  Diejenigen  aber,  welche  sich 
diesem  Werth  mit  steigender  Genauigkeit  nähern  und  ihn  in  den  klein- 
sten Zahlen  darstellen ,  erhält  man ,  wenn  jenes  Intervall  durch  einen 
Kettenbruch  ausgedrückt  wird.   Nun  ist  das  Intervall  der  reinen  Quinte 

=  j—j.  Man  könnte  also  diesen  Ausdruck  in  einen  Kettenbruch  ver- 
wandeln. Da  jedoch  derselbe  mit  mehr  als  zureichender  Genauig- 
keit durch  0,58496S5  oder  ^^  dargestellt  v^rd,  so  ist  es  einfacher, 
diesen  Werth  durch  einen  Kettenbruch  auszudrücken.  Hierdurch  wird  nun 

46797  4 


80000  4  +  4 


4  +  < 


%  +  i 


a  +  4 


8  +  4 


<+< 


5  +  4 


a  +  4 


23  +  4 


4+4 


^+1 

2 


woraus  sich  nach  bekannter  Methode  die  genäherten  Werthe 

1  =  0,5;    1  =  0,6;    ^=^0,5833333;    fj  =  0,5853659; 

Jl  =  0,5849057;  |f;  =  0,5849673;   JJJ  =^  0,5849624;  u.s.f. 

ergeben,  die  abwechselnd  kleiner  und  grösser  als  der  wahre  Werth 
sind.  Von  diesen  Werthen  ist  nun  der  dritte  das  Quintenintervall  der 
gewöhnlichen  Temperatur.  Der  vierte  ^  giebt  eine  um  0,0004034  oder 

j^  gr.  ganz.  Ton  aufwärts  schwebende ,  also  so  gut  als  völlig  reine 

Quinte,  aus  der  das  Intervall  der  grossen  Terz  ^  =  0,34146  folgt,  so 

dass  also  die  grosse  Terz  um  0,01 953  oder  ^j  gr.  ganz.  Ton  (nahe  das 

A4 

pythagorische  Komma)  aufwärts  schwebt.  Der  fünfte  Werth  ^  giebt  eine 
um  0,0000568  oder  ^^^pj  gr.  ganz.  Ton  abwärts  schwebende  Quinte, 
die  auf  das  Intervall  der  grossen  Terz  ^  =  0,33962  ftLhrt,  so  dass  diese 
um  0,01 769  oder  -^  gr.  ganz.  Ton  aufwärts  schwebt,  u.  s.  f.  Bevor  wir 
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nan  die  Brauchbai^eit  dieser  Werthe  in  nähere  .Betrachtang  ziehen, 
wollen  wir  erst  untersuchen ,  ob  auf  dem  zweiten  angegebenen  Wege 
sich  Näherungswerthe  des  Intervalls  der  Quinte  finden  lassen ,  die  zwar 
noth wendig  weniger- genau  seyn  können,  vielleicht  aber -dasselbe  mit 
schärferer  Genauigkeit  als  ^  und  zugleich  in  kleineren  Zahlen ,  als  es 

durch  II  und  ^  geschieht,  darstellen. 


•   §44. 

Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  eine  Tafel  aller  Vielfachen  des  Inter- 
valls der  reinen  Quinte,  von  dem  1  Sfachen  bis  zum  SSfachen  derselben. 
Bezeichnen  wir  das  reine  Quintenintervall  0,5849625  zum  Unterschied 
vom  temperirten,  q,  durch  q^ ,  so  erhalten  wir  folgende  bis  auf  die  let2te 
Decimale  genaue  Ergebnisse.  Es  ist 


<3?,  = 

=    7,60451 

34?,= 

=  19.88873 

Hq,= 

=    8,18948 

35?,= 

=  20,47369 

45?,= 

=    8,77444 

36?,= 

=  21,05865 

16?,= 

=    9,35940 

37?,= 

=  21,64361 

<7?,  = 

=    9,94436 

38?,  = 

=  22,22858 

18?,= 

=  10,52933 

39?,  = 

=  22,81354 

19?,= 

=  11,11429 

40?,  = 

=  23,39850 

20?,= 

=  11,69925 

41?,= 

=  23,98346 

21?,= 

=  12,28421 

42?,= 

=  24,56843 

22?,= 

=  12,86918 

43?,= 

=  25,15339 

23?,  = 

=  13,45414 

.  449.  = 

=  25,73835 

24?,= 

=  14,03910 

■  45?,  = 

=  26,32331 . 

25?,  = 

=  1 4,62406 

46?,  = 

=  26,90828 

26?,  = 

=  25,20903 

47?.  = 

=  27,49324 

27?,= 

=  15,79393 

48?,= 

=  28,07820 

28?,  = 

=  16,37895 

49?,  = 

=  28,66316 

29?,  = 

=  16,96391 

50?,= 

=  29,24813 

30?,  = 

-17,54888^ 

51?,= 

=  29,83309 

31?,= 

=  18,13384 

52?,= 

-  30,41805 

32?,= 

-  1 8.71 880 

53?,= 

=  31,00301 

33?,  = 

=  1 9,30376 

- 
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Von  diesen  Vielfachen  kommen  nun  zuvörderst  24^^ ,  36gj ,  48^^, 
nicht  in  Betracht,  da  sie  blos  die  Vielfachen  des  Cirkeis  von  12  Quinten 
sind.  Von  den  übrigen  nähenx  sich  bis  auf  weniger  als  0,2  einer  ganzen 
Zahl  vonOetaven  17^,,  1%,  22gj,  29?^,  31?,,  39(/j,  iiq^,  43?,,  46?^, 
51^1,  53^1,  von  denen  41 9,  und  53g,  schon  aus  dem  vorigen  §  bekannt 
sind.  Unter  den  übrig  bleibenden  geben  aber  nur  19?,,  31?,,  43?,  ab- 
wärts schwebende  Quinten ,  die  der  andern  schweben  aufwärts.  Denn 
ist  allgemein  mq^  =  n  +  w,  wo  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  sind  und 
+  w  die  kleinste  Differenz  zwischen  dem  Vielfachen  m?,  und  der  ganzen 
Zahl  n  von  Octavenintervallen  ausdrückt,   und  soll  mq  =  n  seyn,  so 

folgt  ?  =  ?,  +^;  die  temperirte  Quinte  schwebt  also    a^f^a^^^  J® 

nachdem  m?,  ^  »  ist;  es  fordert  also  die  abwärts  schwebende  Quinte 
I»?,  >9i.  Dies  ist  nun  aber  nur  bei  den  drei  bezeichneten  Vielfachen  der 
Fall ,  von  denen  1 9?,  >  1 1 ,  31  ?,  >  1 8 ,  43?,  >  25  ist,  indess  1 7?,  <  9, 
22?,<13,  29?,<17,  39?,<23,  46?^<27,  51?,<30.  Es  können 
also  nur  jene  drei  Vielfache ,  welche  die  temperirten  Quintenintervalle 

4  1  4  R         9^ 

49 '  jT '  43  S^^^^ »  ^^^  Temperaturbestimmungen  tauglich  seyn.  In  wel- 
chem Grade  sie  sich  dazu  eignen,  wollen  wir  specieller  untersuchen. 


§45. 

Der  Werth  des  Intervalls  der  temperirten  Quinte  ? 
giebt  folgendes  Tonsystem : 


ü 
49 


Q,57895 


E^ 


C 
(? 

D 
Iß 

E^ 

E 

pb 

F 


0 

h_ 

49 

49 
%_ 

49 
49 

49 
49 

2_ 

49 
49 
49 


0,00000 
0,05263 
0,10536 
0,15790 
0,21053 
0,26316 
0,31579 
0,36842 
0,42105 
0,47368 


m 


c 


II 
IP 

A 

A^ 

G« 

G 

G' 


1 

49 

ü 
49 

46 
49 
45 

49 
U 

49 
4S 

49 
42 

49 

ü 
49 

42 
49 


1,00000 

0,94737 

0,89474 

0,84210 

0,78947 

0,73684 

0,68421 

0,63168 

0,57895 

0,52632 


I 

I 


ÜBER  MCSIKALISCHE  TONBESTIÜMUNG  UND  TeMP^BATVB.  71 

Die  AbweichuDg  des  Quintenintervalls  von  der  Reinheit  beträgt 
hier  0,00601   oder  ^^  gr.  ganz.  Ton;  die  des  Intervalls  der  grossen 

Terz,  welche  abwärts  schwebt,  0,00614  oder  ^  gr.  ganz.  Ton.   Für 

die  kleine  Terz,  welche  aufwärts  schwebt,  ist  sie  =  0,00013  oder  j^z-^ 
gr.  ganz.  Ton;  für  die  abwärts  schwebende  grosse  Secunde  =  0,01203 
oder  1^  gr.  ganz.  Ton ;   für  die  abwärts  schwebende  grosse  Septime 

=  0,01215  oder  ^  gr.  ganz.  Ton.  Hiemach  ist  in  diesem  System  die 
kleine  Terz  und  grosse  Sexte  so  gut  als  völlig  rein,  Quinte  und  Quarte, 
grosse  Terz  und  kleine  Sexte  weichen  von  der  Reinheit  fast  unmerklich, 
grosse  Secunde  und  kleine  Septime,  kleine  Secunde  und  grosse  Septime 
um  weniger  ab  als  die  kleine  Terz  und  grosse  Sexte  in  der  gewöhnlichen 
Temperatur,  also  um  eine  zulässige  Grösse.  Das  System  bietet  also  hin- 
sichtlich des  Grades  seiner  Reinheit  keinen  erheblichen  Anstoss  dar. 
Die  grössere  Stufe  seiner  Scala  (§  36)  2g  —  1  ist  =  ^ ,  die  kleinere 

3  —  5q  =  ~y  die  letztere  also  =  y  der  ersteren ,  so  dass  die  Stufen- 
folge der  Durscala  ist : 

3,  3,  2,  3,  3 ,  3,  2, 
die  Bewegung  durch  die  Tonleiter  also  sich  dem  gleichmässigen  Fort- 
schritt mehr  nähert  als  in  der  Tonleiter  2 ,  2 ,  1 ,  2 ,  2 ,  2 ,  1  der  ge- 
wohnlichen  Temperatur ,  darum  aber  auch  träger ,  weniger  rhythmisch 
erscheint.  Kann  nun  diese  Eigenschaft  des  Systems  bedenklich  scheinen, 
so  stehen  ihm  noch  zwei  andre  Ausstellungen  entgegien.  Erstens  näm- 
lich ist  das  Intervall  der  zwei  nächst  benachbarten  Töne  0*  und  D*,  Iß 
und  jB*  U.S.  w.  =  ;j^  =  0,05263,  oder  ^  g.  g.  T.,  was  ohne  Zweifel 
ein  viel  zu  bedeutender  Unterschied  ist.  Sodann  aber  sind  die  Abwei- 
chungen von  der  gewöhnlichen  Temperatur  für  mehrere  Töne  so  bedeu- 
tend,  dass  beim  Zusammenspiel  von  Streich-  und  Tasteninstrumenten,  wenn 
die  ersteren  sich  nach  der  vQrUegenden  Temperatur  richteten,  Missklänge 
unvermeidlich  wären.  Denn  diese  Abweichungen  sind  z.B.  für  6^=^^, 

fttr  D»  =  :j;3,  für  F»=^,  für  (?»  =  ;i;3  g.  g.  T. 
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46. 


48 


Das  temperirte  Quintenintervall  q  =  ^  =z  0,58065  führt  auf  fol- 
gendes Tonsystem: 
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84 

=  0,58065 

F^  = 

47 
84 
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G*  = 

__  46  _ 

Oi    — 

=  0,51613 

Es  mag  hier  zuvörderst  eine  Bemerkung  ihre  Steile  finden,  die  nicht 
blos  dieses  Tonsystem,  sondern  auch  die  nachfolgenden  betrifft :  diese 
nämUch,  dass  es  nicht  als  ein  Tadel  eines  Tonsystems  gelten  kann,  wenn 
es  auf  doppelt  und  mehrfach  erhöhte  Haupttöne  und  somit  auf  Töne 
führt,  die  in  der  Musik  nicht  vorkommen.  Denn  v^enn  sich  von  diesen 
Tönen  ihnen  eigenthttmliche  Zahlwerthe  angeben  lassen ,  so  sind  sie 
nicht  blos  in  der  Einbildung  vorhandene  (sogenannte  papieme) ,  sondern 
w^irkliche,  reelle.  Dass  die  Musik  von  diesen  Tönen  keinen  Gebrauch 
macht,  rührt  nur  daher,  dass  sie  sich  auf  1 2  oder  höchstens  1 4  Tonarten 
beschränkt,  die  übrigen  aber,  wegen  ihrer  geringen  Verschiedenheit 
von  jenen  bräuchlichen  und  der  Schwierigkeit  des  Spiels  in  ihnen  auf 
den  Instrumenten,  welche  eine  feinere  Unterscheidung  der  Töne  gewäh- 


Ober  mosikalischb  Tonbbstimmdng  uüd  Tempbbatur. 


73 


ren ,  anberttcksichtigt  lässt.  Sie  leugnet  aber  nicht  und  kann  nicht  leug- 
nen, dass  in  der  Consequenz  ihres  Princips  doppelt  und  mehrfach  er- 
höhte und  erniedrigte  Töne  liegen,  denn  sie  kann  nicht  behaupten,  dass 
z.B.  Gfw-dur,  der  auf  F**,  Dw-dur,  der  auf  F^  und  CP,  Da^-moU,  der 
auf  jff**,  Ge»-moll,  der  auf  fl**  und  £**  führt,  unmögliche  Tonarten  sind. 
Diese  ungebraucht  liegen  bleibenden  Töne  werden  dem  System,  in  wel- 
chem sie  vorkommen ,  auf  keine  Weise  zum  Hinderniss ,  wofern  nur  die 
Beßtimmung  der  in  Gebrauch  kommenden  musikalisch  genügend  er- 
scheint. Man  kann  sie ,  wo  es  nicht  auf  Yollst&ndigkeit  der  Uebersicht 
ankommt ,  ganz  übergehen ,  zum  System  aber  gehören  sie ,  als  Glieder 
des  zum  Grunde  liegenden  Quintencirkels ,  wesentlich. 

Was  nun  das  vorliegende  besondre  System  betrifft,  60  ist  die  Ab- 
weichung von  der  Reinheit:  fUr  die  Quinte  =  0,00431  =  j^  g.  g.  T.; 

für  die  aufwärts  schwebende  grosse  Terz  =  0,00065  =  ^—-^  g.  g.  T.; 

fUr  die  abwärts  schwebende  kleine  Terz  = 

für  die  abwärts  schwebende  gr.  Secunde  = 

für  die  abwärts  schwebende  gr.  Septime  = 


0,00065  : 
0,00496 
0,00864 
0,00366 


84,8  8-  8-  ••••; 


""  46,4   8-    8-  T. 

Es  ist  hier  also  die  gr.  Terz  und  kl.  Sexte  so  gut  als  völlig  rein,  die 
übrigen  scalenbildenden  Töne  aber  weichen  von  der  Reinheit  noch  we- 
niger ab  als  in  dem  System  des  vorigen  §s.  Die  grössere  Stufe  der  Ton- 

8  8 

jT ,  also  =  Y  dör  grösseren. 


leiter  wird  hier  ===37,  die  kleinere  = 
Hierdurch  wird  die  Stufenfolge  der  Durscala 

5,     5,     3,     5^     5,     5,     3 

und  nähert  sich  somit  mehr  der  der  gewöhnlichen  Temperatur.  Die  In- 
tervalle zwischen  (ß  und  D*,  D^  und  F*  u.  s.  w.  betragen  hier  ^  =  0, 03226 

oder  j~  g.  g.  T. ,  sind  also  bedeutend  kleiner  als  im  vorigen  System. 
Endlich  sind  auch  die- Abweichungen  von  der  gewöhnlichen  Temperatur 
geringer  als  dort ;  denn  diese  betragen :  für  C*  nur  -x-.  für  D^  noch  4",  für 


F*  hoch  jy^,  für  G*  noch  y^  g.  g.  T.   Dieses  Tonsystem  erscheint  also 
in  jeder  Hinsicht  vollkommener  als  das  im  vorigen  §  entwickelte. 


74 


M.  W.  Drobisgh, 


§47. 

Das  temperirte  Quintenintervall  q 
folgendes  Tonsystem: 


25 


H» 


C»» 


ßm 


C    = 

o»  = 

E^  = 

C«»  = 

£;»*  = 

m  = 

m  = 

E    = 
F*  = 

£»  = 
F    = 

G**  = 

F*  = 


0 


=  0,00000 
=  0,02326 
=  0,04651 
=  0,06977 
=  0,09302 
=  0,11628 
=  0,13953 
=  0,16279 
=  0,18605 
=  0,20930 
=  0,23256 
=  0,25581 
=  0,27907 
1^  =  0,30233 
1|  =  0,32558 
=  0,34884 


43 
48 
48 
48 
43 

48 

7^ 
43 

43 

48 
40 

43 

11 
48 

1? 
48 

1? 
43 

11 
48 

45 

43 
46 


^  =  0,37209 
JJ  =  0,39535 
^  =  0,41860 
11  =  0,44187 
=  0,46512 
?J=  0,48837 


47 
48 

1? 
48 

49 

43 

20 

43 


A^ 


G» 


£8» 


f|  =  0,581 40  endlich  giebt 


c 

c* 

H 

Am 

c" 

A^ 
(^ 

A 

A' 
G« 

G 

G* 


1 

42 

43 
44 

48 
40 
48 
89 
43 
38 

43 
87 

43 
86 

43 
85 

43 

84 

48 
38 

48 
82 

48 

il 

48 
80 
48 
29 

48 

28 

43 

27 

43 
26 

48 
25 

48 
24 

48 
23 

48 
22 

43 


1,00000 
0,97674 
0,95349 
0,93023 
0,90698 
0,88372 
0,86047 
0,83721 
0,81395 
0,79070 
0,76744 
0,74419 
0,72093 
0,69767 
0,67442 
0,64116 
0,62791 
0,60465 
0,58140 
0,55813 
0,53488 
0,51163 


In  diesem  System  ist  die  Abweichung  von  der  Reinheit :  für  die 


Quinte  =  0,00356 


47,7 


g.  g.  T. ;  fUr  die  aufwärts  schwebende  grosse^ 


Terz  =  0,00365  =  ^^  g.  g.  T. ;  für  die  abwärts  schwebende  kleine 

Terz  =  0,00722  = 

cunde  =  0,0071 4  : 

time  =  0,00009  =  j^  g.  g.  T.  Quinte,  Quarte,  gr.  Terz  und  kl.  Sexte 


46,5 

^3-5  g-  8-  T. ;  für  die  abwärts  schwebende  gr.  Se- 

•  äF7  8-  g-  T. ;  für  die  aufwärts  schwebende  gr.  Sep- 
4 
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weichen  also  hier  von  der  Reinheit  fast  gleich .  und  halb  so  viel  ab ,  als 
kl.  Terz ,  gr.  Sexte ,  gr.  Secunde  und  kl.  Septime ,  deren  Abweichun- 
gen ebenfalls  fast  gleich  sind.  Die  Grösse  aller  dieser  Abweichungen  ist 
so  gering ,  dass  sie  für  völlig  unmerklich  gelten  können ;  die  gr.  Septime 
aber  ist  so  gut  als  vollkommen  rein.  Die  grössere  Stufe  der  Tonleiter  ist 
in  diesem  System  =  ^,  die  kleinei-e  =  j^ ,  also  =  yder  grösseren. 
Demnach  ist  hier  die  Stufenfolge  der  Durscala  : 

7,   7,   4,   7,   7,    7,    4, 
und  nähert  sich  also  der  der  gewöhnlichen  Temperatur  noch  mehr  als  in 
dem  System  des  vorigen  §s.  Die  Intervalle  zwischen  C^  und  D*,  Iß  und 
£?*  u.  s.  w.  sind  hier  =  ^3-  =  0,02326  oder  ^  g.  g.  T.  Die  Abweichung 

von  der  gewöhnlichen  Temperatur  endlich  beträgt  für  C*  nur  noch  ^, 

für  Iß  noch  ^,  fllr  F«...~,  für  G*...^  g.  g.  T.  Nur  die  letztere  also 
ist  grösser  als  im  vorigen  System.  Mit  diesem  verglichen,  erscheint  dem- 
nach das  System,  welches  auf  dem  Girkel  von  43  Quinten  beruht,  in 
eiazelnen Tönen  zwar  weniger,  im  Ganzen  aber  gleichmässiger  rein, 
als  das  aus  dem  Girkel  von  31  Quinten  hervorgehende,  insbesondere 
aber  in  Bezug  auf  die  grössere  Reinheit  der  Quinte  und  Quarte  und  das 
Verhältniss  der  beiden  Tonstufen  vollkommener  als  dieses  letztere. 

§48- 
In  Folge  dieser  steigenden  Vollkommenheit  der  drei  ausgeführten 

Systeme  "^j  erbebt  sich  nun  von  selbst  die  Frage,  ob  nicht  ein  Tonsystem 
möglich  ist,  welches  sich  in  Bezug  auf  die  scalenbildenden  Töne  und 
ihre  Intervalle  der  Reinheit  mehr  nähert  als  jedes  andere. 
Es  giebt  in  der  Tbat  ein  solches  System,  und  wir  können  es  ohne 
Schwierigkeit  nachweisen.  Da  nämlich  durch  die  grosse  Secunde,  grosse 
Terz,  Quinte,  grosse  Septime  und  kleine  Terz  oder  grosse  Sexte  die 
übrigen  scalenbildenden  Töne  gegeben  sind,  so  wird  man  nach  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  diejenigen  Intervallwerthe  dieser 
Töne,  welche  die  grösstmögliche  Annäherung  der  Gesammtheit  dersel- 
ben an  die  reinen  Intervalle  darstellen,  erhalten,  wenn  man  das  Quin- 
teuintervall  q  so  bestimmt,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Differenzen 
zwischen  den  allgemeinen,  von  q  abhängigen  Ausdrücken  der  temperirten 

*)  Zu  ihnen  könnte  als  viertes  auch  noch  das  aus  50  Quinten  gezählt  werden,  wel- 
ches gr  3=»  ~  ns  0,58000  giebt,  demnach  zwischen  den  Systemen  aus  49  und  34Quin«- 

UV 

(cn  fast  genau  in  der  Mitte  liegt  und  darum  der  Ausführung  nicht  bedarf. 
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Intervalle  jener  fünf  Töne  mit  den  gleichnamigen  reinen  Intervallen  ein 
Minimum  wird.  Da  nun  das  temperirte  Intervall  der  grossen  Secunde 
=  iq  —  i ,  das  der  grossen  Terz  =  iq  —  2,  das  der  Quinte  ==  q ,  das 
der  grossen  Sexte  =  3^  —  i ,  das  der  grossen  Septime  =  5g  —  2  war 
(§39),  so  fordert  die  angegebene  Bedingung,  wenn  wir  die  reinen 
Intervalle  der  genannten  Töne  der  Reihe  nach  durch  d,  e,  g,  a,  h  be- 
zeichnen ,  dass  die  Summe 
(rf_2g  +  1)J  +  (e_4?+2)»  +  (sf-g)^  +  (a-3jr+i)^  +  (A— 5g+2)^ 

ein  Minimum  sey.  Dieser  Forderung  wird  Gnüge  geleistet ,  wenn  wir 
den  Differentialquotienten  dieser  Summe  in  Bezug  auf  die  Veränderliche 
q  gleich  Null  setzen.  Hieraus  ergiebt  sich 

„ «8  +  2d  +  4«  +  ^  +  »a  +  5Ä 

q_ _ 

Setzt  man  nun  für  die  Intervalle  d,  e,  g,  a,  h  ihre  logarithmischen  Aus- 

logl      logi      log|-      log|-      log^^ 

drücke  j^^,  j^^,  j^,  -j^^,  35^,  so  erhält  man  nach  einigen 
Reductionen 

?  55.1oga   ' 

woraus  sich  ergiebt 

5  =  0,5810541, 

■ 

was  der  gesuchte  Werth  des  temperirten  Quintenintervalls  ist.  Offenbar 
können  nun  die  den  beiden  in  den  §§46  und  47  entwickelten  Tonsyste^ 
men  zum  Grunde  liegenden  Werthe  5  =  i?  =  0,58065  und  ?  =  4§ 
=  0,58140  als  Annäherungen  an  den  so  eben  gefundenen  Werth  von  q 
angesehen  werden.  Die  schärfsten  Näherungswerthe  in  den  kleinstmög- 
liehen  Zahlen  aber  erhält  man  durch  Verwandlung  des  gefundenen  Werths 
von  q  in  den  Kettenbruch 

0,5810541  = 


4+i 


4+i 


a  +  4 


<+< 


<  +  4 


«  +  4 


a  +  4 


5  +  4 


i+j 

4 


aus  dem  wir ,  wenn  wir  uns  auf  diejenigen  Näherungswerthe  beschrän- 
ken ,  die  aus  ein*^  oder  zweiziffrigen  Zahlen  bestehen ,  erhalten 
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All 

so  dass  also  unter  diesen  Brüchen  ;^==0, 58108  dem  genauen  Werthe 
der  gefundenen  temperirten  Quinte  am  nächsten  kommt. 

§49. 

Aus  diesem  Werthe  von  q  ergiebt  sich  nun  ein  Tonsystem,  welches 
wir  als  das  der  möglich  reinsten  gleichschwebenden  Tempe- 
ratur werden  bezeichnen  dürfen.  Wir  begnügen  uns,  dasselbe  bis  zu 
den  doppelt  erhöhten  und  erniedrigten  Haupttönen  und  denjenigen  drei- 
fach erniedrigten ,  welche  einige  von  ihnen  zur  Octave  ergänzen,  darzu- 
stellen und  den  scharfen  Bestimmungen  der  Intervalle  die  genäherten, 
durch  74stel  ausgedrückt,  in  Klammem  beizufügen. 


c   = 

=  0,00000 

D»»  = 

=  0,02735 

Ät»  = 

=  0,04003 

(ß  = 

=  0,06738 

D*  = 

=  0,09473 

JE»*  = 

=  0,42208 

C«»  = 

=  0,13476 

D    = 

=  0,46211 

1?»*  = 

=  0,18946 

m  = 

=  0,22949 

E*  = 

=  0,25684 

F**  = 

=  0,28419 

D»».= 

=  0,29687 

E    = 

=  0,32422 

f*  = 

=  0,35167 

£»  = 

=  0,39160 

F    = 

=  0,41895 

G»*  = 

=  0,44630 

J^iHI  — 

=  0,45897 

F«  = 

=  0.48632 

74 
74 

74 

T_ 

74 

74 
fO 

74^ 

74, 

11 
74 

74 

74 

?i 

74 

74 

'84' 

74^ 

^ae 

74 

W 

74 

ü 

74 

W 

.74 

74 

74 


C        = 

H  = 
A«»  = 
c**  = 
IP  = 

A»  = 

A      = 

fl»*  = 

A*  = 
G«  = 

A"  = 
G    = 

ii»*  = 
G*  = 


1 ,00000 
0,97265 
0,95997 
0,93262 
0.90527 
0,87792 
0,86524 
0,83789 
0,81054 
0,77051 
0,74316 
0,71581 
0,70313 
0,67578 
0,64843 
0,60840 
0,58105 
0,55370 
0,54103 
0,51368 
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Die  Abweichungen  von  der  Reinheit  sind  nun  hier:  für  die  Quinte 
=  0,00391  =  ^J^  g.  g.  T.;    für  die  grosse  Terz  —  0,00229  =  ^ 

g.  g.  T. ;  ftlr  die  kleine  Terz  =  0,0061 9  =  —  g.  g.  T. ;  für  die  grosse 

Secunde  =  0,00782  =  ^g.g.T.;  für  die  grosse  Septime  =  0,001 62 

=  TöW  8-  g-  T.  —  Gegen  das  System  aus  43  Quinten  gehalten  ist  also 
hier  die  Reinheit  der  Quinte ,  grossen  Secunde  und  grossen  Septime 
etwas  geringer,  die  der  beiden  Terzen  jedoch  grösser.  Dass  aber  dieses 
System  in  der  Totalität  der  scalenbildenden  Töne  reiner  ist  als  jedes  der 
zuvor  dargestellten,  erhellt  deutlich,  wenn  man  die  Summe  der  Quadrate 
der  (theils  positiven,  theils  negativen)  Abweichungen,  welche  hier  auf 
ein  Mininium  gebracht  ist ,  sowohl  für  dieses  System  als  für  die  andern 
wirklich  berechnet.  Es  ergiebt  sich  dann : 

für  (^  »B  0,58105      IjTJ  die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichuogen  =••  0,0001225; 

25 
„   ^  =  0,B8U0  =  ^      „        „         „  „  „  „  =0,0001290; 

„    9  «=  0r,58065  =  i5      ^,        ,,         ,,  ,,  ^,  „  =0,0001315; 

„    9  =  0,57895  =  1^      „        „         „  „  „  „  =0,0003659; 

„    9  =  0,58333  =  :j^     „        „         „  ,,  „  „  '^  0,0004089. 

Diese  Uebersicht  weist  also  die  steigende  Reinheit  der  entwickelten 
Tonsysteme  von  dem  der  gewöhnlichen  Temperatur  aus  bis  zu  dem  der 
möglich  reinsten  nach.  Es  kann  an  der  letzteren  auch  nicht  für  einen 
gewichtigen  Tadel  gelten,  dass  die  Quinte  wenigervrein  ist  als  die  grosse 
Terz  und  grosse  Septime;  denn  das  Ohr  empfindet  eine  Abweichung  um 
^  des  ganzen  Tons  fast  so  wenig  als  die  um  j^  und  ^.  —  Die  grös- 
sere Stufe  dieses  Systems  ist  sehr  nahe  =  ^,  die  kleinere  =  ^  der 

Octave ,  also  =  j^  der  grösseren ,  daher  die  Stufenfolge  der  Durscala 

12,  12,  7,  12,  12,  12,  7, 
die  sich  der  der  gewöhnlichen  Temperatur  mehr  nähert  als  alle  vorigen. 
—  Die  Intervalle  zwischen  (?  und  Z)* ,  fl*  und  E^  u.  s.  w.  sind  hier 
=  0,02735  =  ^  g.  g.  T.,  also  ^össer  als  in  den  Systemen  aus  31  und 
43  Quinten.  Die  Abweichung  von  der  gewöhnlichen  Temperatur  end- 
lich beträgt  fürO*...  j^g.  g.  T.,  fürD»...g^g.  g.  T.,   fürF<^...^ 

g.  g.  T. ,  für  G* . . .  g-g ,  ist  also  für  die  drei  ersten  von  diesen  Tönen 
etwas  grösser,  für  den  letzten  aber  geringer  als  im  System  aus  43  Quinten. 
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§  50. 

Errullt  nun  dieses  letzte  unter  den  vier  dargelegten  Tonsystemen, 
welche  erhöhte  und  erniedrigte  T(^ne  unterscheiden,  die  musikalische 
Forderung  möglichst  reiner  Scalen  in  allen  Tonarten  so  vollständig,  als 
es  der  Natur  der  Sache  nach  überhaupt  möglich  ist,  so  steht  doch  seiner 
Anw^endbarkeit  in  der  Musik  ein  Bedenken  entgegen ,  das  zugleich  die 
drei  anderen  Temperaturen  derselben  Art  trifft,,  auf  das  aber,  obgleich 
diese  letztgenannten  nicht  neu  sind  ,'^)  die  theoretischen  Schriften  über 
Musik,  so  weit  sie  uns  bekannt  wurden,  nicht  aufmerksam  machen.  In  allen 
diesen  Tonsystemen  nämlich  liegt,  eben  so  wie  in  der  oben  (§29 f.)  er- 
wähnten und  beurtheilten  akustischen  Tontabelle ,  C^  tiefer  als  D^,  Iß 
tiefer  als  £*,  F^  tiefer  als  G*  u.  s.  f.  Diese  Lage  wird  auch  in  den  Schrif- 
ten über  Gompositionslehre,  sofern  sie  überhaupt  des  ganzen  Unterschie- 
des gedenken,  als  die  richtige  anerkannt."^)  Gegen  diese  Angabe  hat 
Herbart  in  einer  Abhandlung  ,,über  die  Tonlehre*****)  folgenden 
Einwand  gemacht:  »Wir  stellen  —  sagt  er  —  in  Abrede,  was  die 
physikalischen  Schriften  von  der  sogenannten  enharmonischeu  Tonfolge 
zu  sagen  pflegen.  Nach  ihnen  sollen  die  Töne  so  auf  einander  folgen: 
c,  eis,  des,  d,  dis,  es,  e  u.  s.  w. ,  anstatt  dass  sie  folgen  müssen:,  c,  des, 
eis,  d,  es,  dis,  e  u.  s.  w.  Fortschreitungen  wie  diese 

d,    e*,    ^,   e 

b     c     h     h 

f     f     f    e 

B   A    A    G^ 
sind  in  der  Musik  nicht  selten.   Nun  weiss  Jedermann ,  dass  die  falsche 
Quinte  es  im  Sext-Quinten-Accorde  sich  unterwärts  auflösen  muss ,  hin- 
gegen dis  nach  Oben  zu  e  hinstrebt.    Wenn  also  ein  Yiolinspieler  oder 


*)  Es  hat  z.  B.  das  aus  43  Quinten  entstehende  schon  Sauveur  in  den  Mem.  de 
FAcad.  de  Paris,  4704,  angegeben  (vgl.  Opelt  über  die  Natur  der  Musik  S.  39);  das  aus 
34  Quinten  Galin  (s.  Delezenne  in  dem  Receuil  de^  travaux  de  la  societe  des  scierices 
de  Liile,  4  8«7,  p.  20). 

**)  So  sagt  z.B.  G.  Weber  (Theorie  der  Tonsetzkunst  Bd.  I.  S.  35.  2. Aufl.):  die 
Taste  zwischen  C  und  D,  wenn  sie  als  Cis  vorkommt,  soll  eigentlich  nicht  ganz  so  hoch 
klingen,  wie  wenn  sie  als  Des  erscheint;  Fis  nicht  ganz  so  hoch  wie  Ges,  Es  nicht  so 
tief  wie  JHs,  Eis  nicht  ganz  so  hoch  wie  F  u.  s.  w.  * 

***)  Psychologische  Untersuchungen,  I,  S.  4  04  (Werke,  I,  S.  Ä60). 
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Sänger  es  spielt  oder  singt ,  so  treibt  ihn  sein  Gefühl  nach  Uoten  (?  soll 
wol  heissen  Oben) ;  soll  er  nun  es  in  dis  verwantleln ,  so  bekoinmt  er 
einen  Impuls  nach  Oben.  In  Folge  dieses  Impulses  muss  er  den  Ton  es 
nicht  erniedrigen  (denn  es  wird  ihnf  verboten,  n?ich  Unten  sich  zu  wen- 
den) ,  sondern  ihn  erhöhen ,  denn  nach  Oben  hin  wird  er  getrieben  in 
demselben  Augenblick,  wo  ihm  vorgeschrieben  ist,  dis  anstatt  es  zu 
denken  und  zu  spielen.  Dagegen  fordert  jene  physikalische  Lehre  von 
ihm ,  er  solle  rückwärts  nach  Unten  gehen ,  in  demselben  Augenblick, 
wo  er  einen  Antrieb  aufwärts  bekommt«  u.  s.  w .*)  In  der  That  kommt 
der  hier  bezeichnete  Fall  bei  Modulationen  durch  enharmonische  Ver- 
wechselung sehr  häufig  vor.  Wenn  auf  dem  Tasteninstrument  diese  Ver- 
wechselung nur  eine  Vertauschung  des  Namens  eines  und  desselben 
wiederholten  Tons  ist,  so  gewinnt  sie  auf  dem  Streichinstrument  die 
Bedeutung  eines  vermittelnden  Uebergangs  zum  nächstfolgenden  höhe- 
ren oder  tieferen  Tone,  die  aber  nur  möglich  ist,  wenn  die  erniedrigten 
Töne  tiefer  liegen  als  die  ihnen  nächsten  erhöhten.  Wir  sind  hierin  über- 
dies durch  die  Versicherung  tüchtiger  Musiker  bestätigt  worden,  dass 
der  Violinist  nicht  blos  gelegentlich ,  sondern  stets  Cis  höher  als  Des, 
Dis  höher  als  Es  u.  s.  w.  greife.  Wir  können  daher  die  entgegengesetzte 
Ansicht  nur  aus  dem  Respect  vor  der  angeführten  akustischen  Tabelle 
erklären ,  in  der  die  Bestimmungen  der  erhöhten  und  erniedrigten  Töne 
für  eben  so  sicher  gehalten  wurden.,  wie  es  die  der  Haupttöne  sind. 
Vielleicht  scheute  man  sich  auch  vor  der  Folgerung,  dass  ja  dann  die 
übermässige  Prime  höher  liege  als  die  kleine  Secunde,  die  übermässige 
Secunde  höher  als  die  kleine  Terz  u.  s.  w. ;  wovor  man  jedoch  nicht 
zurückzuschrecken  braucht,  wenn  man  bedenkt,  dass  diese  Benennungen 
von  den  reinen  Tönen  und  Intervallen  auf  die  temperirten  übergegangen 
sind  (vgl.  §  39),  und  es  daher  nicht  zu  verwundem  ist,  wenn  ihr  Wort- 
sinn mit  ihrer  sachlichen  Bedeutung  nicht  mehr  ganz  zusammenstimmt, 
obgleich  ihr  Zusammenhang  mit  den  (nun  temperirten)  Haupttönen  und 
deren  Intervallen  unverändert  geblieben  ist. 


*)  Herbart,  selbst  schon  theoretisch  nnd  praktisch  mit  der  Musik  vertraut,  fand 
für  diese  Ansicht  Beistimmung  bei  einem  Manne  vom  Fach,  seinem  Freund  Griepen- 
kerl  in  Braunschweig.  Dieser  ist  es,  der  (a.  a.  0.  S.  HO)  an  Herbart  schreibt:  Cis  ist 
höher  als  des ,  dis  höber  als  es  u.  s.  w.  Es  gilt  dies  von  jedem  zuföllig  erhöhten  und 
zufftllig  erniedrigten  Tone,  wenn  beide  auf  dem  Ciavier  dieselbe  Taste  haben. 
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.  .  §51. 

Aus  der  Tabelle  a.  E.  von  §39  geht  hervor,  dass  die  Differenzen 

oder  Intervalle  D*  —  O*,  E*  —  I)ß,  F*  —  E,  F —  £*  G* F«  4* G» 

^* — ;^*.  c*  —  H^  für  jede  Art  von  gleichschwebender  Temperatur 
gleich,  nämlich,  wenn  q  das  Intervall  der  temperirten  Quinte,  =7  —  i2q 
sind.  Es  sind  daher  diese  Differenzen  positiv,  null  oder  negativ,  je 
nachdem  q  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  j^.  Die  gewöhnliche  Tem- 
peratur also,  in  der  g  =  ~  und  (?  und  D\  Dß  und  E^  u.  s.  w.  zusam- 
menfallen,  scheidet  alle,  übrigen  gleichschwebenden  Temperaturen  in 
zweiCla^sen,  in  deren  einer  q<~  undD*  hdher  als  C*,  ^*  höher 

als  Lß  liegt  u.  s.  w.,  indess  in  der  andern  g  >  ;j^  ist  und  D*  tiefer  als 
C*,  £*  tiefer  als  JD^  liegt  u.  s.  f.  Die  in  den  vorgehenden  ^  angegebenen 
vier  Temperaturen  gehören  sämmtlich  in  die  erste  Classe.  Wir  haben 
uns  also  jetzt  nach  Temperaturen  der  zweiten  Classe  umzuthun ,  in  de- 
nen,  wenn  die  Quinte  abwärts  schweben  soll,  q  >  0,58333  und  <  0,58496 
seyn  muss.  Dass  hierbei  die  Intervalle  der  grossen  Secunde ,  2g  —  1 , 
der  grossen  Terz ,  4gf  —  2 ,  grossen  Sexte ,  3gf  —  1 ,  ui^d  grossen  Sep- 
time 5g  —  2  nothwendig  grösser  und,  was  hieraus  unmittelbar  folgt,  die 
der  kleinen  Secunde,  kleinen  Terz,  Quarte,  kleinen  Sexte  und  kleinen 
Septime  kleiner  als  in  der  gewöhnlichen  Temperatur  werden  müssen, 
leuchtet  von  selbst  ein.  Es  folgt  daraus  aber ,  wie  sich  sogleich  zeigen 
wird,  nicht,  dass  deshalb  alle  diese  Intervalle  sich  durch  die  Erhöhung 
der  Quinte  mehr  von  der  Reinheit  entfernen  müssten ,  als  les  in  der  ge- 
wöhnlichen Temperatur  geschieht.  Man  hat  sich  überhaupt  des  Vorur- 
theils  zu  entschlagen,  als  ob  diese  Temperatur  die  vollkommenste 
wäre ,  da  sie  es  in  der  That  nur  für  die  Tasteninstrumente  ist ,  die  auf 

zwölf  Töne  beschränkt  sind ,  im  Uebrigen  ihr  aber  nur  die  Bedeutung 
•  •  • 

der  mittleren*  gleichschwebenden  Temperatur  zwischen  den  angefuhr- 

« 

ten  zweiClassen  zukommt,  von  denen  die  zweite  näher  zu  untersuchende 
jedenfalls  noch  reinere  Quinten  und  Quarten  hat,  im  Uebrigen- aber  schon 
(§  *9)  gezeigt  worden  ist,  dass  diese  mittlere  Temperatur  in  der  Ge- 
saiomtheit  ihrer  Bestimmungen  den  Temperaturen  der  ersten  Classe  an 
Reinheit  nachsteht. 


Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  WisMnseh.  FV. 
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§  52. 

Yon  den  in  §  44  ausgezeichneten  Quintencirkeln  ist  eigentlich  nur 
einer  vorhanden,  der  eine  Temperatur  der  zweiten  Classe  giebt,  näm- 
lich der,  dessen  Quinte  =  |i.  Da  jedoch  der  Werth  q  =  -^  sich  in  der 
Reihe  der  schärfsten  Näherungswerthe  der  reinen  Quinte  befindet  und 
seine  Schwebung  aufwärts  sehr  klein  ist  (vgl.  §  43),  so  steht  er  so  dicht 
an  der  obera  Grenze  der  Classe ,  dass  er  wohl  mit  berücksichtigt  zu 
werden  verdient.   Dieser  Quintenwerth  giebt  nun  folgendes  Tonsystem : 
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Die  Abweichungen  von  der  Reinheit  sind  hier:  für  die  Quinte 
=  0,00041  =  j^  g.  T.  (genauer  nach  §  43  nur  j~\ ;  für  die  grosse 

Terz =0,01 9S3  =  gL  g.  T. ;  für  die  kleine  Terz  =  0,04  91 3  =  gL^.  T. ; 

für  die  grosse  Secunde  =  0,00080  =  ^  g.  T. ;  für  die  grosse  Septime 

=  0,01994  =  g-j  g.  T.  Quinte,  Quarte,  grosse  Secunde  und  kleine 
Septime  sind  also  so  gut  als  völlig  rein;  dagegen  weichen  die  beiden 
Terzen,  die  grosse  Septime  und  kleine  Secunde  beträchtlicher  von  der 
Reinheit  ab,  als  nach  den  gewöhnlichen  Ansichten  zulässig  scheint.  Be- 
währte Theoretiker,  wie  Marpurg  u.  A.,  geben  nämlich  an,  dass  die 
grosse  Terz  um  nicht  mehr  als  höchstens  ^  der  kleinen  Diesis,  die  kleine 


40 


Terz  um  nicht  mehr  als  g^  des  Drittheilstons  abwärts  schweben  dürfe. 
Es  ist  nicht  wahrscheinlich,  dass.  diese  Vorschrift  auf  Versuchen  beruht; 
denn  es  hätte  dann  bemerklich  werden  müssen,  dass  beide  Bestimmungen 
völlig  gleich  sind,  da  aus  den  Intervallgrössen  der  kleinen  Diesis 
=  0,03422  (§  18)  und  des  Drittheilstons  =  0,05214  (§  19)  sofort  sich 
ergiebt,  dass  ~  der  ersteren  gleich  ~  der  zweiten,  nämlich  =  0,01629 

d.  L  =  j^  g.  T.  ist.  Angenommen  jedoch  diese  Vorschrift  sey  in  ihrer 
ganzen  Bestimmtheit  begründet,  so  bezieht  sie  sich ,  wie  die  bisherigen 
Untersuchungen  über  Temperatur  überhaupt,  vorzugsweise  auf  die 
Stimmung  der  Tasten-  und  eines  Theils  der  Blasinstrumente.  Wo  nun, 
wie  da,  erhöhte  und  erniedrigte  Töne  zusammenfallen,  ist  es  wohl  be- 
greiflich ,  dass  der  Zwischenraum  zwischen  der  aufwärts  schwebenden 
grossen  und  der  abwärts  schwebenden  kleinen  Terz  nicht  so  gross  seyn 
darf,  als  da,  wo  zwei  Mitteltöne  Platz  finden.  Wenn  ferner  an  der  Kirn- 
bergerschen  Temperatur  getadelt  worden  ist ,  dass  in  einigen  Tonarten 
die  grossen  Terzen  um  ein  syntonisches  Komma  =  ^  g.  T.-  höher  sind 
als  die  reinen^  so  ist  auch  dies  ein  andres  Verhältniss  als  im  vorliegen- 
den Falle.  Denn  da  auf  einem  nach  dieser  Temperatur  gestimmten  In- 
strument (eine Stimmung,  die  vor  Scheibler's  Stimmmethode  gar  nicht 
genau  ausführbar  war)  das  Ohr  bei  jeder  Ausweichung  aus  einer  reineren 
Tonart  in  eine  unreinere  oder  umgekehrt  aus  dieser  in  jene  reinere 
Terzen  mit  unreineren  unmittelbar  zu  vergleichen  Gelegenheit  hat ,  so 
muss  dann  ohnfehlbar  ein  weit  grellerer  Eindruck  entstehen ,  als  wo  in 
allen  Tonarten  alle  grossen  Terzen  und  ebenso  alle  übrigen  gleich- 
namigen Intervalle  gleichviel  sich  von  der  Reinheit  entfernen ;  daher  wird 
hier  selbst  eine  grössere  Abweichung  keine  auflallende  Wirkung  hervpr- 
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bringen.  Es  ist  überhaupt  zu  beachten,  dass  unsre  moderne  Musik  uns 
nur  temperirle  Töne  und  Intervalle  hören  lösst  und  hieraus  ohne  Zweifel 
eine  gewisse  Gewöhnung  entsteht.  Diese  schwächt  nun  zwar  nicht  oder 
verdirbt  gar  die  Empfänglichkeit  für  die  reinen  Consonanzen  und  Ac- 
borde;  ,dass  aber  der,  weicher  solche  Reinheit  hört,  wie.Scheibler*) 
sagt,  sein  »frohes  Erstaunen  über  diese  wohlthuende  Reinheit  ausspricht«, 
verrath  sehr  deutlich ,  wie  wenig  wir  sie  zu  hören  gewohnt  sind  und' 
—  nach  der  Natur  unsrer  heutigen  Musik  — -  sie  hören  können.  Eg 
ist  daher,  mindestens  eben  so  wichtig  die  grössten  Abweichungen 
des  vorliegenden  Systems  von  der  gewöhnlichen  oder  mittleren 
Temperatur  zu  untersuchen   als  die  von  der  Reinheit.     Sie  ^ind 

folgende:  für  die  Quinte  =  0,00204  =  g^  g.  T.;  für  die  grosse  Terz 

=  0,0084  3  =  2^  g.  T. ;  für  die  kleine  Terz  =  0,0064  0  =  ^y;^  g.  T. ; 

für  die  grosse  Secunde  =  0,01 594  =  ^  g.  T. ;  für  die  grosse  Septime 

=  0,01 01 6  =  ;j^.    Diese  Abweichungen  sind  also,  mit  Ausnahme  der 

grossen  Secunde,  kleiner  als  die,  um  welche  die  gewöhnliche  Temperatur 
in  den  Terzen  von  der  Reinheit  sich  entfernt.  Für  C^  beträgt  der  Unter- 
schied 0,01423  =  ^  g.  T.,  für  jD«  ist  er  =  0,01829  =  g^  g.  T., 
für  F«  =  0,01 220  =  j^  g.  T.,  für  G«  =  0,01 626  =  ^  g.  T.  Diese 

Abweichungen  sind  also  grösser  als  die  völligen.  Es  ist  aber  auch  be- 
kannt,  dass  der  Violinist  beim  Zusammenspiel  mit  dem  Pianoforte  die 
erhöhten  und  erniedrigten  Töne  weniger  scharf  zu  nehmen  pflegt ,  als 
er  sonst  gewohnt  ist,  sondern  sich  der  Temperatur  des  Pianoforte  an- 
bequemt. —  Die  grössere  Stufe  dieses  Systems  ist  =  ^i  die  kleinere 

=  ^,  also  p=  y  der  grösseren ;  die  Durscala  hat  demnach  dieselbe  Form 

wie  in  dem  System  aus  i3  Quinten  (§  47).  Die  Grösse  der  Intervalle 
zwischen  D*  und  C*,  £*  und  D*  u.  s.  w.  ist  hier  =  ^  der  Octave  oder 

y  der  grossen  Secunde ,  was  zugleich  sehr  nahe  ?=  —  g.  T.  ist. 


'  '      §  53. 

Was  endlich  die  temperirte  Quinte  betriOt,  deren.  Intervall  q  =  ^ 
ist,  so  führt  sie  auf  folgendes  Tonsystem-: 


*)  Ueber  maüiematische  Stimmung,  Temperatur  und  Orgelstimmung,  S.  23. 
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Dieses  System  hat  wesentlich  denselben  Charakter  wie  das  vorige, 
nur  nähert  es  sich  mehr  sowohl  der  Reinheit  als  der  mittleren  Tempe- 
ratur. Die  Abweichungen  von  der  Reinheit  sind  nämlich :  für  die  jetzt 
abwärts  schwebende  Quinte  =  0,00006  =  55^  g.  T. ;  für  die  grosse 
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Terz  =  0,01769  =  ^^-^  g.  T.;  für  die  kleine  Terz  =  0,04775  =  ^  g.  T.; 

für  die  grosse  Secunde  =  0,0001 1  =  ^^^  g.  T. ;  für  die  grosse  Septime 

=  0,01764  =  r-r  g.  T.  Quinte,  Quarte,  grosse  Secunde  und  kleine 
Septime  sind  also  als  völlig  rein  zu  betrachten,  Terzen  und  Sexten,  sowie 
die  kleine  Secunde  und  grosse  Septime  weichen  um  etwas  weniger  als 
das  syntonische  Komma  ab.  Die  Abweichungen  von  der  gewöhnlichen 
oder  mittleren  Temperatur  sind :  für  die  Quinte  =  0,001 57  =  ^^  g.  T. ; 

für  die  grosse  Terz  =  0,00629  =  ^  g.  T.;    für  die  kleine  Terz 

=  0,00472  =  ^  g.  T. ;  für  die  gr.  Secunde  =  ^  g.  T. ;  für  die  grosse 

Septime  =  ^  g.  T.,  also  sämmtlich  unmerklich  klein.   Für  C*  beträgt 

der  Unterschied  von  der  mittleren  Temperatur  0,01101  =  j^  g.  T.; 

für  D»  ...  0,01414  =  ^g.T.;    für  F»  ...  0,00943  =  ~  g.  T.;   Itlr 

G«  ...  0,01 257  =  j^  g.  T. ;  der  Unterschied  ist  also  für  alle  diese  Töne 
sehr  gering  und  fast  unmerklich.  —  Sehr  kurz  lässt  sich  die  Lage  der 
einfach  erhöhten  und  erniedrigten  Töne  durch  die  Bemerkung  angeben, 
dass  die  erniedrigten  Töne  D*,  E\  F*,  C*,  A\  H\  c*  fast 
genau  mit  ihren  Bestimmungen  nach  der  Kirnbergerschen 
Temperatur  zusammenfallen,  die  ihnen  (§32)  nächstbe- 
nachbarten erhöhten  aber  sämmtlich  um  ^  g.  T.  (das  Komma 
der  Alten)  h ö h e r  liegen. 

Die  grösstere  Stufe  dieses  Systems  ist  =  ^,  die  kleinere  =  ^,  also 

=  y  der  grösseren ,  folglich  ziemlich  nahe  =  ^.  Die  Stufenfolge  der 
Durscala  ist  also  hier 

9,     9,     5,     9,     9,     9,     5, 
und  nähert  sich  demnach  der  Stufenfolge  der  mittleren  mehr  als  die 
aller  anderen  im  Vorigen  dargelegten  Temperaturen. 

Endlich  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  dieses  Tonsystem 
(und  mit  weniger  Schärfe  auch  das  vorige  aus  41  Quinten)  in  der 
Toufolge 

C,     D,     F*.     F,     G,     H'\     c*,     c 

mit  unmerkbaren  Abweichungen  die  reine  C-durscala, 
und  eben  so  in  der  Tonfolge 

c,    H*,     G»,     G,     F,     Z>»,     D.     C, 

die    absteigende   reine  G-mollscala    darstellt.      Es    besitzt 


r 
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aber  diese  genäherten  reinen  Scalen  auch  in  jeder  andern  Tonart.  Denn 
da,  um  bei  der  Durscala  stehen  zu  bleiben,  diese  darch  die  Intervalle 

*     Ä8'     58»     58'     68»     53»     58'     ^ 

bezeichnet  ist ,  so  braucht  man  nur  diese  Wertbe  zu  dem  Intervallwerth 
des  zum  Grundton  angenommenen  Tons  zu  addiren ,  um  die  Intervalle 
zu  erhalten,  welche  die  für  diesen  Grundton  die  Durscala  bildenden 
Töne  mit  C  haben,  und  daraus  diese  selbst  nach  der  Tabelle  zu  finden. 
Sey  z.  B.  £*  der  Grundton,  dessen  Intervall  =  ~,  so  sind  die  Töne  der 
f^-durscala  bestimmt  durch  die  Intervalle 

48       n       80       85       44       6i       64        66 
5r'     58»     58'     58»     ÖS»     58'     58'     53' 

denen  die  Töne 

E\  F,  A'\  A\  H\  d'\  e'\  e' 

entsprechen,  Vielehe  also  die  nahe  reine  E'^-durscala  darstellen. 

§54. 

Es  bleibt  jetzt  noch  zu  untersuchen  übrig ,  ob  es  nicht  vielleicht 
noch  ein  andres  Tonsystera  giebt,  welches  bei  derselben  enharmonischön 
Tonfolge  sich  der  Reinheit  und  der  mittleren  Temperatur  noch  mehr 
nähert.  Dass  die  in  §  43  gefundenen  Naherungswerthe  der  Quinte 
IJJ  zz=  0,5849673,  Jf?  =  0,5849624  u.  s.  f.,  welche  auf  J5  =  0,5849057 

folgen ,  die  Hauptintervalle  nicht  reiner  geben  können  als  g  =  g| ,  geht 
sofort  daraus  hervor ,  dass  sie  grösser  als  dieser  Werth  sind,  also,  in 
den  Ausdrücken  2gf  —  1 ,  3gf  —  1 ,  4g  —  2,  ?>q  —  2  der  Intervalle  der 
grossen  Secunde,  Sexte,  Terz  und  Septime  substituirt,  nolhwendig  stär- 
ker abweichende  Werthe  geben  müssen.  Da  nun  in  dem  Vorigen  er- 
wiesen ist,  dass  es  keinen  Girkel  von  weniger  als  53  Quinten  giebt,  der, 
bei  gleicher  enharmonischer  Tonfolge  wie  dieser,  sich  der  Reinheit 
mehr  näherte,  so  kann  nur  ein  Girkel,  dessen  Quintenzahl  zwischen  53  und 
306  oder  306  und  665  u.  s.  f.  liegt,  grössere  Reinheit  gewähren,  die 

34 

Grösse  seines  Quintenintervalls  aber  wird  zwischen  den  Grenzen  ^j  und 
^  enthalten  seyn  müssen.  Solcher  Girkel  giebt  es  nun  in  der  That  un- 
zählig viele,  aber  es  lässt  sich  zeigen,  dass  bei  merklicher  Zu- 
nahme der  Reinheit  des  Systems  die  Unterscheidbarkeit 
der  erhöhten  Töne  von  den  erniedrigten  in  stärkerem 
Masse  sich  vermindert.  Wir  können  Bämlich  nach  der  Reinheit 
der  grossen  Terz  die  Reinheit  des  Systems  beurtheilen ,  da  ihr  Intervall 
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von  dem  Vierfachen  der  temperirten  Quinte  abhängt,  indess  in  der 
grossen  Sexte  nur  das  Dreifache,  in  der  grossen  Secunde  nur  das  Dop- 
pelte, in  der  grossen  Septime  aber  zwar  das  Fünffache  der  temperirten 
Quinte  vorkommt,  diese  aber  eine  stärkere  Abweichung  verträgt  als  die 
grosse  Terz,  die  nächst  der  Quinte  am  reinsten  seyn  soll.  Aendert  sich 
nun  g  um  ^9 ,  so  ist  die  Aenderung  des  Intervalls  der  grossen  Terz 
—  ijq.  Es  ist  aber  nach  der  Tabelle  a.  E.  des  §  39  das  Intervall 
zwischen  D*  und  C*,  E^  und  /)*  u.  s.  w.  =  1 2g  —  7,  daher  ändert  sich 
dieses  gleichzeitig  mit  q  um  —  12^g;  also  ist  die  Abnahme  dieses 
Intervalls  dreimal  so  gross  als  die  Annäherung  des  Intervalls  der 
grossen  Terz  an  das  der  mittleren  temperirten,  und  somit  die  Zunahme 
ihrer  Reinheit. 

Sey  die  Differenz  von  D*  und  C^  d.  i.  12g  —  7  gleich  —  der  grossen 

Secunde,  also  =  ^^^,  so  folgt  hieraus 

Setzt  man  nun  successiv  n  =  4,  5,  6 1 5 ,  so  erhält  man  folgende 

Tabelle,  in  der  u  die  Abweichung  des  Intervalls  der  grossen  Terz  von 
der  Reinheit  bezeichnet,  und  1 2g  —  7  die  Differenz  C*  —  D*  sowohl  in 
Theilen  der  temperirten  grossen  Secunde  als  des  reinen  ganzen  Tons 
angiebt. 


n 


4g— 2 


u 


i2g 


4 
5 
6 

7 
8 

m 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 


IL 

46 
47 

89 
44 

70 
84 
44 
SS 
94 
84 

S8 

69^ 

448 
88 
6S 
88 

4  48 
4S 

77 
97 

466 
S8 

89 


0,58696 
0,58621 
0,58571 
0,58536 
0,58511 
0,58491 
0,58475 
0,58462 
0,58451 
0,58442 
0,58434 
0,58427 


46 

46 
fO 

89 
84 

70 
44 

44 
88 

94 
_48 

S8 
40 

448 
88 

6S 
48 

448 
86 

77 
S6 

466 
80 

89 


0,34783 
0,34483 
0,34286 
0,34146 
0,34043 
0,33962 
0,33898 
0,33846 
0,33803 
0,33766 
0,33735 
0,33708 
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JL 

6 
J_ 

7 

J_ 

8 
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9 
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j_ 

44 
A_ 

48 
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48 

44 
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11 


11 


11 


11 
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11 


11 


11 


11 
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4,9 
4 

6,9 
4 

7 
_4_ 

8 

9 
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4 

48,4 

4 
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4 
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Hieraus  erhellt  non,'  in  Uebereinstimmung .mit  dem  Vorigen,  dass 
die  grosse  Terz  viel  langsamer  der  Reinheit  sich  nähert ,  als  der  Unter- 
schied der  benachbarten  erhöhten  and  erniedrigten  Töne  sich  vermin- 
dert. Für  n  =  13  ist  dieser  schon  geringer  als  die  Abweichung  der 
gewöhnlichen  temperirtcn  kleinen  Terz  von  der  reinen ,  für  n  =  1 5 
geringer  als  die  Abweichung  der  gewöhnlichen  temperirten  grossen 
Terz.  Man  sieht  hieraus,  dass  das  Tonsystem  von  53  Quinten  mit  der 
möglichsten  Reinheit  der  grossen  Terz  noch  hinlängliche  Unterscheid- 
barkeit der  erhöhten  Haupttöne  von  den  erniedrigten  verbindet,  dass 
aber ,  wenn  dieser  Unterschied  grösser  als  y  g.  T.  genommen  wird, 
consequenter  Weise  auch  die  grosse  Terz  weniger  rein  seyn  muss. 

§55. 
Es  konnte  in  Zweifel  gezogen  werden,  ob  so  kleine  Unterschiede 
wie  -g-  des  ganzen  Tons  auf  der  Violine,  bei  der  Kürze  ihrer  Saiten, 
sich  mit  Sicherheit  greifen  lassen.  Um  dies  zu  untersuchen,  sind  die 
Saitenlängen  zu  bestimmen,  die  den  vorkommenden  Tönen  entsprechen. 
Sey  die  Länge  einer  Violinsaite ,  vom  Steg  bis  zum  Sattel  genommen, 
=  / ;  die  Länge,  welche  ihr  zukommt,  wenn  sie  einfen  Ton  angiebt,  der 
um  das  Intervall  x — x  höher  ist  als  der  Ton  der  ganzen  freischwingen- 
den Saite,  =^  r,  so  ist,  da  sich  die  Saitenlängen  der  Töne  umgekehrt 
wie  ihre  Schwingungszahlen  verhalten, 

1—  y  —L 

daher       log  y  =  —  (x— j?)log  2  =  —  0,30103  .  {x—x). 

Setzt  man  nun  für  die  Temperatur  aus  53  Quinten  x — x  ==  ^,  wo  X 
die  ganze  positive  Zahl  ist,  die  in  53steln  der  Octave  die  Grösse  des 
Intervalls  des  Tons  ausdrückt,  dessen  Saitenlänge  man  sucht,  so  wird 

logy  =  — 0,0056798.  A. 

Ebenso  wird  für  die  Temperatur  aus  41  Quinten,  wenn  man  x  —  ^  ==  jt 
setzt,  log  I  =  _  0,0073422 .  A. 

Endlich  giebt  für  die  gewöhnliche  mittlere  Temperatur  x  —  x  =  j^ 

logl.  =  _  0,0250858. A. 

Da  auf  der  Violine  die  vier  Saiten,  wenn  sie  frei  schwingen,  die 
Töne  g,  d,  5,  I  angeben,  so  ist  das  Intervall  x  —  o?  in  Bezug  auf  diese 
als  Grandtöne  zu  nehmen,  also  für  g,  in  der  Temperatur  aus  53  Quinten 

zu  setzen,  x  =  ^;  für  3,  a?  =  ~;  für  5,  a?  =  ~;  für  e,  o?  =  ^;  für 
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x'  aber  der  Intervallwerth  des  Tons,  dessen  SäitenläDge  bestimmt  wer- 
den soll  zu  setzen,  woraus  sich  dann  X  ergiebt.    Es  wird  also  z.  B.  für 

die  Töne  a,  i,  Ä,  P  x  resp.  = 


40 
53 


i? 
63 


49 
63 


S7 
63 


ZU  setzen  seyn,  woraus  für 

alle  vier  folgt  x  —  x  =  ^,  also  A  =  9.    Hiemach  sind  nun  in  den  fol- 

t  t  t 

genden  zwei  Tabellen  die  Zahlen  in  den  Columnen  log  ^— ,  log  p^,  log  j^, 

die ,  wie  man  von  selbst  sieht ,  sich  auf  die  drei  angeführten  Tempera- 
turen beziehen,  berechnet.  Addirt  man  zu  diesen  Zahlen  log  /,  nachdem 
/  durch  wirkliche  Messung  bestimmt  ist,  so  ergeben  sich  die  Logarithmen 
von  r^,  r^,  fj2,  d.  i.  die  Logarithmen  der  den  nebenstehenden  Tönen 
entsprechenden  Saitenlängen  und  hieraus  diese  selbst.  In  den  folgenden 
zwei  Tabellen  ist  l  =  329  Millimeter  angenommen.*) 
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I 

a 
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? 

P 

c*    ^ 

ä» 

0»» 

Jogf^ 

logf^ 

^'« 

^'4. 

0,00000 

0,00000 

329r"00 

329,"-00 

0,00568 

0,00734 

324,   73 

323,    48 

0,01704 

0,01468 

316,    35 

318.   07 

—  0,02272 

0,02203 

312,   23 

312,   73 

—  0,02840 

—  0,02937 

308,    17 

307,    49 

—  0,04544 

—  0,04405 

296,    32 

297.   27 

—  0,05H2 

—  0,05140 

292,    47 

292,    13 

0,05680 

0,05874 

288,    67 

286,    72 

0,06816 

0,06608 

281,   22 

282,    56 

0,07384 

—  0,07342 

277,    56 

277,    64 

0,07952 

0,08076 

273,    95 

273,    17 

—  0,09656 

0,09545 

263,    41 

264,    09 

0,10224 

0,10279 

259,   99 

259,    66 

0,10792 

0,10913 

256,    61 

255,    90 

0,11928 

0,11748 

249,    99 

251,    60 

0,12496 

0,12482 

246,    74 

246.    82 

0,13064 

0,13216 

243,    52 

242.    68 

0,14199 

—  0,13950 

237,   25 

238,    61 

—  0,1 4767 

—  0,14684 

234,    16 

234.   76 

0,15335 

—  0.15419 

231,    12 

230,    68 
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0.00000 
0,02509 


0,05017 


0,07526 


0,10034 


0,12543 


0,15052 


329,«'«00 
310,  54. 


293,  11 


276,  65 


261,  13 


246,  47 


232,  64 


Hieraus  ist  nun  ersichtlich,  dass  auch  die  kleinsten  räumlichen  Un- 
terschiede, nämlich  die,  welche  c*  und  d^  auf  der  ^-Saite,  g^  und  i^  auf 
der  d-Saite,  ^  und  1*  auf  der  ä-Saite  und  2*^  und  Ä  *  auf  der  i-Saite 
entsprechen,  fUr  die  Temperatur  aus  53  Quinten  immer  noch  3  Milli- 
meter (i  Lpz.  Zoll),  für  die  Temperatur  aus  41  Quinten  4  Millimeter 
(^  Zoll)  betragen,  also  immer  noch  eine  merkliche  Yerrückung  des 
Fingers  fordern;  dass  sich  aber  mit  gleicher,  ja  zum  Theil  mit  weit 
grösserer  Sicherheit  nicht  nur  alle  doppelt  erhöhten  und  erniedrigten 

Töne ,  sondern  sogar  die  dreifachen  ä^,  e**,  ^  auf  dem  GrifFbret  von 
ihren  nächsten  Nachbarn  unterscheiden  lassen,  also  die  Angabe  eines 
Tonunterschieds  von  -j  g-  l*-  keine  praktischen  Schwierigkeiten  hat."^) 


*)  In  den  vorstehenden  Tabellen  ist  auf  die  Verschiedenheit  der  Spannung, 
welche  die  Saite  erleidet,  je  nachdem  sie  nSher  ihrer  Mitte,  wo  diese  Spannung  am 
kleinsten  ist,  oder  näher  am  Stege  niedergedrückt  wird,  keine  Rücksicht  genommen. 
Wollte  man  jene  Tabellen  zu  Versuchen  benutzen ,  so  müsste  ihnen ,  zumal  für  die 
grösseren  Werthe  von  f,  noch  eine  kleine  Correction  beigefügt  werden,  die  indess  auf 
die  Differenzen  der  SaitenUingen  benachbarter  Töne  keinen  Einfloss  haben  wird. 
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§56. 

Ob  das' Tonsystem  aus  53  Quinten  dasjenige  ist,  dessen  sich  der 
Violinist  unbewusst  bedient ,  tesst  sich  natürlich  mit  voller  Gewissheit 
a  priori  nicht  bestimmen.  Auch  ist  kaum  anzunehmen ,  dai^s  er  dieses 
.oder  ein  Uim  üahe- liegendes  immer  in  aller  SchHrfe  einhalten  werde, 
da  der  musikalische  Vortrag  bald  zur  .Schärfung,*  bald  zur  Abstumpfung 
der  Intervalle  treibt.  Wie  aber  bei  der  Bestimmung  des  elliptischen^ 
Sphäroids  des  Erdkörpers  die  Aufgabe  ist, -die  Gestalt  der  idealen  Ober- 
fläche zu  bestimmen,  die  sich  zwischen  den  Höhen  der  Gebirge  und  den 
Tiefen  des  Meeres  mitten  hindurchzieht,  so  kann  es  sich  auch  hier,^bei 
Instrumenten,  die  ^ines  so  freien  Ausdrucks  der  Empfindung  fähig  sind 
wie  die  Streichinstrumente,  um  nichts  Andres  handeln,  als  die  mittlere 
Höhe  der  Töne  zu  bestimmen,  welche  der  Spieler  durchschnittlich 
beobachten  mag.  Es  bedarf  übrigens  kaum  der  Bemerkung,  dass,  wenn 
sich  durch  Versuche  der  mittlere  Unterschied,  den  der  Violinist  oder 
Cellist  zwischen  0^  qnd  D*  u.  s.  w.  einhält  (das  -r-  in  §  54),  mit  zu- 
reichender  Genauigkeit  festsetzen  lässt,  dadurch  die  temperirte  Quinte 
und  mit  dieser  die  Temperatur  der  Streichinstrumente  empirisch  gege- 
ben ist. 

In  dasjenige  Gebiet  aber,  das  der  blossen  mathematischen  Be- 
trachtung zugänglich  ist ,  fällt  noch  eine  Untersuchung ,  die  als  Gegen- 
stück zu  der  in  §  48  f.  geführten  angesehen  werden  kann.  Es  wurde 
nämlich  in  §  53  bemerkt,  dass  das  System  aus  53  Quinten  neben  der 
temperirten  auch  in  genäherten  \yerthen  die  reine  Dur-  und  Mollscala 
enthalte.  Mala  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen :  die  Temperatur  zu 
finden,  in  welcher  die  Tonfolgen  C,  D,  F,  F,  C,  Ä**,  c*,  c  und  c,  H\ 
G*,  G,  F,  jD^,  D,  C  in  möglich  grösster  Reinheit  die  aufsteigende  C-dur- 
und  absteigende  C-mollscala  darstellen.  Mit  der  Lösung  dieser  Aufgabe 
möge  unsre  Untersuchung  geschlossen  werden. 

§57. 

Es  kommt  auch  hier,  wie  in  §  48,  nur  auf  die  Temperirung  von 
fünf  Tönen ,  nämlich  D,  F\  G,  H^\  o*  an,  da  C  und  c  fest  stehen  und  F 
durch  G,  Jff*  durch  D,  G^  durch  jP,  D^  durch  Jff**  gegeben  ist.  Nun  ist, 
nach  §  39  a.  E.  für  jede  gleichschwebende  Temperatur  das  Intervall 
von  D  =  9iq  —  1 ,  das  von  F*  =  5  —  Sj,  das  von  G  =  g,  das  von 
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if**  rzzr  6 — 9g,  das  von  c*=  5  —  Iq:  Da  nun  diese  Töne  der  Reihe 
nach  jetzt  die  grosse  Secunrfej  Terz,  Quinte,  Sexte  und  Septime  mög- 
lichst rein  darstellen  sollen,  so  muss,  wenn  wieder  et,  e,  g,  a,  h  die  reinen 
lotervalle.  derselben  bezeichnen, 

(^d  —  2q+if  +  (ß—  5  +  8g)H  {g  -  qY  +  {ar—&  +  9qf  +  (A—  b  +  lqf 

ein  Miniraum,  m'ithinder  Differentialquotient  dieser  Summe  nach  q  null 
seyn.  Hieraus  folgt 

iSi  +  Id  +  g  ^  Be  —  9a  —  Ih  . 

?  -^  499.1og2  .  '' 

V 

oder,  wenn  für  d',  g,  u.  s.  w.' ihre*  logarithmischen  Wertbe  ,  gesetzt 
werden,  . 

Es  bedarf  hier  nicht  der  Umwandlung  dieses  Werths  in  einen  Ket- 
tenbruch, um  einen  ihm  nahe  gleichen  gemeinen  Bruch  zu  erhalten; 
denn  die  Tabelle  in  §  54  weist  nach,  dass  ein  solcher  in  grosser  Schärfe 
^  ist.  Substituirt  man  den  genauen  Werth  in  der  obigen  Quadrat- 
summe, so  ergiebt  sich  die 

Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  =  0,0000002760,**) 

woraus  erhellt,  dass  die  Reinheit  der  durch  diese  Quinte  bestimmten 
und  durch  die  bezeichneten  Töne  des  Systems  aus  118  Quinten  gebil- 
deten Scalen  ungleich  grösser  ist  als  die,  welche  im  System  aus  74 
Quinten  die  gewöhnlichen  scalenbildenden  Töne  C,  D,  E  u.  s.  w.,  c,  A*, 
a*  u.  s.  w.  darstellen.  Dies,  so  wie  was  das  System  sonst  charakterisirt, 
wird  deutlicher  hervortreten,  wenn  wir  dasselbe  bis  zu  den  zweiten 
Erhöhungen  und  Erniedrigungen  und  deren  Ergänzungen  zur  Octave 
entwickeln. 

« 

§  58.  ;  . 

Wir  erhalten  dann  nämlich  folgende  Tabelle : 


*)  Mit  4  Ostelligen  Logarithmen  berechnet. 
**)  Für  das  System  aus  53  Quinten  ist  diese  Summe  ==  0,0000038559. 
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C 

m 

D" 

C« 
gm. 

D 

cm 

F* 
E 

F 

G» 


0,00000 

0,01718 

0,05899 

0,07617 

0,09336 

0,11054 

0,15235 

0,16953 

0,18671 

0,22852 

0,24570 

0,26289 

0,32188 

0,33906 

0,35624 

:  0,39805 

0,41523 

:  0,43242 

:  0,47423 

0,49141 


c 

H 

d«* 

H" 

Qm 
A 

gH 

G» 

A» 

pm 

G 

A" 

Em 


1,00000 
0,98282 
0,94101 
0,92383 
0,90664 
0,88946 
0.84765 
0,83047 
0,81329 
0,77148 
0,75430 
0,73711 
0,67812 
0,66094 
0,64376 
0,60195 
0,58477 
0,56758 
'■  0,52577 
:  0,50859 


'H6' 


Die   Abweichungen    von    der  Beinheit    sind:    ftlr    die    Quinte 


0,00019 


gg^ ,  g.  T. ;  für  die  grosse  Terz  =  0,0 1 71 3  =  i^  g.  T. ; 

fUr  die  kleine  Terz  =  0,01733  =  ^  g.  T.;   für  die  grosse  Secunde 

=  0,00039  =j^g.  T.;  für  die  grosse  Septime  =  0.00039  =  ^3^  g.  T. 
Die  Abweichungen  von  der  mittleren  Temperatur  dagegen  sind :  für  die 
Quinte  =  0,001 33  =  j^  g.  T.;  fllr  die  grosse  Terz  =  0,00573  =  ^ 

g.  T.;  für  die  kleine  Terz  =  0,00430  =  j^  g.  T.;  für  die  grosse  Se- 
cunde =  0,00286  =  5o8-  T.;  für  die  grosse  Septime  =  0,00286  =  ^ 
g.  T.;  sämmtUch  unmerklich.  Für  C*  beträgt  die  Abweichung  von  der 
mittleren  Temperatur  0,01003 


46,9 


;  für  7)«....  0,01289  =  J^g.T.; 


für  F«...  0,00859 


49,7 


g.  T.;  für  G«...  0,01145 


44,9 


g.T.  Auch 
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diese  Abweichungen  sind  also  fast  anmerkbar.  Sämmtliche  einfach  er- 
niedrigte Töne  aber  liegen  um  0,01 71 9  =  ^  g.  T.  tiefer  als  ihre  nächst- 
benachbs^rten  erhöhten  und  fallen  mit  den  gleichnamigen  Tönen  der 
Kirnbergerschen  Temperatur  noch  genauer  zusammen,  als  die  Töne  des 
Systems  aus  53  Quinten,  das  wie  man  sieht,  in  jeder  Hinsicht  sich  dem 
vorliegenden  sehr  nahe  anschliesst.  Die  grössere  Stufe  des  letzteren  ist 
^,  die  kleinere  ^,  also  ~  der  grösseren.  Die  Stufenfolge  der  Durscala 
ist  also  hier 

20,   20,  H,   20,    20,    20,    11. 

Ohne  zu  behaupten ,  dass  dieses  System  dasjenige  sey ,  dem  sich 
die  Musik  der  Streichinstrumente  am  meisten  näherte ,  da  vielleicht  der 
Unterschied  zwischen  C*  und  fl*  u.  s.  w.  zu  gering  ist,  besitzt  es  doch 
unter  allen  Systemen,  die  diese  Töne  in  gehöriger  enharmonischer  Folge 
unterscheiden,  die  grösste  theoretische  Vollkommenheit,  indem  es 
in  allen  Tonarten  neben  den  temperirten  Scalen  auch  die  reinen  in  der 
grösstmöglichen  Annäherung  darstellt. 
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1 

« 


LMHANG. 

ÜBER  DIE  BESTMÖGLICHE  AKUSTISCHE  BESTIMMUNG  DER 

ERHÖHTEN  UND  ERNIEDRIGTEN  TÖNE. 


1 .  Es  ist  oben  (§  26  flF.)  ausführlich  gezeigt  worden ,  dass  es  un- 
möglich ist,  für  die  einfach  erhöhten  und  erniedrigten  Töne  solche  Be- 
stimmungen zu  finden,  durch  welche  sie,  in  Verbindung  mit  den 
akustisch  reinen  Haupttönen,  für  alle  Tonarien  reine  Scalen  geben.  Man 
kann  sich  aber  die  Aufgabe  stellen:  bei  festgehaltener  Reinheit 
der  HaapttQne  ihre  einfachen  Erhöhungen  und  Ernie- 
drigungen so  zu  bestimmen,  dass  jede  Tonleiter,  wie  die 
reine,  eine  Stufenfolge  darstellt,  die  aus  drei  grossen 
ganzen,  zwei  kleinen  ganzen  und  zwei  halben  Tön.en  be- 
steht, von  denen  die  letzteren  in  der  Durscala  die  3te 
und  7te,   in  der  (absteigenden)  Mol'lscala  die  2te  und  5te 

Stelle  einnehmen  müssen. 

•  • 

Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe,  können  wir ,'  ohne  der  Schärfe  der 
Resultate  das  Mindeste  zu  entziehen ,  vorläufig  zur  Abkürzung  des  Yer- 
fahrens,  wie  sich  aus  §  18  und  §  53  ergiebt,  das  Intervall  des  grossen 
ganzen  Tons  mit  dem  Grundton  2 g  -^  1  ==  9 ,  das  des  kleinen  ganzen 
Tons  ^^  7—  2gf  +  <  =•  8 ,  das  des  halben  Tons  i  —  q  — i  =^-&  setzen, 
wofern  das  Octavenintervall  =  53  angenommen  wird.  Alsdann  sind, 
wie  wir  sogleich  erläutern  werden ,  für  die  Tonarten  cfer  sieben  Haupt- 
töpe  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  nur  folgende  Stufenfolgen 
möglich. 
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I.  In  Dur. 
CD         E         F         G         A         H         c 

9  8  5  9  8  9  5 

G         A         H'       c  d  e  f*         g 

8  9  5  9  .8  9  5 

D         E         F'»        G         A         H         <ß         d 

8  9  5  8  9  9  5 
AH         d*         .d          e           f*         j*  a 

9  9  5  8  9  8  ö 

E  F*  G»  A  H  (ß  d»  e 
9           8           5  9  9  8  6 

H         d*         tfi  e  f*         ^         tfi         h 

98.5  9  8  9  5 

F  G  A  fl».c  d  e  f 

9  8     '      5.  9  9  8  5 

n.   In  Moll. 

.AH         c  d  e  f  g  a 

9  5  9  8  5  9  8 

E      •  F»        G         A  H         c  de 

9  5  8  9  5  9  8 

H  iß         d  e  f*         g  a  h 

9  5  8  9  5  8  9 

D  E         F  G         A'        H*        c  d 

8  5  985  9  9 

G  A         H"        cd  fi*         f  g 

8  5  9  9.8  8  9 

'  C         DE"        F         G         A"        B        c 

9  5.8  9.5  8  9 

F         G         A"        m        c  d*         e*  f       . 

95  8  9  5  98 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Bestioimungen  einzusehen,  ist  nur  uöthig 
zu  bemerken,  dass,  da  die  Stellen  der  beiden  halben  Töne  ein  fUr  allemal 
fixirt  sind,  es  nur  auf  die  Bestimmung  der  Stellen  der  drei  grossen  und  klei- 
nen ganzen  Töne  ankommt.  Diese  sind  aber  theils  durch  die  Intervalle  der 
reinen  Haupttöne  unmittelbar  gegeben,  theils  ergeben  sie  sich  successiv 

Abband],  d.  K.  8.  Get.  d.  WisMoseh.  IV.  7 
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mit  Nothwendigkeit.  Id  E-moM  z.  B.  sind  die  Stufen  GA ,  AH,  Hc,  cd, 
de  aus  der  reinen  C-durscala  unmittelbar  gegeben ;  die  Stufe  F^G  muss 
==  5  seyn,  da  in  Moil  auf  diese  Stelle  ein  halber  Ton  fällt.  Da  nun  die 
Scala  drei  grosse  und  zwei  kleine  ganze  Tönef  haben  soll  und  die  gege- 
benen Stufen  schon  zwei  kleine  ganze  Töne  enthalten,  so  muss  die 
Stufe  EF^  ein  grosser  ganzer  Ton ,  also  =  9  seyn.  In  jET-moll  sind  die 
Stufen  de,  ga,  ah  aus  der  reinen  Durscala  unmittelbar  gegeben ,  die  Stu- 
fen i^d  und  f^g  müssen  halbe  Töne  seyn,  die  Stufe  ef^  ist,  wie  so  eben 
gezeigt  wurde,  ein  grosser  ganzer  Ton ;  es  muss  daher ,  da  die  übrigen 
Stufen  nur  zwei  grosse  ganze  Töne  enthalten ,  die  Stufe  7/c*  den  dritten 
grossen  ganzen  Ton  =  9  darstellen.  Auf  diese  Weise  kann  man  sich 
leicht  überzeugen,  dass  in  allen  Tonarten  der  Haupttöne  die  Stufenfolge 
keine  andre  seyn  kann  als  die  in  den  vorstehenden  tabellarischen  lieber- 
sichten  angegebene. 

2.  Aus  den  entwickelten  Scalen  ergeben  sich  nun  die  Intervalle 
der  in  ihqen  vorkommenden  erhöhten  und  erniedrigten  Töne  mit  C. 
Setzen  wir  nämlich  statt  der  abgekürzten  Werthe  9,  8,  5  ihre  wahren, 
2j  —  1,  1  — 2j  +  *,  \—q  —  t  und  ebenso  für  C,  D,  E,  F,  G,  A,  //  ihre 
genauen  Intervall  werthe  0,  2}  —  i,  t,  \  — q  q,  i  — q+t,  q  +  tso  erhält 
man  folgende  Besthnmungen : 

In  G-dur  ist  /*«=  g  —  {\  —  q  —  t),  daher  F^=  G  — 

in  Z)-dur       c»  =  d  —  {\  —  q  —  t),  daher  C<*=  D  — 

in  i4-dur       ^  «=  a  —  {\  —  q  —  t),  daher  G*=  A  — 

in  E-dar       cß=  e  —  (<  —  9  —  0>  daher  Ißi=^E  — 

in  J7-dur  '     a»=  A  —  (I  —  q  —  t),  daher  A^==^H  — 

In/)-mollistiy*=  d  —  2  (8^  —  0  =  ^  +  <  —  2  (2^  —  4)  =  2  —  2a; 

in  G-moli     c*  =  ^  —  (2^  —  \)  —  (|  _  2^  +  ^  ,  daher  ^*  =»  ^  —  f ; 

in  (7-moll      ,4*  =  c  —  (2^  —  4)  —  (<  —  2g  +  «)  —  <  —  t ; 

inF-molI      dfi  =  f  —  {Iq --'  \)  —  [\  —  tq  +  t),  daher  /)*=  <  _  ^  —  f.  "" 

Es  ist  aber  wichtig,  zu  bemerken,  dass  dieselben  Bestimmungen 
dieser  Töne  sich  ergeben ,  wenn  man  die  andern  von  den  angeführten 
Tonarten,  in  denen  sie  vorkommen,  zum  Grunde  legt,  so  dass  hier  nicht, 
wie  in  §  26  und  27,  von  einander  verschiedene  Bestimmungen  erhalten 
werden.  So  ist  z.  B.  in  E-dur  F<*  =  J?  +  2gf  —  1  =  2g  +  <  —  i ,  wie 
zuvor ;  in  C-moll  H^  =  c  —  (2gf  —  1 )  =  2  —  2g,  wie  zuvor  u.  s..  f. 

3.  Auf  dieselbe  Weise  findet  man  nun  auch  die  Stufenfolgen  für 
die  Tonarten,  deren  Grundtöne  die  eben  bestimmten  erhöhten  und  er- 


^q  —  t)^fq  +  (— I; 

—  ^~0=3g  +  <— 2; 

—  q  —  t)^U; 

—  q^t)  =  q  +  %t'-\; 

—  q-^t)^=»iq  +  2t—  r 
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niedrigten  Töne  sind ,  und  aus  ihnen  die  Intervalle  von  E*  und  H*,  G^, 
C"  und  F*  mit  C.   Diese  Stufenfolgen  sind  nämlich : 

I.   In  Dur. 

F»        G«        A»         ff         c»  d»         e»         /* 

8  9  5  9  8  9  3 

C«  fl«  £»  F»  G«  ii«  ff«  c» 
8  9  5  8  9  9  3 


ff* 

* 

c 

d 

c* 

f 

g 

a 

Ä* 

9 

9 

3 

8 

9 

8 

3 

E* 

F 

G 

A» 

ff* 

c 

d 

e* 

8 

9 

5 

8 

9 

9 

3 

.    A" 

fl* 

c 

d» 

c» 

f 

9 

a» 

8 

9 

3 

9 

8 

9 

5 

fl* 

F* 

F 

G» 

A» 

ff» 

c 

d* 

9 

8 

3 

9 

8 

9 

5 

G» 

A» 

ff» 

c» 

d» 

e» 

f 

ff* 

•  9 

8 

3 

9 

9 

8 

3 

C* 

i)* 

F» 

F» 

G» 

A» 

ff» 

c* 

9 

9 

3 

8 

9 

8 

3 

IL   In  Moll. 

F« 

G» 

A 

ff 

c« 

d 

e 

/* 

8 

3 

9 

9 

3 

8 

9 

C» 

Uß 

F 

F« 

G« 

A 

ff 

c» 

8 

5 

9 

8 

3 

9 

9 

G» 

A* 

ff 

c» 

d» 

e 

P 

f 

9 

3 

9 

8 

3 

9 

8 

D» 

F» 

F« 

G« 

A» 

ff 

(ß 

dl» 

9 

3 

8 

9 

3 

9 

8 

A« 

ff» 

c» 

d» 

e» 

n 

« 

f 

0« 

9 

6 

8 

9 

8 

8 

9 

ff» 

c 

f 

d» 

c» 

/• 

9" 

0* 

A* 

9 

5 

9 

8 

« 

5 

9 

8 

F* 

F 

G» 

A» 

ff* 

c» 

d» 

c* 

8 

3 

9 

8 

3 

9 

9 

A" 

ff» 

c»  • 

d» 

e» 

r 

9" 

0* 

8 

6 

9 

9 

5 

8 

9 

Aus  Fw-dur  ergiebt  sich  nun  F«  =  F«  —  (1  — «?  —  <)  =  3^  +  2<  —  2 ; 
aus  Cw-dur  ff»  =  c»  —  (i  —  <y  —  0  =  4«  +  2<  —  2;  aus  ff-moll 
G*  =  fl»  —  (2?  —  4)  —  (<  —  2g  +  /)  =  2  —  2<jf  —  t;  aus  F«-moll 
c*  =  e*  —  2  (2g  —  1)  =  3  —  3<jf  —  t;  endlich  aus  A»-moll 
F»  =  A*  —  (2g  —  <)  —  (i  —  2g  +  /)  =  i  —  2<. 

7* 
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4.  Setzen  wir  nun  in  sämmtlichen  fUr  die  erhöhten  und  erniedrigten 
Töne  gefundenen  Ausdrücken  die  Zahlenwerthe  von  q  und  t  ein  und  fügen 
die  zugehörigen  relativen  Schwingungszahlen  bei,  so  erhalten  wir,  wenn 
wir  noch ,  zur  Vervollständigung  der  Uebersicht,  die  bekannten  Bestim- 
mungen der  Haupttöne  wiederholen,  folgende  Tabelle,  in  der,  wie  früher, 
X  die  Grösse  des  Intervalls,  y  die  der  relativen  Schwingungszahl  bezeichnet. 

X 


c 

0,00000 

c» 

0,07682 

Z)* 

0,09311 

D 

0,16992 

m 

0,22882 

E* 

0,26303 

E 

0,32193 

■  J 

0,35614 

E* 

0,39875 

F 

0,41504 

* 

F« 

0,49185 

G* 

0,50815 

G 

0,58496 

G» 

0,64386 

ii* 

0,67807 

A 

0,73697 

ii« 

0,81378 

Ä* 

0,83008 

H 

0,90689 

c» 

0,92318 

m 

0,98371 

c 

1,00000 

1 

a'.s 

8.5 
J^ 

8.5» 

2" 

8.2 

6 

2» 

2» 

8*.  5« 

2» 
2^ 

8 
8*.  5 

"2^ 
V 

8«.  5 
8 

2 
2* 

iL 

5 

J_ 

8 
3».  5* 

2' 
2^ 

8* 
8.5 

2" 

8».6 
8*.  5» 


1 

485 

428 
46 

45 
9^ 

8 
75 

64 

5 

4 
32^ 

"25 
675 

542 
4 

3 
45 

82 

64 

45 
8 

2 

25 

46 
J^ 

5 
J_ 

8 

225 

428 
46 

9 
45 

8 
256 

435 

2025 

4  024 

2 


=  1,00000 
=  1,05461 
=  1 ,06667 
=  1,12500 
=  1,17188 
=  1,20000 
=  1,25000 
=  1,28000 
=  1,35742 
=  1,33333 
=  1,40625 
=  1,42222 
=  1,50000 
=  1,56250 
=  1,60000 
=  1,66667 
=  1,75781 
=  1,77778 
=  1,87500 
=  1,89630 
=  1,97991 
=  2,00000 


Hiemach  sind  nun  die  Intervalle  der  nächstbenachbarten  Töne 
D*  _  C»,  F  —  J^^  G'  —  F^,W~  A«,  c'  —  H,  c  —  m  einander 
gleich  und  betragen  0,01 629  des  Octavenintervalls  oderjy^  g. T.,  weniger 
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als  das  syntonische  Komma.  Hierzu  gehört  die  rel.  SchwingungszabI 
Ä  =  U^  =  ^ '® ^  ^  ^^-  Ebenso  sind  die  Intervalle  E'  —  D^,F^  —  E, 
A^  —  G*  unter  sich  gleich  und  betragen  0,03421  O.i.,  nahe  ^=  y  8-  T., 
die  kleine  Diesis,  mit  der  rel.  SchwingungszabI  gy=  —  =  1,02400. 

5.  Bildet  man  nun  aus  den  in  der  vorstehenden  Tabelle  enthal- 
tenen  Werlhen  für  alle  Tonarten  die  Scalen ,  so  geben  diese  für  die  In- 
tervalle der  ihnen  zugehörigen  Töne  mit  dem  Grundion  die  in  den  fol- 
genden beiden  Tabellen  enthaltenen  Bestimmungen,  die  sich  auf  das 
Octavenintervall  1000  beziehen. 


I.  Dur. 


Grundlon  |  gr.  Secnnde  |    gr.  Terz 


c 

170 

322 

G 

152 

322 

D 

152 

322 

♦ 

A 

170 

340 

E 

170 

322 

H 

170 

322 

F« 

152 

322 

C» 

152 

322 

F 

170 

,322 

. 

W 

170 

340 

JB* 

152 

322 

A* 

152 

322 

D* 

170 

322 

G* 

170 

322 

c* 

170 

340 

Quarte 

Quinte 

gr.  Sexte 

1  gr.  Septime 

415 

585 

737 

907 

415 

585 

737 

907 

415 

567 

737 

907 

433 

585 

755 

907 

415 

585 

755 

907 

415 

585 

737 

907 

415 

585 

737 

907 

415 

567 

737 

907 

415 

585 

755 

907 

433 

58  ä 

755 

907 

415 

567 

"737 

907 

415 

585 

737 

907 

415 

585 

737 

907 

415 

585 

755 

907 

433 

585 

755 

907  . 

Grund  ton  |  gr.  Secunde 

E 
H 

F* 

C« 

C« 

Dß 

A* 

D 

G 

C 

F 

H" 

E^ 

A' 


II.  Moll. 

kl.  Terz    |     Quarte     |     Quinte     |    kl.  Sexte    |  kl.  Septime 


170 

263 

433 

585 

678 

170 

263 

415 

585 

678 

170 

263 

415 

585 

678 

152 

245 

415 

585 

678 

152 

245 

415 

567 

660 

170 

263 

433 

585 

678 

170 

263 

415 

585 

678 

170 

263 

415 

585 

678 

152 

245 

415 

567 

660 

152 

245 

415 

585 

678 

170 

263 

415 

585 

678 

170 

263     . 

415 

585 

678 

170 

263 

433 

585 

678 

152 

245 

415 

567 

660 

152 

245 

415 

585 

678 

848 
848 
830 
830 
830 
848 
848 
830 
830 
830 
830 
848 
848 
830 
830 
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6.  Wie  aus  diesen  Tabellen  hei-vorgebt,  geben  die  ihnen  zum  Grunde 
liegenden,  in  Nr.  4  angegebenen  Werthe  eine  ungleichschwebende 
oder  richtiger  eine  gemischte  Temperatur,  da  immer  mehrere  Ton- 
arten genau  dieselben  Intervallgrössen  gemein  haben ;  —  wenn  anders 
im  eigentlichen  Sinne  von  einer  Temperatur  die  Rede  seyn  kann ,  wo 
die  Haupttöne,  für  die  allein  sich  absolute  Werthbestimmungen  geben 
lassen,  vollkommen  rein  bleiben.  Das  Intervall  der  grossen  Septime  ist 
hier  das  einzige ,  das  in  ä  1 1  e  n  Tonarten  vollkommen  rein  bleibt ,  alle 
übrige  scalenbildende  Intervalle  sind,  je  nach  den  Tonarten,  bald  rein, 
bald  genau  um  ein  syntonisches  Komma  zu  gross  oder  zu  klein.  Es  sind 
nämlich 

I.  die  Durtonarten  in 
C,  H,  D*  völlig  rein, 

jE,  F,   G*  unrein  in  der  grossen  Sexte, 

G,  F^,  A*  unrein  in  der  grossen  Secunde, 

JD,  C^,  F*  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  Quinte, 

A,  H^,  c*  unrein  in  der  grossen  Terz,  Quarte  und  grossen  Sexte ; 

II.  die  Molltonarten  in 
H,  A«,  C   völlig  rein, 

E,  D^,  F  unrein  in  der  kleinen  Septime, 

G,  F<*,  A*  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  kleinen  Terz, 
A,   G^y  IP  unrein  in  der  Quarte  und  kleinen  Septime, 
C^,  D,  F*  unrein  in  der  grossen  Secunde,  kleinen  Terz,  Quinte  und 
kleinen  Sexte. 

Stellen  wir  diesen  Ergebnissen  die  in  §  30  aus  den  gewöhnlichen 
akustischen  fiestimmungen  der  erhöhten  und  erniedrigten  Töne  gezo- 
genen Resultate  gegenüber,  so  sind  nach  diesen 

I.  die  Durtonarten  in 
C  völlig  rein, 

A^  unrein  in  der  grossen  Secunde, 
F  unrein  in  der  grossen  Sexte, 
A,  D*  unrein  in  der  Quarte, 

F,  G,  c*  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  grossen  Septime, 
F^  unrein  in  der  Quarte  und  grossen  Septime, 

F*  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  Quinte, 
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O^  unrein  in  der  gr.  Secunde,  gr.  Terz  und  gr.  Septime, 
//*  unrein  in  der  grossen  Terz,  Quarte  und  grossen  Sexte, 

D,  jBT,  G*  unrein  in  der  gr.  Secunde,  gr.  Terz,  Quinte  und  gr.  Septime ; 

II.  die  Molltonarten  in 
C  völlig  rein, 

F  unrein  in  der  kleinen  Septime, 
.    A  unrein  in  der  Quarte  und  kleinen  Septime, 

E,  C*^,  A*  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  kleinen  Septime, 
fl,  G*,  E^  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  Quinte, 

G  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  kleinen  Terz, 

A^  unrein  in  der  gr.  Secunde,  Quinte  und  kl.  Septime,  *} 

F*  fl*  unrein  in  der  Quarte,  kl.  Sexte  und  kl.  Septime, 

fl*  unrein  in  der  gr.  Secunde,  Quarte,  kl.  Sexte  und  kl.  Septime, 

D  unrein  in  der  gr.  Secunde,  kl.  Terz,  Quinte  und  kl.  Sexte. 

Offenbar  fällt  hier  die  Vergleichüng  zum  Vortheil  der  in  Nr.  4  ge- 
gebenen Bestimmungen  aus.  Denn  nach  diesen  sind  in  Dur  3  Tonarten 
völlig  rein,  6  nur  in  Einem  Intervall  unrein,  3  in  zweien ,  3  in  dreien ; 
in  Moll  sind  3  Tonarten  völlig  rein,  3  nur  in  Einem  Intervall  unrein, 
6  in  zweien,  3  in  vieren.  Dagegen  ist- nach  den  gewöhnlichen  akusti- 
schen Bestimmungen  in  Dur  nur  Eine  Tonart  völlig  rein ,  4  sind  unrein 
in  nur  Einem  Intervall,  5  in  zweien,  2  in  dreien ,  3  in  vier  Intervallen ; 
in  Moll  ist  Eine  Tonart  völlig  rein ,  Eine  unrein  in  nur  Einem  Intervall, 
8  in  zweien,  3  in  dreien  und  2  in  vier  Intervallen.  Ueberdies  aber  be- 
tragen  bei  unsern  Werthen  die  Abweichungen  von  der  Reinheit  stets 
nur  ein  syntonisches  Komma  =  ^^  g.  T.,  indess  sie  bei  den  herkömm- 
lichen Bestimmungen  bis  auf  ^  g.  T.  steigen. 

7.  Untersuchen  wir  endlich  noch  die  Formen,  welche  nach  den 
gegebenen  Bestimmungen  der  erhöhten  und  erniedrigten  Töne  den  ver- 
schiedenen Tonarten  in  Bezug  auf  die  Folge  ihrer  drei  Stufen  (die  wir 
hierbei  wieder  durch  die  Zahlen  9,8,5  darstellen  können)  zukommen, 
so  ergiebt  sich  aus  Nr.  1  und  3  unmittelbar  folgende  Zusammenstellung 
der  Stufenfolgen  : 


*)  In  Bezug  auf  Ces-dur  und  Ais-moW  ist  die  nachträgliche  Bemerkung  S.  120  zu 
vergleichen. 
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C 
H 

E 
F 
G* 
G 

A* 
D 

£» 

A 
H* 


C 

A» 

E 

F 

G 

F» 
A" 
D 

C» 

£* 

A 

G» 


I.  Dur. 


9,     8,     5,     9,     8,     9,     5; 


9,     8,     5,     9,     9,     8,     5; 


o,    y,    ö,    y,    o,    ",    5j 


8,     9,     5,     8,     9,     9,     5; 


9,     9,     5,     8,     9,     8,     8. 


II.  Moll. 


9,      5,      o,      9,5,      ö,      9} 


9,     S,     8,     9,     5,     9,     8; 


8,     5,     9,     9,     5,     8,     9; 


8,     5,     9,     8,     S,     9,     9; 


9,      5,      9,      o,      5,      9i      o. 


(<) 


(2) 


(3) 


(*) 


(5) 


(6). 


(7) 


W 


(9) 


(10) 


Der  halbe  Ton  hat  in  allen  Arten  der  beiden  Tongeschlechter  seine 
zwei  unveränderlichen  SteUen,  so  dass  sich  die  Tonarten  desselben  Ge- 
schlechts nur  durch  die  Ordnung,  in  welcher  die  drei  grossen  und  zwe  i 


0B£R  MUSIKALISCBB  TORBBSTIMirtNG  UND  TeMPBRATUR. 


105 


kleinen  ganzen  Töne  auf  einander  folgen,  unterscheiden.  Diese  fünf  Töne 
lassen  im  Allgemeinen  1 0  Versetzungen  zu ,  nämlich : 


<) 

8  8  9  9  9 

2) 

8  9  8  9  9 

3] 

8  9  9  8  9 

4) 

8  9  9  9  8 

8] 

1     9  8  8  9  9 

6) 

9  8  9  8  9 

7) 

9  8  9  9  8 

8) 

9  9  8  8  9 

9) 

.99898 

10) 

9  9  9  8  8 

Von  diesen  kommen  in  den  1 0  angegebenen  Formen  der  30  Ton- 
arten nur  folgende  vor:  die  2te  in  (4)  und  (9),  die  3le  in  (3)  und  (8), 
die  6te  in  (1)  und  (6),  die  7te  in  (2)  und  (7),  die  9te  in  (5)  und  (10). 
Hieraus  erhellt  zugleich,  dass  die  Dur-Tonarten  (1),  (2),  (3),  (4),  (5)  sich 
der  Reihe  nach  von  den  Moll-Tonarten  (6),  (7),  (8),  (9),  (10)  nur  durch 
die  Stellung  der  halben  Töne  unterscheiden.  Ferner  ist  zu  bemerken, 
dass  die  Ordnung  der  ganzen  Töne  in  (3)  und  (8)  die  umgekehrte  von 
der  in  (2)  und  (7) ,  eben  so  die  Ordnung  derselben  in  (5)  und  (1 0)  die 
umgekehrte  von  der  in  (4)  und  (9)  ist,  die  Ordnung  der  ganzen  Töne  in 
(1)  und  (6)  aber  sich  durch  die  Umkehrung  nicht  ändert.  Alle  zur  An- 
wendung kommende  Stufenfolgen  haben,  hinsichtlich  der  ganzen  Töne 
das  mit  einander  gemein,  dass  die  zwei  kleinen  in  keiner  derselben  un- 
mittelbar auf  einander  folgen.  Das  gemeinsame  der  ausgeschlossenen 
Stufenfolgen  besteht  aber  darin ,  dass  entweder  die  beiden  kleinen  oder 
die  drei  grossen  sich  unmittelbar  an  einander  reihen.  Die  Ausschlies- 
sung dieser  Stufenfolgen  ist  tlbrigens  dadurch  bedingt,  dass  die  reine 
Scala  weder  drei  auf  einander  folgende  grosse ,  noch  zwei  auf  einander 
folgende  kleine  Töne  hat. 

8.  Das  Princip ,  aus  welchem  diese  Resultate  hervorgehen ,  ist  so 
einfach  und  rational ,  dass  es  sich  in  theoretischer  Hinsicht  von  selbst 
empfiehlt,  und  das  dadurch  erhaltene  System  von  Tonbestimmungen 
kann  als  das  vollkommenste  angesehen  werden ,  das  aus  untemperirten 
Haupttönen  möglich  ist.  Dass  die  völlige  Reinheit  von  sechs  Tonarten  auf 
Kosten  der  übrigen  erlangt  wird,. liegt  in  der  Natur  der  Sache  und  kann 
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nicht  zum  Tadel  gereichen.  Man  könnte  sieb  vielmehr  versocht  finden, 
in  dieser  Unreinheit  den  Schlüssel  zur  ErklKrung  des  verschiedenen 
Charakters  der  Tonarten  zu  suchen,  die  sich  bei  gleichschwebender 
Temperatur  nicht  durch  ihren  Bau,  sondern  nur  durch  die  höhere  oder 
tiefere  Lage  aller  Tonverhältnisse  unterscheiden,'^)  und  somit  das  System 
dieser  Tonbestimmungen  als  die  Norm  anzusehen,  der  sich  das  Spiel 
der. Streichinstrumente,  wenn  sie  nicht  mit  temperirten  Instrumenten 
zusammenwirken,  möglichst  anzunähern  habe  oder  vielleicht  wirklich 
annähere.  Diese  Ansicht  würde  sogar  durch  das,  was  Delezenne, 
wie  im  Eingange  zur  vorstehenden  Abhandlung  bemerkt  wurde,  aus 
seinen  Versuchen  schliessen  zu  dürfen  glaubt,  wesentlich  unterstützt 
werden.  Indess  steht  auch  hier  mindestens  der  Einwand  entgegen,  dass 
nach  den  Bestimmungen  von  Nr.  i  jeder  erhöhte  Ton  tiefer  liegt  als  der 
erniedrigte  des  nächsthöheren  Haupttons,  also  diese  Töne  nicht  diejenige 
Lage  haben ,  welche  bei  den  Modulationen  durch  enharmonische  Ver- 
wechselung nach  §  50  nothwendig  scheint.  Entweder  also  werden  sie 
nach  Umständen  bald  in  dieser  bald  in  jener  Lage  gespielt,  und  dann 
lässt  sich  über  ihre  Lage  etwas  Allgemeines  nicht  angeben,  oder  sie  ha- 
ben eine  feste  Lage ,  und  dann  gilt  auch  für  die  Streichinstrumente  eine 
gleichschwebende  Temperatur.  Selbst  aber  wenn  ihre  Lage  veränder- 
lich wäre ,  würden  die  in  §  46  bis  49  dargestellten  Temperaturen  eine 
gleichmässigere  Reinheit  aller  Tonarten  bewirken,  als  es  die  vor- 
stehenden Bestimmungen  vermögen.  Theoretisch  genommen  wäre  zwar 
diese  Reinheit  nur  eine  genäherte,  aber  für  das  Ohr  (vorzüglich  die  in 
§  49)  so  gut  als  vollkommen  und  jedenfalls  vollkommener  als  sie  der 
beste  Spieler  im  Fluge  des  Vortrags  mit  Sicherheit  hervorzubringen 
vermag. 

*)  Hierbei  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Gleichselzong  der  in  Nr.  %  und  3 
gefundenen  Ausdrücke  für  D^  und  £^ ,  G^  und  -4* ,  . . .  ^  «=»  --,  die  von  C*  und  /)*, 

4  7 

E^  und  F,  F^  und  G*  u.  s.  f.  4^  =  3  —  t  giebt,  vsroraus,  wenn  <  =r=  --,  g  *=•  -j  folgt, 
die  [Zusammenziehung  der  erhöhten  und  erniedrigten  Töne  also  auch  hier  auf  die 
mittlere  gleichschwebende  Temperatur  fühh. 
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II.  ANHAKG. 

I 

ÜBER  DIE  NEWTON'SCHE  ANALOGIE  ZWISCHEN  FARBEN-  UND 

TONVERHÄLTNISSEN. 


1.  Newton  glaubte  durch  Versuche  gefunden  zu  haben,*)  dass, 
wenn  man  die  Länge  des  Rechteckes,  welches  das  Farbenspectrum  nach 
Abrechnung  seiner  gerundeten  Enden  darstellt,  verdoppelt  und  die  Ab- 
stände der  äusseren  Grenze  des  Violett,  der  Grenzen  zwischen  Violett  und 
Indigo,  Indigo  und  Blau,  Blau  und  Grün,  Grttn  und  Gelb,  Gelb  und  Orange, 
Orange  und  Roth ,  endlich  der  äusseren  Grenze  des  Roth  von  dem  End- 
punkt der  jene  verdoppelte  Länge  darstellenden  Geraden  misst,  diese 
sich  verhalten  wie  die  Zahlen 

d.  i.  resp.  wie  die  Saitenlängen  der  Prime ,  grossen  Secunde ,  kleinen 
Terz ,  Quarte ,  Quinte ,  grossen  Sexte ,  kleinen  Septime  und  Octave.**) 
Da  sich  die  Saitenlängen  umgekehrt  wie  die  relativen  Schwingungszah- 
len der  Töne  verhalten ,  so  kann  man  auch  sagen ,  dass  jene  Abstände 
resp.  den  relativen  Schwingungszahlen  der  Octave,  kleinen  Septime, 
grossen  Sexte,  Quinte,  Quarte,  kleinen  Terz,  grossen  Secunde,  Prime, 
nämlich  den  Zahlen 

*»      9'      3*      2'      3'      6'      8' 

proportional  sind. 


*)  OpUc.  Lib.  IL  P.  IL  Prop.  IIL  Exper,  VIL 

**)  Man  findet  nicht  selten  die  Angabe,  Newton  habe  zwischen  den  Dimensionen 
der  prismatischen  Farben  im  Spectrum  und  den  Tönen  der  diatonischen  Scala  eine 
Analogie  finden  wollen.  Dieser  Ausdruck  ist  nicht  genau,  denn  die  obige  Folge  stellt 
weder  die  Dur-  noch  die  Mollscala  dar. 


n 
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Gegen  diese  Analogie  zwischen  den  prismatischen  Farben  und  den 
bezeichneten  Tönen  (die  weder  die  Dur-  noch  die  Mollscala  vollständig 
geben ,  da  grosse  Terz ,  kleine  Sexte  und  grosse  Septime  fehlen)  ist  mit 
Grund  eingewendet  worden ,  dass  sie  schon  deshalb  nicht  als  allgemei- 
nes Naturgesetz  gelten  könne,  weil  die  verhältnissmässige  Grösse  der 
Theile  des  prismatischen  Farbenbildes  von  dem  eigenthUmlichen  Zer- 
streuungsvermögen der  Substanz  des  angewendeten  Prisma's  abhängig 
sey,  die  Dimensionsverhältuisse  des  Spectrum  sich  daher  gar  nicht  im 
Allgemeinen  bestimmen  lassen.  Gleichwohl  wird  zugestanden,  dass 
mehrere  Anwendungen,  die  Newton  von  dieser  Analogie  macht  (indem 
er  z.  B.  daraus  eine  Regel  ableitet,  nach  welcher,  wenn  zwei  prisma- 
tische Farben  nach  Qualität  und  Quantität  gegeben  sind,  die  Qualität 
ihrer  /Mischungsfarbe  bestimmt  werden  kann  ,^)  desgleichen  sie  seiner 
Erklärung  der  farbigen  Ringe  zum  Grunde  legt,**))  mit  der  Erfahrung 
übereinstimmende  Resultate  geben.  Wie  gegründet  daher  auch  jener 
Einwand  ist,  so  scheint  doch  die  gedachte  Analogie  mehr  zu  seyn  als 
ein  blosses  Spiel  der  Phantasie,  die  den  nüchternen  Newton  wohl  eben 
so  selten  als  den  poetischen  Kepler  häufig  täuschte. 

2.  Gerade  diejenige  Theorie  des  Lichtes,  welche  über  die  New- 
ton'sche  endlich  den  Sieg  davon  getragen  hat ,  die  Undulationstheorie, 
bringt  Farben  und  Töne  in  eine  nähere  Beziehung  zu  einander,  indem 
sie  für  jene  ähnliche  Ursachen  nachweist  wie  für  diese.  Man  kann  daher 
die  Bestimmungen  der  Undulationstheorie  über  die  Yibrationszahlen  der 
Lichtwellen ,  welche  den  sieben  prismatischen  Farben  entsprechen ,  be- 
nutzen, um  ganz  einfach  und  ohne  alle  vorgefasste  Meinung  zu  prüfen, 
ob  zwischen  denselben  ähnliche  Verhältnisse  statt  finden  wie  zwischen 
den  von  Newton  angegebenen  Tönen. 

Cauchy  giebt***)  folgende  Tafel  der  Yibrationszahlen  der  prisma- 
tischen Farben ,  die  sich  auf  F  r  e  s  n  e  Ts  Messungen  der  lichten  Streifen 
im  Farbenbilde  gründet,  und  in  der  die  Zahlen  Billionen  bezeichnen  und 
sich  auf  die  Sexagesimalsecunde  beziehen : 


*)  Lib.  1.  Pars  IL  Prop.  Vf. 
*♦)  Lib.  IL  Pars  L  Obs.  XIV.  Pars  IV.  Obs.  VIIL 
*♦*)  Sur  la  dispersion  de  la  lumiere,  Prag,  1836,  p.  198. 
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Grenzen  der  Hauptfarben 


äosserstes  Violett 


Violelt  —  Indigo 
Indigo  —  Blau 
Blau  —  Grün 
Grün  —  Gelb 
Gelb  —  Orange 
Orange  —  Roth 
äusserstes  Roth 


764 


707 


676 


630 


583 


543 


520 


481 


Hauptfarben 


Violett 

Indigo 

Blau 

Grün 

Gelb 

Orange 

Roth 


735 


691 


653 


607 


563 


532 


500 


Nach  Herschel's  Angabe  sind  diese  Vibrationszahlen,  in  dersel- 
ben Weise  angeordnet ,  folgende :  *) 


Grenzen  der  Hauptfarben 


äusserstes  Violett 


Violett  —  Indigo 
Indigo  —  Blau 


Blau  —  Grün 


Grün  —  Gelb 


Gelb  —  Orange 
Orange  —  Roth 


äusserstes  Roth 


727 
672 


644 


600 


555 


517 


495 
45B 


Hauptfarben 


Violett 


Indigo 


Blau 

Grün 

Gelb 

Orange 

Roth 


699 


658 


622 
577 


535 


506 


477 


*)  Vom  Licht,  übers,  tod  B*  Schmidt,  Stuttgart,  48)8.  S.  307.  Diese  Angaben 
scheinen  auf  der  Abmessung  der  Halbmesser  der  Farbenringe  zu  beruhen  (vgl.  Bran- 
des in  Gehler's  n.  phys.  Wörteii)uch,  Bd.  6.  S.  348).  Cauchy  bemerkt  a.  a.  0.  nur, 
dass  der  Herachelschea  Tafel  grössere  Bestimmungen  der  LSnge  der  Lichtwellen  zum 
Grande  liegen.  , 
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3.  Bei  der  Prüfung  der  NewtOB'schen  Analogie  kommt  es  nun  blos 
auf  die  Yergleichung  der  Yibrationszahlen  an,  die  den  Grenzen  der 
Hauptfarben  zukommen ,  da  sie  sich  nur  auf  die  zwischen  diesen  liegen- 
den Intervalle  bezieht.  Dass  nun  die  Yibrationszahl  764  (oder  727)  nicht 
das  Doppelte  von  481  (458),  die  Zahl  630  (600)  nicht  das  halbe  Drei- 
fache von  481  (458)  ist  u.  s.  f.  und  also  in  diesem  Sinne  nicht  das 
äusserste  Violett  die  Octave ,  die  Uebergangsfarbe  vom  Blau  zum  Grün 
nicht  die  Quinte  des  äussersten  Roth  u.  s.  w.  genannt  werden  kann, 
leuchtet  von  selbst  ein.  Anders  stellt  sich  jedoch  die  Lage  der  Sache  aus 
folgendem  Gesichtspunkte  dar.  Sehen  wir  die  Formel  y  =  2*  welche 
den  Zusammenhang  der  relativen  Schwingungszahl  y  eines  Tons  in  Be- 
zug auf  den  Grund  ton  mit  dem  Intervall  x  zwischen  beiden  Tönen  dar- 
stellt, als  besondem  Fall  der  allgemeineren  u  =  (f  an,  und  setzen  fbr 
die  Farben,  je  nachdem  wir  die  Fresnelsche  oder  Herschelsche  Tabelle 

^iftt  '79!  "T 

zum  Grunde  legen,  a  =  j^,  oder  a=^j^,  so  wird  im  ersten  Falle 


M 


( 


764\« 
48V 


484 458 

folglich  X  = 


logtt 


log  764  —  log  484 


im  zweiten 


u 


logt» 


■"  log  717  —  log  458* 

Setzt  man  nun  in  der, ersten  von  diesen  beiden  Formeln  successiv 

481.  w  =764,  707,676 481,  in  der  zweiten  458.^=727,  672. 

644,  —  458,  so  ergeben  sich  für  x  die  in  der  folgenden  Tabelle  ent- 
haltenen Werthe 


481.» 

X 

458.  u 

X 

764 

1,00000 

727 

1.00000 

707 

0,83242 

672 

0,82974 

676 

0,73552 

644 

0,73764 

630 

0,58321 

600 

0,58447 

Ö83 

0,41565 

555 

0,41575 

543 

0,26203 

^   517 

0,26225 

520 

0,16849 

495 

0,16824 

481 

0,00000 

45$ 

0,00000 

Vergleicht  man  diese  Werthe  von  x  mit  den  Intervallen  der  kleinen 
Septime  =  0,83006,  der  grossen  Sexte  =  0,73696,  der  Quinte 
=  0,58496,  der  Quarte  =  0,41504,  der  kleinen  Terz  =  0,26303, 
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der  grossen  Secuade  =  0,16992,  so  zeigt  sich  eine  Uebereinstimmung, 
die  zumal  bei  den  aus  der  Herschelscben  Tafel  abgeleiteten  Werthen 
wahrhaft  überraschend,  aber  auch  bei  den  aus  der  Fresnelschen  Tafel 
folgenden  viel  zu  gross  ist,  als  dass  sie  für  zufällig  gehalten  werden 
könnte. 

4.  Wir  wollen  jedoch  untersuchen,  welche  Aenderungen  die  Vibra- 
tionszahlen beider  Tabellen  erleiden  müssten,  wenn  die  ihnen  zugehö- 
rigen Werthe  von  x  mit  den  genannten  musikalischen  Intervallen  voll- 
kommen übereinstimmen  sollten. 

Bezeichnen  wir  diese  Intervalle ,  in  umgekehrter  Ordnung  genom- 
men, durch 

so  dass  also  x^  das  der  grossen  Secunde ,  x^  das  der  kleinen  Terz  in  Be- 
zug auf  den  Grundton  zukommende  Intervall  ist  u.  s.  w. ,  wobei  das  In- 
tervall  der  Octave  selbstverständlich  =;  1  angenommen  wird;   seyen 

ferner 

V,   Vj,   V,,   t;,,   Vj^,   v^,   v^,   Vy, 

die  diesen  Intervallen  resp.  einschliesslich  der  Prime  und  Octave  zu- 
kommenden Vibrationszahlen ;  seyen  endlich  die  gegebenen  Vibra- 
tionszablen ,  nach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordnet , 

6,     fcj,     fcj,     63'     ^4'     *5»     ^e»     ^7' 

so  ist,  wenn  zur  Abkürzung  5^  =  «  gesetzt  wird, 

ri=va*»,  v^=val^^,  v^=2V(f\  v^^^vaf^*,  v^^^va'*,  v^=zvaf^*,  Vj=va.     (A) 

Nehmen  wir  nun  a  als  constant,  v  aber  als  variabel  an,  so  kann 
letzteres  so  bestimmt  werden ,  dass  die  Summe 
(6 — v)^  +  {b^—va'f+{b^  —  vaf'^f+ +  [b^—va^'y+{bj—vaY 

ein  Minimum  wird.  Setzen  wir  nämlich  den  Diflerentialquotienten  dieser 
Summe  nach  v  gleich  Null ,  so  wird 


b  +  bxo'^  +  0^0"'  + +  fefto"^'  +  M 

i  +  a      +a      + +a      +a 


»a?i    .      ta*.    .  txt   .      »       •  \    / 


Da  nun  nach  Fresnel  6  =  481 ,  6^  =  520,  6^^  =  543,  ....  6^  =  764, 

nach  Herschel  aber  6  =  458,  fc,  =  495,  6,  =  51 7, 67  =  627  ist, 

so  giebt  die  vorstehende  Formel  für  die  erstere  Zahlenreihe  v=2  480,96, 
für  die  zweite  t;  =  457,97.  Hieraus  ergeben  sich  nun  weiter  nach  den 
Formeln  unter  (A)  die  folgenden  Werthe  von  v^,  v^  u.  s.  w. ,  denen  wir 
ihre  Abweichungen  von  b^ ,  b^  u.  s.  w.  beifügen. 
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V  —480,96;  b  —v  — 

0,04 

»  — 

=  457,97; 

b 

»,  —  520,30; 

;  b^      v^  — 

—  0,30 

»,= 

=  495,37; 

K 

r,  — 043,20; 

6,      »,_ 

—  0,20 

»«= 

=  517,16; 

K 

»,- 582,78; 

;  fts— f,- 

0.22 

v,= 

=  654.78; 

1  K 

»4- 630,45 

;   b^  —  v^  — 

0,45 

»,= 

=  600,09; 

ih 

»,  —  676,39; 

'  K  —  ^i— 

0.39 

h  = 

=  643.75; 

.  h 

Dg  — 706,16 

;  6«— ».— 

0,84 

»e- 

=  672,06 

;*. 

»-  —  763,93: 

;  bj—vj— 

0.17 

»,= 

=  726,95; 

;  b, 

V 


V, 


V- 


V. 


—  ^i 


Vs 


V, 


0,03 
0,37 
0,16 
0,22 
0,09 
0,25 
0,05 
0,09 


Mit  Ausnahme  von  v^  in  der  ersten  dieser  beiden  Tafeln ,  das  von 
b^  fast  um  eine  ganze  Vibration  abweicht,  betragen  die  Differenzen 
aller  übrigen  Werthe  höchstens  etwas  über  ein  Drittel  einer  Vibration. 

5.  Die  Uebereinstimmung  der  nach  Fresnel's  Vibrationszahlen  be- 
rechneten Werthe  wird  noch  grösser ,  wenn  man  bemerkt ,  dass  diese 
Zahlen  abgerundet  sind ,  sich  aber  aus  den  Fresnelschen  Bestimmungen 
der  Wellenlängen  leicht  genauer  angeben  lassen.  Da  nämlich,  wenn  v 
die  Vibrationszahl,  l'  die  Wellenlänge,  Jl  die  Geschwindigkeit  des  Lichts 
bedeutet,  i;'  =  y-  ist ,  so  ergeben  sich  aus  den  in  Millionteln  des  Meters 
ausgedrückten  Wellenlängen*)  /,  /j,  /,,  ...  /y,  wenn  nach  Cauchy  log  JZ 
=  8,4916103  angenommen  wird,  folgende  genauere  Bestimmungen 
der  Vibrationszahlen : 


l 
L 


l 


6 


l. 


645 
596 
571 
632 
492 
459 
439 
406 


b 


br 


480,8953 
520,4320 
543.21 80 
683,0404 
630,4420 
675,7680 
706,5546 
763,9840, 


*)  Bei  Cauchy  p.  497. 
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Aus  diesen  Wertben  voo  6,  6|,  6,  u.s.w.  erhält  man  nun  nach  (B) 

und  (A): 


V    = 

=  480.9065 ; 

;     b  - 

—  V 

—  0,0112 

f,=: 

=  52a,2597 

;   *.- 

-t»,  _ 

0,1723 

»»  = 

=  543,4735 

;   *,- 

-v,_ 

0,0445 

»,= 

=  682,7707 ; 

;   *,- 

-»»  — 

0,2697 

»4  = 

=  630,4599; 

>   K- 

-h  — 

0.0179 

»•  = 

=  676,4170; 

;   b,- 

-r,_ 

0,6490 

*»•  = 

=  706,2048 ; 

K- 

-»•  — 

0,3498 

V,= 

=  764,0017; 

by- 

-»,— 

—  0,0177. 

Die  grösste  Abweichung  beträgt  also  hier  (fUr  v^  noch  nicht  ein 
Drittel  einer  Vibration.  Berechnet  man  endlich  nach  der  Formel  t  =  ^ 
die  zu  den  vorstehenden  Werthen  von  v^,  v,,  t;^  u.s.w.  zugehörigen 
Wellenlängen,  die  wir  durch  k,  \,  X^  u.s.w.  bezeichnen  wollen,  so 
erhält  man  folgende  Zahlen  nebst  den  beigefügten  Abweichungen  von 


I ,(,,/,  u.  s.  w. 

A  = 

=  644,9850 

;    l      A  — 

0,0150 

K  = 

=  596,0974 ; 

;    k-^i 

0.0974 

K  = 

=  571,0468; 

/,-A,_ 

0,0468 

h  = 

=  532,2462 ; 

;   h-^. 

0.2462 

■    X,= 

=  491,9862; 

,    h-x,- 

0,0138 

m 

h  = 

=  458,5595 ; 

h-h- 

0,4405 

^  = 

=  439,2175; 

;   h-K- 

—  0,2175 

h  = 

=  405,9906 ; 

h       h 

0,0094. 

Die  grösste  Differenz  der  Wel 


enlänge  erreicht  also  noch  nicht  ein 


halbes  Milliontel  eines  Millimeters.  Für  die  Herschelsche  Tafel,  die 
ohnedies  kleinere  Abweichungen  giebt,  müssen  wir  auf  die  genauere 
Berechnung  verzichten,  da  hier  der  Werth  von  J2  nicht  scharf  angegeben 
ist.  Es  erhellt  aber  schon  völlig  genügend,  welche  geringe  Aenderungen 
in  den  Angaben  Fresnel's  sowohl  als  Herschels  erforderlich  sind ,  um 
sie  mit  den  nach  der  Newton' sehen  Analogie  berechneten  Zahlen  in  voll- 
kommene Uebereinstimmung  zu  bringen.  Wenn  daher  auch  diese  Analogie 
durch  die  Hinweisung  auf  die  Dimensionen  der  Theile  des  Spectrums 
nicht  hinlänglich  begründet  war,  so  erhält  sie  doch  durch  Vergleichung 
der  Yibrationsmengen  der  den  Farbengrenzen  zugehörigen  Strahlen  voll- 
ständige Bestätigung,  so  dass  wenn  diesen  Zahlen  selbst  nur  in  ihren 

Abhaodl.  d.  R.  S.  Ges.  d.  Witscoseb.  IV.  8 
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Yerhältnissen  absolute  Gültigkeit  zukommt,  auch  Newton's  Analogie 
ohne  alle  Beschränkung  gilt.   Da  die  Zahl  a  =  |^  bei  Fresnel  und  Her- 

schel  dem  rationalen  Bruch  j^  nahe  kommt,  so  kann  man  die  Newton'- 
sche  Analogie  jetzt  so  ausdrücken:  die  relativen  Yibrationszah- 
len  der  den  Grenzen  der  prismatischen  Farben  zugehörigen 
Strahlen  in  Bezug  auf  die  Yibrationszahl  des  äussersten 
Roth  sind  Potenzen  von —,  welche  dieselben  Exponenten 
wie  diejenigen  Potenzen  von  2  haben,  welche  die  relativen 
Schwingungszahlen  der  reinen  Töne  fl,  Es,  F,  G,  A,  JB,  c  in 
Bezug  auf  den  Grundton  C  ausdrücken*)  Diese  Exponenten 
können  daher  Farbenintervalle  genannt  werden. 

6.  Es  führt  jedoch  diese  Analogie  auf  eine  noch  viel  einfachere 
merkwürdige  Beziehung  zwischen  den  Vibrationen  der  farbigen  Strahlen 
und  den  Schwingungen  der  genannten  Töne.  Wenn  nämlich  für  die  Töne 
y  =  2*  und  für  die  Farben  u  =  a^  ist ,  so  folgt  hieraus 

und  ferner ,  wenn  wir  zur  Abkürzung  j^|  =  m  setzen , 

u  =  y'^. 

Nun  ist  aber  a  =  ^^  =  ^ ,  wo  /  und  l^,  wie  zuvor,  die  Wellenlän- 
gen für  das  äusserste  Roth  und  Violett  bedeuten.  Da  nun  nach  FresneFs 
Angabe  in  MilUonteln  des  Millimeters  /  =  645,  /^  z=  406,  nach  Her- 
schel  aber  in  Zehnmillionteln  des  englischen  Zolls  /  =  266,  /^  =  167 
ist,  so  wird  zufolge  der  ersteren  Zahlen  m  =  j^  =  J^JUJ,  zufolge 

der  letzteren  m  =  j^-^  =  ^^fj|^.  Beide  Werthe  sind,  der  erstere  ge- 

nauer  als  der  zweite ,  nahe  =  y ;  daher  näherungsweise  u  =  yh  Setzt 
man  daher  fllr  y  die  relativen  Schwingungszahlen  der  grossen  Secunde, 
kleinen  Terz,  Quarte  u.  s.  w.,  so  folgt  für  die  absoluten  Vibrationszahlen 

Vj ,  Vj  u.  s.  w. 

,,=i  (i).  .. = » (±y.  .. = 6  (±).  „. = » (1).. 


*)  Oder  auch  der  Töne  £,  F,  G,  A,  H,  c,  d  in  Bezug  auf  den  Grundton  D.  Es  sey 
mir  verstauet  zu  bemerken,  dass  ich  auf  diese  Bestätigung  der  Newton'schen  Analogie 
durch  die  Verhältnisse  der  Vibrationszahlen  schon  i.  J.  4  845  bei  den  Vorstudien  zu 
der  oben  angeführten  Abhandlung  über  die  musiJcaliscben  Intervalle  gekommen  bin. 
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Um  nun  zu  prüfen ,  wie  genau  diese  Ausdrücke  die  Yibrationszah- 
ien  darstellen,  setzen  wir  zuerst  nach  Fresnel  v  ==  b  =  480,8953, 
6j  =  520,43,  6j  =  543,22  u.  s.w.  Hieraus  ergiebt  sich 


r,  = 

=  520,18; 

;   ^■ 

»I  — 

0,25 

»j  = 

=  543,01 

;   *,• 

—  »,_ 

0.21 

»,= 

=  582,56 

:    *, 

— «,_ 

0,44 

»*  = 

=  630,15 

;   h 

—  »4  — 

0,29 

»»  = 

=  676,00 ; 

;   h- 

-*.           - 

-0,23 

»6  = 

=  705,73  i 

>   K- 

—  »«  — 

0.82 

Vj  = 

=  763,36 ; 

;    b,- 

"7  — 

0,62. 

Setzen  wir  nach  Uerschel 

V 

6  —  458, 

h 

u.  s.  w. ,  so  kommt 

t 

» 

«1  = 

=  495,41 

;   K 

-»1  — - 

-0,41 

»,= 

=  517,15; 

;   ^• 

_(,,_- 

-  0,1 5 

»,= 

=  554,83 

;   6.- 

_»,— 

0,17 

v^  = 

=  600,15 

;    K 

»4  — 

-  0,15 

»6  = 

=  643,82 ; 

<   h- 

-fj  — 

0,18 

»«  = 

=  672,13; 

K- 

»6  — 

-0,13 

Vj  = 

=  727,03 ; 

.    ^■ 

V,— 

-  0.03. 

495,   6 


% 


517 


7,  Obwohl  nun  hieraus  heiTorgeht,  dass  die  aus  der  Relation 
u  =  yi  folgenden  Werthe  der  Vibralionszahlen  mit  den  gegebenen  nahe 
übereinstimmen,  so  wollen  wir  doch  noch  untersuchen,  welche  Aende- 
rungen  der  gegebenen  Yibrationszahlen  erforderlich  sind,  wenn  die  nach 
jener  Relation  berechneten  mit  ihnen  möglichst  nahe  zusammentreffen 
sollen. 

Man  findet  leicht  auf  dieselbe  Weise,  welche  zu  der  Formel  (B) 
geführt  hat^  dass  die  Quadratsumme  der  Unterschiede  der  berechneten 

Werthe  v ,  t^^ ,  v, , von  den  gegebenen  6 ,  6j ,  fr, ein  Minimum 

wird,  wenn 


^+a)*+(T)^+ +(")^+«^ 


(D) 


Setzen  wir  in  dieser  Formel  zuerst  die  genaueren  Fresnelschea 
Werthe  b  =  480,8953,  6,  =  520.4320  u.s.  w.  ein,  so  erhalten  wir 
aus  ihr  und  den  Formeln  unter  (C) 

8* 
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t;  =48<,442i 
»,  =  520,4456 
V,  =  543,3269 
=  582,8624 
=  630,4750 
=  676,3520 
=  706,0878 
=  763,7662 


V. 


V, 


V. 


6 


b 


Die  Ilerschelschen  Werthe  b 
V  =  457,9523 


0,2471 
0,0136 
0,1089 
0,1780 
0,0330 
65  —  »,  =  —  0,5840 

0,4668 
0,2178. 


V, 


V. 


V 


i 


V, 


V. 


V. 


V, 


495,3695 
517,1400 
554,7700 
600,0875 
643,7536 
672,0560 
726,9545 


^«  —  »«  = 
bj  —  Vj  = 

=  458 .  6, 

b  —  V  = 
b^  —  v^=z 
6,  —  t»,  = 

6.  —  v,= 


^4 
V. 


K 


'« 


V. 


495  u.  s.  w.  geben 

0.0475 
0,3695 
0,1400 
0,2300 
0,0875 
0,2464 
0,0560 
0,0455. 


8.  Diese  Resultate  zeigen  nun,  dass  die  Gleichung  t«  =  yf  in  voll- 
kommen befriedigender  Weise  sowohl  mit  den  Fresnelschen  als  mit  den 
Herschelschen  Bestimmungen  der  absoluten  Vibrationszahlen  der  den 
Farbengrenzen  zugehörigen  Strahlen  übereinstimmt.  Beide  Werthreihen 
geben  a=^=  1 ,587401  =  2*,  wie  es  seyn  muss.  Wir  können  da- 
her jetzt  folgenden  Satz  als  begründet  ansehen : 

Die  Cubi  der  relativen  Schwingungszahlen  der  Strah- 
len, welche  dem  äussersten  Roth,  den  Grenzen  von  Roth 
und  Orange,  Orange  und  Gelb,  Gelb  und  Grün,  Grün  und 
Blau,  Blau  und  Indigo,  Indigo  und  Violett,  endlich  dem 
äussersten  Violett  zugehören,  sind  gleich  den  Quadraten 
der  relativen  Schwingungszahlen  der  reinen  Prime,  gros- 
sen Secunde,  kleinen  Terz,  Quarte,  Quinte,  grossen  Sexte, 
kleinen  Septime  und  Octave;  oder,  was  dasselbe  sagt:  die  Cubf 
der  absoluten  Schwingungszahlen  der  bezeichneten  Far- 
benstrahlen sind  den  Quadraten  der  absoluten  Schwing- 
ungszahlen der  genannten  Töne  proportional. 

Da  die  Längen  der  Lichtwellen  den  Vibrationszahlen  und  eben  so 
die  Längen  der  Tonwellen  ihren  Schwingungszahlen  umgekehrt  propor- 
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tional  sind ,  so  folgt  aach,  dass  die  Cubi  der  WelieoläDgen  der 
Farbengrenzen  den  Quadraten  der  Wellenlängen  der  vor- 
genannten Tone  oder^  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der 
Saitenlängen  direct  proportional  seyn  müssen. 

Wenn  nun  Newton '^)  aus  seinen  Messungen  berechnet,  dass  die 
Dicken  der  Luftschichten  zwischen  den  die  Farbenringe  zeigenden  Glä- 
sern Air  die  acht  Grenzen  der  Farben  den  Cubikwurzeln  aus  den  Qua- 
draten der  Saitenlängen  der  Töne  C ,  JD ,  £« ,  F,  6 ,  A ,  JS ,  c  proportional 
sind,  so  bedeutet  dies  nichts  Andres,  als  dass  sie  sich  direct  verhalten 
wie  die  Wellenlängen  der  diesen  Stellen  entsprechenden  Farbenstrahlen, 
was  vollkommen  der  Wahrheit  gemäss  ist.**) 

Wie  die  relativen  Schwingungszahlen  der  Töne  durch  die  Gleichung 
y  =  2',  so  werden  also  die  relativen  Schwingungszahlen  der  Strahlen 
der  Farbengrenzen  durch  die  fast  eben  so  einfache  Gleichung 

dargestellt.  Da  nun  die  relativen  Schwingungszahlen  der  grossen  Se- 
cunde ,  kleinen  Terz ,  Quarte ,  Quinte ,  grossen  Sexte ,  kleinen  Septime, 

Octave  der  Reihe  nach  y,  y,  -j*  T'  T'  T»  ^  ^^^^'  ^  ®^^^  ^^® 
relativen  Schwingungszahlen  der  den  Farbengrenzen  zugehörigen  Strah- 
len der  Reihe  nach 

©'.  (t)*.  (I)'.  (-0*.  (t)'.  (¥)•.  ^' 

also  sämmtlich  irrational,  so  dass  also  hier  nicht  die  relativen  Schwing- 
ungszahlen selbst,  sondern  nur  ihre  dritten  Potenzen  in  rationalen  Ver- 
hältnissen stehen ,  nämlich  in  den  quadratischen  Verhältnissen ,  welche 
einfach  genommen  für  die  den  Farben  entsprechende  Tonfolge  gelten. 

9.   Da  die  Farben  eben  so  stetig  in  einander  übergehen  wie  die 

Töne,  so  gilt  die  Gleichung  u  =  2^'  auch  für  die  zwfschen  den  Farben- 
grenzen liegenden  Farben  selbst.  Die  dritte  Potenz  der  relativen  Schwing- 

m 

ungszahl  jeder  Farbe,  deren  Intervall  in  Bezug  auf  die  äussere  Grenze 
des  Roth  =  x,  ist  also  gleich  dem  Quadrat  der  relativen  Schwingungs- 
zahl desjenigen  Tons ,  der  um  dasselbe  Intervall  höher  hegt  als  der  an- 


♦)  OpL  Lib.  IL  Pars  L  Obs.  XIV. 

**)  Vgl.  Herschel,  vom  Licht,  §  644.  Es  lag  hier  ausserordentlich  nahe,  denSchluss 
zu  ziehen,  der  den  obigen  Satz  giebl;  es  scheint  fast,  als  habe  man  eben  keine  Ana- 
logic  haben  wollen. 
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genommene  Grundton.  Dieselbe  Formel  druckt  aber  auch  aus,  dass 
die  relative  Schwihgungszahl  einer  Farbe,  deren  Intervall 
in  Bezug  auf  die  äussere  Grenze  des  Roth  =  x,  gleich  ist 
der   relativen  Schwingungszahl  des  Tons,    der  mit   dem 


2 


Grundton  das  Intervall  yor  bildet.  Daher  ist  die  relative  Seh  wing- 
ungszahl  der  äussern  Grenze  des  Violett  gleich  der  relativen  Schwing- 
ungszahl  des  Tons ,  dessen  Intervall  mit  dem  Grundton  =  y  des  Octa- 
venintervalls  ist,  was  genau  der  gewöhnlichen  gleichschwebend 
temperirten  kleinen  Sexte  entspricht. 

Diejenigen  Farben,  welche  Fresnel  als  »Hauptfarben«,  Herschel 
als  »mittlere«  Farben  aufTührt,  haben,  wie  man  leicht  bemerkt,  Vibra- 
tionszahlen, welche  die  arithmetischen  Mittel  zwischen  denen  der  sie 
einschliessenden  Grenzfarben  sind,  die  hier  sehr  nahe  mit  den  geome- 
trischen Mitteln  zusammenfallen.  Gehen  wir  nun  von  dem  so  be- 
stimmten Roth  aus  und  nennen  seine  Vibrationszahl  b ,  so  ist  die  Vibra- 
tionszahl einer  Farbe,  deren  Intervall  mit  diesem  Roth  =  x,  welche 
v  heissen  mag,  bestimmt  durch  die  Gleichung  v  =  6.2**  Geben  wir 
nun  X  successiv  die  der  grossen  Secunde,  kleinen  Terz,  Quarte,  Quinte, 
grossen  Sexte  und  kleinen  Septime  entsprechenden  Intervallwerthe  und 
bezeichnen  die  zugehörigen  Werthe  von  v'  durch  v\,  t;, , i;^ ,  so  er- 
geben sich,  mit  Hinzufügung  des  zu  a?  =  0  gehörigen  Werthes  v  =  6, 
je  nachdem  wir  mit  Fresnel  6  =  500  oder  mit  Herschel  6=477  setzen, 
folgende  Werthreihen : 


6 


V 


6 


500 

540,84 

564,62 

605,72 

655,03 

702.86 

733,76 


V 

v: 

V 
V 


I 

1 

3 

s 

4 
5 


477 

515,96 

538,65 

577,84 

625,05 

670,53 

700,01 


Vergleicht  man  diese  Werthe  mit  denen  der  in  Nr.  2  aufgeführten 
»Haaptfarben«,  so  sieht  man,  dass  t>^,  v'^,  t/^  und  v'^  mit  ihnen  nahe  zu- 
sammentreffen ,  v'^  und  tf^  aber  höhere  Yibrationszahlen  haben  als  resp. 
das  mittlere  Orange  und  Indigo.  Man  kann  also  sagen,  dass  das  mittlere 
Gelb ,  Gran ,  Blau  und  Violett  mit  dem  mittleren  Rolh  Intervalle  bilden. 
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welche  resp.  denen  der  kleinen  Terz ,  Quarte ,  Quinte  und  kleinen  Sep- 
time entsprechen ,  dass  aber  das  Orange ,  welches  mit  jenem  Roth  eine 
grosse  Secunde  und  das  Ipdigo,  was  mit  ihm  eine  grosse  Sexte  bildet, 
vom  Roth  aus  genommen ,  etwas  über  die  Mitte  zwischen  den  benach- 
barten Farbengrenzen  hinaus  liegt.  Diese  Resultate  ändern  sich  nicht 
wesentlich ,  wenn  man  statt  der  angewandten  Zahlen  diejenigen  setzt, 
welche  sich  als  Mittel  aus  den  in  Nr.  7  berechneten  Werthen  von  v,  v^, 
v^  u.  s.  w.  ei^eben. 

10.    Bezeichnen  wir  diese    berechneten  Mittelfarben   der  Reihe 

'  nach  durch  ihre  Anfangsbuchstaben  R,  0,  G,  g,  B,  I,  V,  die  zwiscijen 

ihnen  liegenden  Intervalle  durch  die  üiflFerenzen  0  —  Ä,  G — jR,  g  —  R 

u.  s.  w. ,  so  ist  also ,  wenn  wir  die  Werthe  dieser  Intervalle  nach  §  1 8 

der  vorstehenden  Abhandlung  beisetzen, 

0  —  jR  =  0,1 6992  =    2g  —  1    =  grosse  Secunde, 
G  —R  =  0,26303  --=      q  —  t    =  kleine  Terz, 

g  —  Ä  =  0,41 504  =       \  —  q=z  Quarte, 
ß  —  R=  0,58496  =  g         =  Quinte, 

/  —  R  =  0,73697  =  1  —  jf  +  /  =  grosse  Sexte, 

V  —  R  =  0,83008  =    2  —  2}    =  (kleinere)  kleine  Septime. 

Hieraus  folgt  weiter  durch  Subtraction  des  ersten  Glieds  von  allen  fol- 
genden : 

G~0  =  0,0931 1  =i—q  —  t  —  kleine  Secunde, 
g  —  0  =  0,24512  ==    2  —  3}    =  alterirte  kleine  Terz, 
Ä— 0  =  0,41504=      i  —  q     =  Quarte, 
1—0  =  0,56705  =  2  —  3?  +  <  =  alterirte  Quinte, 

V  —  0  =  0,6601 6  =    3  —  4}    =  alterirte  kleine  Sexte. 

Durch  dasselbe  Verfahren  ergiebt  sich  aus  dieser  Reihe  weiter: 

.  g  —  G  =  0,1 5201  =1  —  2q  +t  =  kleiner  ganzer  Ton, 
B—G  =  0,321 93  =  t         =  grosse  Terz, 

1  —  G=i  0,47394  =  1— 25f+2<  =  kleinere  übermäss. Quarte, 

V  —  G=  0,56705  z=2  —  Sq  +  t  =  alterirte  Quinte. 

Hieraus  folgt  ferner  auf  dieselbe  Weise : 

JBf  —  jf  =  0,1 6992  =    2g  —  1    =  grosse  Secunde, 
I  —g  =  0,321 93  =  t         =  grosse  Terz, 

V  —  g  =  0,41504  =     1  —  g     =  Quarte; 
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woraus  endlich  sich  noch  ergiebt: 

/  —  Ä  =  0,1 5201  =  1  —  2g  +  t  =  kleiner  ganzer  Ton, 
Y—B  =  0,2451 2  =     2  —  3g     =  allerirle  kleine  Terz, 

and 

V  —  /  =  0,09311  =  1  — .  g  —  t  =  kleine  Secunde. 

Sämmtliche  hier  vorkommende  alterirle  Intervalle  sind  um  ein  syn- 
tonisches  Komma  kleiner  als  die  reinen. 


Nachträgliche  Bemerkung. 

Id  den  §§  26,  27  und  29  sind  zwei  Tonarten  übergangen,  die,  wenn  es  sich 
um  Vollständigkeit  handelt ,  gleiche  Berücksichtigung  verdienen  wie  die  übrigen  seltner 
in  Gebrauch  kommenden.  Es  sind  dies  Ces-dnv  und  Ais-moW^  welche  die  gleiche  Vor- 
Zeichnung  haben  wie  resp.  i4«-moIl  utid  Ctf -dur.  In  §  2  6  fanden  sich  nun  für  Jß  die 
drei  verschiedenen  Werthe  796,  814,  832.  Hieraus  erhält  man  drei  verschiedene  Sca- 
len für  i4i9-moll ,  von  denen  jedoch  nur  die  letzte  als  neue  Bestimmungen  C^aa  95 
und  ff* »=4 002  giebt.  —  In  §  27  giebt  Nr.  6  ...  c^  —>  905,  woraus  eine  Scala  für 
Ce9*dur  folgt,  in  der  die  Werthe  F^s»820,  ^1^  =  642  neu  sind,  welche  sich  jedoch 
auch  in  Nr.  43  und  12  finden.  —  In  §  29  endlich  erhalten  durch  Berücksichtigung  der 
genannten  Tonarten  die  beiden  Tabellen  S.  47  folgende  Zusätze: 

I.  Dur:      Grundton,  gr.  Secunde,  gr.  Terz,  Quarte,  Quinte,  gr.  Sexte,  gr.  Septime. 

c*,  462,  322,       445,       58.5,         737,  889. 

II.  Moll:     Grundton,  gr.  Secunde,  kl.  Terz,  Quarte,  Quinte,  kl.  Sexte,   kl.  Septime. 

J»,  445,  263,       445,       560,         678,  848. 

Es  hat  also  nach  der  gewöhnlichen  akustischen  Tabelle  die  Scala  von  (7e»^ur  dieselbe 
Form  wie  die  von  G-dur  und  weicht  demnach  in  der  gr.  Secunde  und  gr.  Septime  um 
ein  syntonisches  Komma  von  der  Reinheit  ab ;  Ais-moW  dagegen  weicht  nur  in  der 
kl.  Septime  um  das  syntonisobe  Komma  ab ,  in  der  gr.  Secunde  und  Quinte  aber  um 

0,025  Oclave  =«  -L  g.  T. 

*  0,8 
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I. 


DIE  ENTWICKELÜNGSGESCHICHTE  DER  ISOETES  LACUSTRIS. 


£&  knüpft  sich  an  die '  höheren  Kryptogamen  im  Allgemeinen  ein 
hervorragendes  botanisches  Interesse.  Sie  bilden  das  Mittelglied  zwi- 
scbeo  den  beiden  grossen  Abtheilungen  des  Gewächsreichs ,  den  ge- 
schlechtslosen Kryptogamen  und  den  Phauerogamen.  Im  Vorgänge  bei 
der  Befruchtung  ähneln  sie  vor  allen  anderen  Pflanzen,  den  Thieren  dnrch 
die  Hervorbringung  von  Samenf^en,  denen  der  Thiere  ähnlich  gestaltet, 
welche  durch  ihre  Berührung  euie  präexistirende  Zeile  zu  weiterer  Ent* 
Wickelung  anregen;  befruchten.  Die  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit 
des  Verlaufs  ihrer  GefössbQndel ,  die  Grösse  der  Zellen  ihrer  in  Zellen- 
Vermehrung  begriffenen  Theile,  vereint  mit  der  bunten  Mannichfaltigkeit 
im  Baue  ihrer  Vegetationsorgane ,  eignet  sie  vorzugsweise  zur  Bearbei- 
tung der  schwierigen. Aufgabe:  die  Einzelnheiten  der  Entwickelung  zu- 
sammengesetzter Pflanzen  theile  zu  ergründen,  deren  Wachsthumsvorgänge 
auf  die.  Vermehrung  der-  einzelnen  Zelle  zurückzuführen.  Ihre  Unter- 
suchung ^rd  das  geeignetste  Vorstudium  sein  zu  der  noch  mühsameren 
Erforschung  der  Lebensierscheinungen  der  Pflanzen  mit  kleineren  Ele- 
mentarorganen,  mit  zahlreicheren  und  verwickelter  verlaufenden  Ge- 
ftbssbündeln. 

Eine  besondere  Wichtigkeit  aber  hat  für  die  botanische  Morpholo- 
gie die  Entwickelungsgeschichte  der  Isoeten.  Sie  sind  die  einzige  be- 
kannte  Gattung  mit  ausnahmslos  unverzweigter  Hauptachse.  Sie  stehen, 
so  weit  die  Beobachtungen  reichen,  im  ganzen  Pflanzenreiche  vereinzelt 
durch  das  völlige  Unterbleiben  einer  nachträglichen  Zellenvermehrung 
in  den  Gliedern  des  Stammes.  .Bei  anderen  Stengeln  mit  noch  so  un- 
entwickelten Intemodien  erfolgt  nach  Anlegung  des  jüngsten  Sten- 
gelglieds, im  zweitjüngsten ,  wohl  auch  noch  in  den  nächstbenachbarten 
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Internodien  eine  wenn  auch  wenig  lebhafte  Vermehrung  der  Zellen  in 
der  Längsrichtung.  Bei  Isoetes  endet  mit  Anlegung  eines  Stammglieds 
dessen  Längenwachsthum  absolut.  Die  Entwickelung  von  Advehtivwur- 
zeln,  anscheinend  in  niedersteigender  Folge,  die  Form  der  Holzmasse, 
vor  allem  aber  das  Dasein  eines  das  Holz  umschliessenden,  die  ganze 
Lebensdauer  der  Pflanze  hindurch  thätigan  Mantels  von  Cambium  stellen  die 
Isoeten  in  scharfen  Gegensatz  zu  den  in  Bezug  auf  die  Fortpflanzungiser- 
scheinungen  ihnen  nächst  Verwandten.  Die  Vorgange  bei  der  geschlecht- 
lichen Befruchtung  zeigt  Isoetes  mit  einer  Leichtigkeit  und  Klarheit,  wie 
keine  andere  der  diöcischen*  Gefässkryptogamen.  —  . 

Seit  Hugo  von  Mohl  die  eigenthümliöhen  Wachsthumserschei- 
nungen  der  Isoeten  nachwies*)  —  die  Entwickelung  der  Adventivwur- 
zeln in  anscheinend  absteigender  Ordnung  zu  beiden  Seiten  einer ,  die 
untere  Fläche  des  abgeplatteten,  kucbenf^rmigen  Stammes  durchziehen- 
den  Furche;  die  seltsame  Gestalt  des  Holzkörpei^,  ^ie  jährliche  Er- 
neuerung der  Kinde  durch  die  Lebensthätigkeit  einer  das  Holz  umge- 
benden Cambiumschicbt  —  seit  jener  Zeit  ist  beinahe  unausgesetzt  die 
besondere  Aufmerksamkeit  der  Botaniker  dßr  interessanten  Gattung  zu- 
gewendet gewesen.  AlexanderBraun^  deutete  hin  auf  den  Zusam- 
menhang der  y^  oder  %  Stellung  der  Wedel  junger  Pflanzen  mit  der 
zwei-  oder  dreilappigen  Form  des  Stammes;  er  entdeckte  die  wahre 
Natur  der,  von  frühem  Beobachtern^)  für  zufällige  seitliche  VeräiStelung 
genommene  regelmässige  Zweigabelung  d6r  Wui:zeln.  Die  auffallende 
Anordnung  derselben  am  Stamme  suchte  er  durch  die  Annahme  zu  er- 
klären, dass  „die  Wurzeln  bei  Isoetes,  anstatt  wie  gewöhnlich  nacL 
aussen  aus  dem  Gefässcylinder  hervorzubrechen,  im  Gegentheil  nach 
innen  sich  wendend  durchdringen.''  —  Meltenius  gab!')  ziemilich 
gleichzeitig  eine  sehr  genaue  Beschreibung  des  Baues  der  reifen  Spore, 
und  sprach  die  Vermuthung  aus,  dass  die  Keimung  von  Isoetes  mit  der 
von  Selaginella  übereinstimmen  möge,  tlber  welche  letztere  6r  zugleich') 
die  ersten  richtigen  auf  mikroskopische  Eii^zelnheiten  sich  beziehenden 


i)  üeber  den  Bau  des  Stammes  von  IsoStes  lacustris  (Linnaea,  Jahrg.  48iO;  ver- 
mischte Schriften  botanischen  Inhalts,  S.  122]. 

2)  Weitere  Bemerkuogen  über  Isoetes,  Flora  1847,  S.  32. . 

3)  Bisch  off,  kryptogame  Gewächse,  Nürnberg  1828,  S.  4  0. 

4)  Ueber  AzoIIa,  Linnaea  4  847>  S.  269  fT. 

5)  a.  a.  0.  Anmerkung  zur  Seite  270. 
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Angaben  veröffbDtlichte.  Ein  Jahr  darauflieferte  Karl  Müller  eine 
Geschichte  der  Keimung  vonlsoStes  lacustris.^)  Er  beschreibt  die  grosse 
Spore  (deren  er  nur  in  zi^mlieh  yorgerticktem  Stadium  der  Entwicke- 
lung  vor  sich  hatte)  als  bin  vom  Exosporium  umschlossenes  zelliges 
S&ckchen,  in  dessen  Hohlräume  das. Rudiment  des  Embryo  als  frei- 
schwimmende Zelle  auftritt,  die  allmälig  zum  Zellenkörper  sich  umwan- 
delt. Die  wesientlicbsten  Irrthttmer  dieser  Darstellung  berichtigte  Met- 
tenius  i^ofort.^  Derselbe*  that  neuerdings ^  die  Gleichartigkeit  der  Kei- 
mung von  Isoetes  mit  .der  anderer  Gefässkryptogamen  schlagend  dar 
durch  die  Entdeckung  der  Bildung  von  Samenfäden  in  den  kleinen  Spo- 
ren,.und  die  Schilderung. auf  dem  Protballium,  welches  in  den  grossen 
Sporen  sich  entwickelt,  entstehender  Archegonien. 

Die  im  Il^achstehenden  mitgetheilten  Untersuchungen  werden  die 

•  

durch  Metteni US  und  Mttller  aufgefundenen  Thatsachen  vervollstän- 
digen  und  mit  den  von  M  o  h  1  geschilderten  verknüpfen.  Das  reiche  Ma- 
terial derselben  verdanke  ich  der  Güte  von  Mettenius,^)  Alexander 
Braun  und  Gustav  Reichenbach.^ 

Die  grossen  Sporen  der  Isoetes  lacustris,  bei  ihrer  Entstehung  von 
Gestalt  eines  Tetraeders  mit  convexer  Grundfläche ,  erlangen  gegen  die 
Reife  hin«  durch  allmälige  Wölbung  auch  ihrer  übrigen  Flächen  nahezu 
Kugelform.  Die  zarte  primäre  Zellhaut  wird  von  einem  dicken  Exospo- 
rium Umkleidet ,.  welches  *  auf  Durchschnitten  drei  Hauptschichten  zeigt : 
eine  innersle ,  glasartige ,  von  brauner  Farbe ,  massiger  Dicke ,  welcher 
kürzere  und  längere  gegen  die  Pole  der  Spore  convergirende  Leisten 
aufgesetzt  sind.  Drei  längßre  und  stärkere  solcher  Leisten ,  den  Bertth- 
rungskanten  der  Spore  mit  ihren  drei  Schwestersporen  entsprechend, 
vereinigen  sich  auf  ihrem  Sclieitel  unter  Winkeln  von  1 20®.  Sie  reichen 
bis  zum  Aeqiiator  der  Z^lle  und  schneiden  hier  eine  die  Spore  umgür- 
tende, etwas  niedrigere  Ringleiste.  Auf  diese  innerste  Schicht  des  Exo- 
sporium folgt  eine  dünnere  von  kömiger  Beschaffenheit  und  gelblicher 


I)  Berliner  botanische  Zeitung,  1848,  Sp.  397  ff. 
•    8)  5p.  688  desselben  Jahrganges  'der  botanischen  Zeitung. 

3)  Beiträge  2ur  Botanik,  4.  Heft.  Heidelberg  4  850. 

i)- Isoetes  lacustris  lebend  in  allen  Altersstufen  aus  dem  Feldsee  im  Schwarzwalde, 
demselben  Standorte,  welcher  auch  Bischöff,  Mohl,  Braun  und  Mettenius  den 
Stoff  ihrer  Untersuchungen  lieferte. 

5)  Die  Arten  der  Mediterrapflora  in  getrockneten  Exemplaren. 
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Färbung.  Ihr  ist  die  dicke,  äusserste' Hülle  aus  glasheiler,  gallertartiger 
Masse  aufgelagert.  Sie  Überzieht ,  gleich  der  vorigen ,  alle  leistenfbrmi- 
gen  Hervorragungen  der  innersten ,  glasigen  Schicht  des  Exosporium ; 
über  den  vier  Hauptleisten  ist  sie  besonders  stark  entwickelt  (T.  U  f.  1). 
Der  Stoff  des  Exosporium  verhält  sich  gegen  Reagentien  gleich-der 
Exine  der  Pollenkömer.  Schwefelsäure  giebt  den  inneren  Schiebten 
röthliche  Farbe ;  Kochen  in  Kalilauge  greift  sie  an.  Die  Gallertschicht 
wird  von  Mineralsäuren  und  ätzenden  Alkalien  rasch  zerstört. .  Kohlen- 
saurer Kalk,  den  Schieiden  nach  dem  Aussißhen  trockener  Sporen  im 
Exosporium  vermuthet,^)  ist  in  demselben  nicht  vorhanden,  wie  bereits 
Röper  angegeben.^  —  Der  Inhalt  der  reifen  Spore  verhält  sich  optisch 
und  chemisch  wie  ein  Gemenge  von-Oel  and  Eiweiss.  Eine  Spore,  auf 
dttnnem  Papier  zerdrückt ,  hinterlässt  einen  bleibend  durchscheinenden 
Flecken. 

■ 

Wenige  Wochen  nach  Freiwerden  der  Spore  aus  dem  durch  Ver- 
wesung seiner  Wand  sich  öffnenden  Sporangium  beginnt  ihr  Iniaenraum 
sich  mit  Zellgewebe  zu  füllen.  Durchschnitte  geben  keinen  Aufschluss 

■ 

über  die  Art  dieser  Zellenbildung;  bei  Verletzungen  der  noch  nicht 
vollständig  von  geschlossenem  Parenchym  erfüllten  Spore  wird  ihr  In- 
halt zu  gestaltlosem  Breie.  Aber  schon  halbstündiges  Liegen  in  gesät- 
tigter Glycerinlösung  macht  daiß  Exosporium  hinreichend  durchscheinend, 
um  der  Innenwand  der  Spore  angelagerte ,  abgeplattet-sphärische  An- 
häufungen einer  körnigen  Substanz  erkennen  zu  lassen  (T.  II  f.  1).  Es 
kann  keinem  Zweifel  unterliegen ,  dass  diese  bei  Druck  auf  die  Spore 
zusammenfliessenden  Massen  kömigen  Schlejm's  eben  gebiklete.  Prim- 
ordialzeilen  (nackte  Primordialschläuche)  sind;  dass  somit  die  Bildung 
des  die  Spore  füllenden  Zellgewebes,  des  Trothallium,  durch  fireie 
Zellbildung  erfolgt;  übereinstimmend  mit  d€|r  Entstehung  des  Endo- 
sperms  der  Mehrzahl  der  Phanerogamen,  insbesondere  mit  der  Entwicke- 
lung  des  Eiweisskörpers  der  Coniferen.  Die  Bildung  von  starren  ZeU- 
häuten  scheint  erst  zu  der  Zeit  zu  beginnen,  da  der  gesammte  Inhalt 
der  Sporenzelle  in  Tochterzellen  sich  umgewandelt  hat. 

Wahrscheinlich  beginnt  diese  ZeUbildung  in  der  Scheitelwölbüpg 
des  Sporenraumes.  Zu  der  Zeit,  da  der  Widerstand  des  die  Spore  ge- 


1)  Grundzüge,  3.  Aufl.  Band  II.  S.  84. 

2)  Zur  Flora  Mecklenburgs.  Band  I.  S.  125. 
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schlössen  fbHenden  Parenchyms  die  Darstellung  von  Ls^ngsdurcbschnit- 
ten  erlaubt,  sind  die  Zellen  des  Scheitels  des  Prothallinm  weit  kleiner 
und  zahlreicher,  als  die  seines  Grundes.  Dies  lässt  schliessen,  dass  dort 
schon  vor  geraumer  Zeit  eine  Vermehrung  der  Zellen  begonnen  hat, 
welche  hier  weit  spStw  erst  und  mit  weit  minderer  Lebhaftigkeit  ein- 
treten wird.  —  Der  Inhalt  der  Zellen  des  Prothallium  unterscheidet  sich 
nicht  von  dem  der  reifen  Spore ;  Zellenkerne  sind  in  der  dicken ,  trüben 
Flüssigkeit  nicht  wahrzunehmen.^) 

Wahrend  der  Anlegung  des  Prothallium  verändert  sich  nicht  un- 
beträchtlich die  primäre  Zellhaut  der  Spore ;  besonders  in  ihrem  oberen 
Theile.  Sie  nimmt  an  Dicke  zu ;  auf  Durchschnitten  lässt  sie  eine  Zu- 
sammensetzung aus  mehreren  Schichten  erkennen.  Unschwer  lässt  sie 
sich  vom  Prothallium  abstreifen.  ^)  Von  der  Fläche  gesehen ,  erscheint 
die  froher  gleichartige  jetzt  fein  gekörnelt  —  alles  Erscheinungen ,  die 
in  überraschender  Gleichartigkeit  auch  am  Embryosack  der  Nadelhölzer 
sich  finden. 

Das  kugelförmige  Prothallium,  durch  Vermehrung  und  Dehnung 
seiner  Zellen  etwas  an  Masse  zunehmend ,  sprengt  die  obere  Hälfte  des 
Exosporium  in  drei  Lappen ,  indem  jede  der  drei  auf  dem  Scheitel  der 
Spore  zusammentreffenden  Leisten  in  zwei  Längshälften  sich  trennt. 
Ein  kleiner  Theil  des  Scheitels  des  Prothallium  —  drei  unter  Winkeln 
von  ISO^  zusammenstossende  sehr  spitze  Dreiecke  —  wird  dadurch 
frei  gelegt. 

Aus  der  Vermehrung  einzelner  Zellen  der  Oberfläche  dieser  blos 
gewordenen  Stellen  gehen  Archegonien  hervor,  deren  erstes  ausnabms- 
bs  genau  auf  dem  Scheitel  des  Prothallium  entsteht  (T.  II  f.  2).  Bleibt 
dieses  erste  unbefruchtet,  so  bilden  sich  noch  mehrere  in  von  ihm  ab- 
steigender Ordnung;  aber  acht  zählte  ich  in  keinem  Falle. 

Die  Mutterzelle  eines  Archegonium  theilt  sich  durch  eine  der  freien 
Aussenfläche  parallele  Wand;  die  gleiche  Theilung  wiederholt  siph  in 
der  äusseren  der  beiden  nengebildeten  Zellen.   Senkrechte  Längswände 


4)  Die  Undurchsichtigkeit  des  milchigen  Zellinbalts  ist  so  gross,  dass  sie  selbst 
bei  sehr  dünnen  Durchschnitten  die  Erkennung  der  ZellengrSnzen  hindert,  solange 
das  PrSparat  in  reinem  Wasser  liegt.  Zusatz  coocentrirter  Glycerinlösung  erzeugt 
schneller  eine  weit  vollstSndigere  Durchscheinenheit  als  das  Ton  Mettenius  (Bei- 
trSge  zur  Botanik ,  Heft  4 ,  S.  4  4)  empfohlene  Chlorcalcium. 

2)  Vergl.  Mettenius,  berliner  botan.  Ztg.  Jahrg.  4848,  Sp.  690. 
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theilen  darauf  die  obern  beiden  Zellen  in  je  zwei  Längsbälften  (T.  II 
f.  3  bei  a) ,  in  deren  jeder  sofort  eine  zur  letztentstandenen  rechtwink- 
lige Längswand  auftritt.  Die  unterste  Zelle  des  Archegonium  nimmt  an 
Grösse  etwas  zu;  sie  wird  zu  dessen  Centralzelle.  Von  den  sie  über- 
ragenden zwei  Doppelpaaren  viermal  kleinerer  Zellen  pflegt  das  untere 
sich  durch  Querwände  noch  einmal  zu  theilen  (!•  II  f.  3  bei  a*) ;  Aus- 
nahmen sind  selten. 

Während  dieser  Vorgänge  blättert  der  vom  Exosporium  unbedeckt« 
Theil  der  primären  Membran  der  Sporenzelle  sich  allmälig  ab ,  vorher 
aufquellend.^)  Durch  Auseinanderweichen  der  vier  Längsreihen  von 
Zellen,  welche  die  Centralzelle  des  Archegonium  decken,  bildet  sich 
jetzt  ein  auf  diese  zufahrender  offener  Gang  (T.  II  f.  5).  Noch  vor  des- 
sen Auftreten  entstand  in  ihr  eine  sphärische ,  die  Mutterzelle  beinahe 
ausfüllende,  freie  Tochterzelle  (T.  II  f.  4 — 6).  Sie  ist  die  Anfangszeile 
der  neuen  Generation,  das  Keimbläschen,  befolgt  nach  Befruch- 
tung durch  die  in  den  kleinen  Sporen  erzeugten  Samenfäden  zu  einer 
neuen  wedel-  und  sporentragenden  Pflanze  der  Isoetes  sich  auszubilden. 

Zur  Umwandlung  in  ein  Protballium  und  zur  Hervorbringung  von 
Archegonien  gelangen  alle  reifen  Makrosporen  der  Isoetes  lacustris. 
Eine  Weiterentwickelung,  die  Bildung  von  Embryonen  beblätterter 
Pflanzen  erfolgt  aber  nur  in  solchen,  die  zusammen  mit  Mikrosporen 
ausgesäet  wurden ,  analog  der  gleichen  Erscheinung  bei  den  Selaginel- 
len  und  den  Rhizocarpeen.  —  Von  Mikrosporen  streng  getrennt  gehal- 
tene Prothallien  leben  lange,  bei  meinen  Versuchen  von  Anfang  Septem- 
ber bis  Mitte  März.  Einzelne  derselben  brachten  selbst  dann  noch  neue, 
normal  gebaute,  anscheinend  des  Befruchtetwerdens  fähige  Archego- 
nien hervor. 

Die  kleinen  Sporen  der  Isoetes  lacustris  haben  bei  der  Reife  die 
Gestalt  von  Kugelquadranten ;  in  seltenen  Fällen  sind  sie  tetraedrischer 
Form.  Die  scharfen  Kanten  und  Ecken  der  Spore  werden  von  der  Exine 
gebildet;  die  der  inneren  Sporenhaut  sind  stumpf  zugerundet.  Am  obe- 
ren wie  am  unteren  Ende  der  Spore  entwickelt  sich  das  Exosporium 


4 )  Ein  besonders  überzeugendes  Beispiel  derartiger  Häutung  ganzer  Zellgewebs- 
massen  durch  Abwerfen  der  priroäreD  Haut  und  der  Verdickungsschicbten  der  Ober- 
bautzellen  giebt  die  Wacbsthumsgeschichle  der  Adventivwurzeln  einiger  GrSser,  ins- 
besondere der  Avena  soHva, 
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zu  einer  warzigen  Spitze  (T.  II  f.  8, 9) ;  den  Berühningskanten  der  Spore 
mit  den  drei  Schwestersporen  entlang  zu  einer  weit  vorgezogenen, 
schneidigen  Falte  (T.  II  f.  7).  Die  Aussenfläche  der  Exine  ist  aufs  feinste 
gekOmeli,  fast  glatt,  ihre  Farbe  ein  lichtes  Gelbgrau. 

Der  Inhalt  der  völlig  entwickelten  kleinen  Spore  ist  feinkörniges 
Protoplasma,  in  dem  viele  kleinere  Oeltropfen  enthalten  sind.  Bei  durch- 
fallendem Lichte  erscheint  das  Gemenge  der  sehr  verschieden  licht- 
brechenden Flüssigkeiten  fast  undurchsichtig.  Im  Mittelpunkt  der  Spore 
schwebe  ein  kugeliger  Zellenkem  von  scharfen  Umrissen,  mit  durch- 
sichtiger Inhaltsflttssigkeit  (T.  IT  f.  7). 

Etwa  vier  Wochen ,  nachdem  die  Mikrosporen  durch  Verwittern 
der  Wand  der  Sporangien  frei  wurden,  theilt  sich  der  Primordialschlauch 
der  Zelle  in  zwei  bis  vier  Portionen ,  welche  zu  Tochterzellen  sich  indi- 
vidoalisiren  (T.  II  f.  8).  Bisweilen  erfüllen  die  Theilhalften  des  Primor- 
dialschlauchs  die  Mutterzelle  vollständig ;  die  von  ihnen  ausgesonderten 
Zell  wände  erscheinen  dann,  soweit  sie  den  Bertlhrungsflächen  zweier 
Primordialschlauch-Hälfken  entsprechen,  als  der  Innenwand  der  Spo- 
renzelle  angesetzte  Scheidewände  (T.  II  f.  9).*)  Häufiger  aber  ist  die 
Tfaeiiung  des  Primordialschlauchs  mit  einer  Zusammenziehung  dessel- 
ben auf  kleineren  Raum  verbunden ;  ^  die  Tochterzellchen ,  von  abge- 
plattet ellipsoidischer  Form ,  hegen  frei  im  Innenraume  der  Spore.  In 
der  Inhaltsflttssigkeit  der  Tochterzellen  zeigen  sich  jetzt  zahlreiche  sehr 
kleine  Amylumkörperchen. 

Jedes  dieser  Zellchen  erzeugt  in  seinem  Inneren  eines  bis  zwei 
linsenförmige  Bläschen,  in  deren  jedem  ein  in  rechtsläufiger  Spirale 
aufgerollter  Faden  aus  mit  Jod  sich  bräunender  Substanz  entsteht  (T.  II 
f.  II).  Sein  eines  Ende  ist  massig  verdickt,  das  andere  in  eine  faden- 
förmige Spitze  ausgezogen.  Hat  er  seine  volle  Ausbildung  erreicht,  so 
werden  die  Spore  und  ihre  Tochterzellchen  durch  Anschwellen  des  In- 
halts gesprengt;   die  linsenförmigen  Mutterbläschen  der  Samenfaden 


I)  In  solcher  Weise  getheilte  Sporen  gleichen  vollkommen  den  ellipsoidischen 
Zellkörperchen,  welche  aus  den  Mikrosporen  fahrenden  Sporangien  der  Salvmia  natans 
im  Frül^ahre  her?oii>rechen ,  und  in  deren  FSchem  die  MutterblSschen  der  Samenß- 
den  entstehen  (S.  109  meiner  Schrift  ,,Yergleichende  Untersuchungen  der  Entwicko- 
lung  höherer  Kryptogamen"  u.  s.  w.  Leipzig  4  854). 

%)  Analog  dem  Vorgange  bei  der  Sporenbildung  von  Leber*  und  Laubmoosen 
(Pellia  und  Phascum;  a.  a.  0.  S.  SO,  73). 
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kommen  frei  in  den  nach  Aussen  geöffneten  Raum  der  Spore  zu  liegen. 
Bald  zerreisst  auch  die  (mit  Jod  sich  bläuende)  Membran  des  BlflsChens 
selbst ;  das  eine  Ende  des  Samenfadens  tritt  aus  dem  Risse  hervor  und 
beginnt  sofort  eine  lebhaft  schwingende ,  das  Mutterblttschen  in  rasche 
Drehung  setzende  Bewegung  (T.  II  f.  12).  Endhch  entringt  sich  der 
Faden  dem  Bläschen  völlig ;  seine  spiraligen  Windungen  entfernen  sich 
etwas  von  einander.  In  fortwährender  Drehung  um  die  Achse  seiner 
Spirale  schlttpft  er  aus  der  geborstenen  Spore  und  bewegt  sich  im  Was- 
ser umher,  mit  dem  dicken  Ende  voraus,  das  dünnere  nachschleifend 
(T,  II  f.  13 — 15).*)  Seine  Bewegungen  sind  wenig  schneller,  als  die 
der  SpermatozoYden  der  Moose.  ^ 

Wird  der  Samenfaden  durch  Jod  getödtet ,  so  lässt  sich ,  bei  gün- 
stiger Beleuchtung,  eine  geringe  Zahl  seinen  vorderen  zwei  Windungen 
ansitzender  äusserst  feiner  Wimpern  erkennen  (T.  II  f.  16,  17).  Zusatz 
färbender  Stoffe  zum  Wasser,  in  welchem  Samenfäden  sich  bewegen, 
zeigt ,  dass  während  des  Lebens  dieser  jene  Wimpern  lebhaft  schwin- 
gen. —  Die  Dauer  der  Bewegung  der  ^permatozoYden  von  Isoetes  über- 
stieg bei  meinen  Beobachtungen  in  keinem  Falle  drei  Stunden. 

Ende  August  aüsgesäete  Mikrosporen  entliessen  die  ersten  Samen- 
fäden Mitte  September ;  die  Erzeugung  von  SpermatozoYden  dauerte  bis 
in  den  Januar.  Das  Wasser  der  Gefässe,  in  welche  ich  grosse  und  kleine 


\)  Der  Forscher,  dem  die  Lehre  Ton  den  selbstbeweglichen  Fortpflanzungsorga- 
nen der  Kryptogamen  die  neuesten  Bereicherangen  verdankt,  Thnret,  steht  im  Wi- 
derspruche mit  andern,  diesen  Gegenstand  behandelnden  Botanikern,  insbesondere 
mit  mir,  indem  er  für  erwiesen  annimmt,  dass  das  hintere  Bnde  der  Samenßden  der 
Charen ,  Moose  und  Geßsskryptogamen  verdickt  sei  und  stumpf  ende.  Das  Dasein  ei- 
nes lang  fadenförmigen  Schwanzes  stellt  er  in  Abrede  (Aimales  des  sc,  naiur.  Särie  III. 
Tome  XVI).  Es  ist  misslich,  einem  so  trefflichen  Beobachter,  wie  Thuret,  zu  wider- 
sprechen. Ich  habe  geglaubt,  auf  Erscheinungen  der  Art  das  meiste  Gewicht  legen  zu 
ouissen,  wie  ich  f.  4  4  der  T.  I  abbilde:  das  hintere  Ende  des  Samenfadens  ist  an  ei- 
nem kleinen  Gegenstande ,  dem  eigenen  Mutterbläschen  z.  B.  kleben  geblieben ,  und 
dieser  wird  bisweilen  auf  linienweiter  Entfernung  vom  Samenfaden  nachgeschleppt. 
Aehnliches  sah  ich  bei  Pellia,  bei  FarmkrSutem  und  Equiseten.  Thuret  erwShnt  aus- 
drücklich der  undeutlichen  Umrisse  und  der  schleimigen  Beschaffenheit  des  keuligen 
Hinterendes  der  SpermatozoYden.  Bestände  dasselbe  ans  so  weichem,  halbflfissigen 
Schleime,  dass  er  bei  Anhaften  irgendwo  in  lange  FSden  sich  ausziehet,  so  würde  der 
Widerspruch  Thur  et's  und  meiner  Angaben  sich  befriedigend  erklären. 

2)Mettenius,der  Entdecker  der  SpermatozoYden  von  Isoetes,  weist  hin  auf  die 
Trägheit  ihrer  Bewegungen  in  Yergleich  mit  den  reissend  schnellen  derer  der  P«rrn. 
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« 

Sporen  ausgesäet ,  wimmelte  von  Samenftläeii  an  einigeo  Tagen  Mttte 
Oktobers.  Der  dttnnflttssige  Schleim ,  welcher  den  Mttndungskanal  reifer 
Archegonien  ausfüllt,  umschloss  zu  dieser  Zeit  öfters  fäldliche  Körper 
fester  schleimigen  Stofes,  welche  füglich  die  Reste  bewegungslos  ge- 
wordener SpermatozoYden  sein  konnten. 

.  Die  erste  Erscheinung,  welche  den  Beginn  der  Entwickelung  eines 
Embryo  in  einem  Archegonium  anzeigt ,  ist  die  Theilung  des  befirucbte* 
ten  Keimbläschens  durch  eine  gegen  die  Längsachse  des  Archegonium 
etwas  geneigte  transversiale  Scheidewand  (T.  II  f.  18 — ^20).  Während 
der  Bildung  dieser  dehnt  sich  das  Keimbläschen ,  oft  nicht  unbeträcht- 
lich ,  in  zur  Längsachse  des  Archegonium  rechtwinkliger  Richtung.  Von 
den  beiden  Theilhälften  des  befruchteten  Keimbläschens  wird  -^  wie 
bei  fest  jeder  vegetativen  Zellvermehrung ,  nach  Verschwinden  des  pri- 
mären Kernes  der  Zelle  und  Auftreten  zweier  neuer  (T.  II  f.  20)  —  zu- 
nächst die  untere  (T.  III  f.  2) ,  darauf  auch  die  obere  getbeilt  durch  eine 
die  erst  entstandene  unter  rechtem  Winkel  schneidende  Wand  (T.  It  f. 
21).  —  Die  aus  nur  zwei  bis  vier  Zellen  bestehende  Anlage  zum 
Embryo  der  neuen  Generation  hat  die  Form  eines  liegenden  Eyes ;  in 
Richtung  ihrer  Längsachse  betrachtet  (T.  II  f.  1 8,  1 9)  erscheint  sie  nicht 
grösser,  als  das  unbefruchtete  Keimbläschen.  Aber  sie  bat  bereits  be- 
gonnen durch  ihre  Längsdehnung  zerstörend  einzugreifen  in  das  Ge- 
webe des  Prothallium. 

Wie  in  zahlreichen  ähnlichen  Fällen  —  bei  Entwickelung  der  noch 
im  Protballiiim  verborgenen  Keimpflanze  der  Farm,  beim  Eindringen 
des  unteren  Endes  der  Moosfrucht  in  die  sich  bildende  Vaginula ,  bei 
dem  Verdrängen  des  Endosperms  durch  den  heranwachsenden  Embryo 
vieler  Phanerogamen  —  zeigen  die  dem  rudimentären  Embryo  nächst 
benachbarten  Zellen  des  ProthalUum  eine  ziemlich  lebhafte  Vermehrung» 
bevor  sie  au^elockert,  von  der  sich  entwickeloden  Keimpflanze 
verdrängt  und  endlich  aufgelöst  werden.  Der  Embryo  erscheint  auf 
seinen  ersten  Entwickelungsstufen  von  einem  Gewebe  sehr  enger 
Zellen  umschlossen  (T.  II  f.  21).  Schon  während  der  ersten  Theilun- 
gen  des  befruchteten  Keimbläschens  sterben  die  Mttndungszellen  sei- 
nes Archegonium  ab ;  ihre  Inhaltsflttssigkeit  wird  wasserklar ,  ihre  Wan- 
dungen nehmen  die  tiefbraune  Farbe  an ,  welche  todten  Zellmem- 
branen von  GefUsskryptogamen  so  allgemein  zukommt.  Aehnliche 
Veränderungen  gehen  bisweilen  in  den  Zellen  der  Oberfläche  des  Pro- 
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thallium  vor  sich,  die  der  ArchegonieninüDdaDg  angrSinzeo  (T.  II  f.  21 ; 
T.  Ulf,  1—7). 

In  den  seltensten  Fällen  wird  mehr  als  ein  Archegonium  desselben 
Prothallium  befrachtet.  Die  übrigen  vericümmem ;  der  Inhalt  ihrer  Cen- 
tralzellen  verscbrumpft  zu  einem  unregelmässig  gestalteten  Ballen  dun- 
kelbrauner Substanz;  alle  Zellenmembranen  des  Archegonium  bräupen 
sich ;  eine  FArbung ,  welche  dann  -und  wann  auch  auf  die  Häute  an- 
gränzender  Zellen  des  Prothallium  {ibergeht  (T.  II  f.  21). 

Das  vierzellige'  Rudiment  des  Embryo  wächst  gegen  den  Mittel- 
punkt des  kugeligen  Prothallium  hin  durch  wiederhotte  Theilung  seiner 
dem  Ausfbhrungsgangä  des  Archegonium  abgewendeten  Zellen.  Gleich- 
zeitig beginnt  ^ine  lebhafte  Vermehrung  der  einen  seitlichen  Zelle, 
welche  das  spitzere  Ende  der  eyförmigen  Embryoanlage  einnimmt.  Sie 
theilt  sich  durch  eine  verticale  zur  horizontalen  Achse  des  Embryo 
spitzwinklige  Wand.  Die  äussere  der  neu  entstandenen  Zellen  wird 
durch  eine  der  letztgebildeten  Wand  rechtwinklig  angesetzte  senkrechte 
Scheidewand  sofort  aufs  Neue  getheilt.  In  der  jeweiligen  Scheitelzelle 
des  auf  solche  Weise  hervortretenden  Auswuchses  des  Embryo  wie- 
derholt sich  längere  Zeit  hindurch  die  Theilung  durch  wechselnd  nach 
zwei  Richtungen  geneigte  Wände  (T.  III  f.  4,  5,  8):  Diese  bis  zu  einßm 
gewissen  Punkte  stetig  sich  verlängernde  seitliche  Sprossung  der  rudi- 
mentären jungen  Pflanze  ist  der  erste  Wedel.  *) 


4)  DerAusdnick  „Wedel"  ist  nicht  wobl  zu  entbehren  für  die  das  Laub  darstellen- 
den seitlichen  Sprossungen ,  gemeinhin  beschränkter  LSngsentwicketung,  der  Haupt- 
achse der  grossen  Mehrzahl  der  Gefösskryptogamen.  Eine  wissenschaftliche  Bedeutung 
kann  dem  Worte  gegeben  werden  durch  seine  ausschliessliche  Anwendung  auf  Zweige 
begrSnzten  Wachsthums  und  blattähnlicher  Bildung.  In  diesem  Sinne  mögen  die  Sten- 
gel der  Harchantieen  und  Riccieen,  die  blattlosen  Halme  vieler  Juncus-Arten,  die  blatt- 
artigen Zweige  von  Ruscus  u.  A  mit  Fug  und  Recht  Wedel  genannt  werden.  -^—  Die 
Farmwedel  für  Blätter  zu  erklären,  dawider  spricht,  wie  ich  anderen  Orts  (S.  88  mei- 
ner Schrift  ,, Vergleichende  Untersuchungen  höherer  Kryptogämen"  u.  s.  w.  Leipzig 
1851)  erörtert,  das  Vorkommen  von  SpreublSttem  auf  den  Weäeln  aller  Farrn  im  eng- 
sten Sinne ;  die  Entwickelung  des  fruchttragenden  Wedels  der  Ophioglossen  und  Bo-> 
trychien  aus  dem  sterilen ;  vor  Allem  aber  die  Entstehung  neuer  Jahrgänge  von  We- 
deln der  Ophioglosseen  als  Adventivsprossen  (Vergleichende  Untersuchungen  T.  XVI 
f.  28),  aus  der  Vermehrung  von  Zellen  des  untern  Endes  des  Gefässbündels  des  nächst 
älteren  Wedelpaares ,  analog  der  Bildung  neuer  Jahresschossen  des.  Tamus  elephanüpes 
(Mo hl,  Vermischte  Schriften  S.  486;  —  will  man  die  Entstehung  von  Adventivspros- 
sen an  bestimmt  vorgezeichneten  Stellen  im  Innern  de^  Geiii;ebes  zum  Vei^eichongs- 
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.  Die  aas  der  Theilung  der  (primareD)  SchekelzeUe  des  Wedels  her- 
vorgehenden Zellen  zweiten  Grade.s  weitlen  durch  radiale  Längswände 
getheilt.  Jede  der  tertiären  Zellen  theilt  sich,  durch  den  Sehnen  der 
gewölbten  freien  Aüssenilächen  parallele  Wandungen,  in  eine  innere 
un(l  eine  äussere  Zelle.  In. der  letzteren  tritt  eine  zur  nächst  vorher  ent- 
standenen rechtwinklige ,  in  Bezug  auf  die  Längsachse  des  Wedels  ra« 
diale  Wand  auf ;  acht  peripherische  Zellen  umschliessen  nahe  unter  der 
fortwächsenden  Wedelspitze  vier  axile.  Die  ursprünglich- von  oben  und 
unten  abgeplattete  Gestalt  des  Wedels  (T.  ill  l  3,  10,  11)  wandelt  sich 
durch  diese  Zellenvermehrung  allmälig  in  die  konische  um  (T.  III  f.  13). 
Durch  wiederholte  Theilung  der  Zellen  seines  Umfanges  mittelst  radialer 
Längswände ,  wechselnd  mit  solchen  den  Tangenten  der  freien  Aussen- 


punkte  oebmen ,  so  ist^  auch  die  normale  Verzweigung  d^r  Equisetaceen  als  ähnlicher 
Fall  anzuCihren:  [Vergleichende  Untersuchungen  S.  94]].  Noch  deutlicher  für  die 
Zweignalur  der  Wedel  redet  vielleicht  die  Entwickelungsgeschichte  der  bei  Ophioglos- 
sum  hSuGg  erscheinenden  Wurzelbrut.  Aus  der  Vermehrung  einer  Cambialzelle  des 
Gefftssbündels ,  welches  die  Lüogsachse  der  weit  kriechenden  Adventivwiirzel  durch- 
zieht,  geht  ein  rudimentärer  Wedel  hervor,  dessen  Vorderseite  ein  zweiter  Wedel 
entspriesst,  noch  während  der  erste  im  Parenchym  der  Wurzelrindß  verborgen  ist.  — 
Es  kann  kein  Grund  wider  die  Zweignatur  der  Wedel  sein ,  dass  sie  nachweislich  nicht 
in  den  Achseln  von  Blättern  (Spreuschuppen)  der  Hauptachse  entstehen.  Die  aus  den 
Wachsthumserscbeinungen  der  Phanerogamen  abgeleiteten  morphologischen  Regeln  — 
Regeln,  die  zudem  qicht  ohne  Weitgreifende •  Ausnahmen  sind  (ich  erinnere  an  das 
Verhältniss  des  Pedunculus  der  Asciepiadeen  zu  dem  mit  ihm  auf  gleicher  Hohe  ent- 
springenden Blattpaare)  —  können  nicht  ohne  Weiteres  auf  die  Kryptogamen  ange- 
wendet werden.  Aechte  Dichotomie ,  Gabelung  der  Endknospe  oberhalb  der  jüngsten 
Blätter  ist  eine  sehr  vielen  Kryptogamen,  namentlich  den  Selaginellen  und  den  Lyco- 
podien ,  normal  zukommende  Lebenserscheinung. 

Minder  klar,  als  die  Zweignatur  der  Wedel  der  Polypodiaceen ,  ist  die  Wedeina- 
tar  des  pfriemlichen  Laubes  der  Isoöteen.  Es  steht  ihr  entgegen  die  (von  Karl  Mül- 
ler bereits  her\'orgehobene:  Berliner  botan.  Zeitg. ,  Jahrg.  1848  Sp.  335)  Aehntich- 
keit  des  Lebensprocesses  des  Nebenblattes  der  Selaginellen  mit  dem  Spreublatte  (der 
Schuppe)  der  Iso^teen.  Die  Art  der  Entwickelung  beider  Organe  ist  indess  insofern 
eine  etwas  verschiedene ,  als  das  Spreublatt  der  Isoeten  aus  Vermehrung  einer  einzi- 
gen Zelle,  das  Nebenblatt  der  Selaginellen  ^us  Vermehrung  einer  Zellreihe  hervorgeht. 
—  Dass  ich  Organe,  die  so  viel  Gleichartiges  zeigen,  wie  die  Blätter  von  Selaginella 
und  die  Wedel  von  IftoStes,  In  dem  einen  Falle  Blätter,  im  anderen  Zweige  nenne, 
beruht  einestheils  auf  der  üebereinstimmong  des  ersten  Wedels  des  IsoStes-Embryo 
in  Entwickelung  und  zum  Theil  aUch  in  Stellung  mit  dem  ersten  Wedel  der  Farm ; 
andemtheils  darauf,  dass  bei  Isoötes  dem  Wedel  die  Fruchtbildung  zugetheilt  ist,  die 
bei  Selaginella  ausschliesslich  dem  Stengel  obliegt ;  an  der  die  Blätter  entschieden  kei- 
nen Theil  haben. 
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wände  parallelen  wächst  der  Wedel  femer  in  die  Dicke.  Hat  er  eine 
gewisse  Stufe  der  Entwickelung  erreicht ,  so  wird  sein  Längenwachs- 
thum  sehr  beschleunigt  durch  den  Eintritt  einer  Quertheilung  seiner 
meisten  Zellen.  Diese  Yermehranj;  hebt  an  nahe  anter  der  Spitze  des 
Wedels  und  schreitet  von  da  vor  einerseits  gegen  .die  Basis ,  andrerseits 
gegen  den  Scheitel ,  insofern  sie  in  die  nach  ihrem  Beginn  gebildeten 
Zellen  der  Wedelspitze  sich  fortsetzt.  Die  Zellen  des  Umfangs  theilen 
sich  zuerst;  von  ihnen  rückt. die  Yermehrnng  gegen  die  Längsachse, 
ohne  die  vier  dieser  angrenzenden  Zellreihen  zu  erreichen.  Diese  blei- 
ben doppelt  so  lang ,  als  die  Zellen  der  peripherischen  Schichten ;  sie 
sind  bestimmt,  durch  wiederholte  Längstheilungen  später  zum  Gefäss- 
bündel  sich  umzubilden  (T.  III  f.  13). 

Der  erste  Wedel  spreizt  entweder  rechtwinklig  von  der  Längsachse 
des  Archegonium  und  des  Embryo  (T.  III  f.  5,  13);  oder  er  strebt  auf- 
wärts ,  oft  in  so  spitzem  Winkel ,  dass  sein  Scheitel  in  die  obere  Wöl- 
bung der  Centralzelle  des  Archegonium  sich  drängt  (T.  III  f.  3,  6,  ,8). 
Dieser  Fall  ist  der  häufigste;  sehr  selten  dagegen  richtet  der  Wedel  sich 
abwärts ,  gegen  d^s  Centrum  des  Prothallium  (T.  III  f.  7). 

Schon  zu  der  Zeit ,  da  der  Wedel  in  Richtung  seiner  Längsachse 
nur  vier  bis  sechs  Zellen  zählt ,  beginnt  die  freie  Aussen  wand  der  einen 
Zelle  sich  blasig  zu  wölben ,  wrelche  die  Mitte  des  Grundes  der  oberen, 
dem  Scheitel  des  Prothallium  zugewendeten  Wedelfläche  einnimmt  .(T. 
III  f.  10).  Die  Ausstülpung  schwillt  zu  einem  an  der  Ober-  und  Unter- 
seite abgeplatteten  Ellipsol'd  an,  und  wird  durch  eine  Scheidewand 
vom  ursprünglichen  Räume  der  Mutterzelle  getrennt  (T.  III  f.  11).  Die 
rundliche,  einem  kolbigen  Haare  nicht  unähnliche  Zelle,  welche  der 
Basis  der  Vorderseite  des  Wedels  nun  ansitzt,  ist  die  Anfangszelle  des 
einzigen  Spreublattes  (Schuppe  der  Autoren) ,  welches  er  hervorbringt. 
Ihre  ersten  Theilungen  ähneln  völlig*  denen  der  Zelle  ersten  Grades  ei- 
ner Brutknospe  von  Marchantia  oder  Lunularia.*)  Die  Zelle  wird  zwei 
bis  dreimal  durch  Querwände  getheilt ,  welche ,  zur  künftigen  Längs- 
linie des  Spreublatts  rechtwinklig ,  auf  dessen  Flächen  senkrecht  stehen 
(T.  III  f.  12).  Demnächst  theilt  sich  die  Scheitelzelle ,  nach  ihr  auch 
die  tieferen  Zellen  durch  eine  zur  vorher  gebildeten  Querwandrechtwink- 
lige  Längswand.   Die  Theilhälften  vermehren  sich,  nach  dem  Auftreten 


I)  Vergleichende  Untersuchungen  S.  50: 
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neuer  Querwäade  ia  jeder  der  beiden  oberen  (T.  VIII  f.  7),  durcl^  die 
Entstehung  den  fi^ien  Aussenrändem  des  Spreublatts  paralleler  Wände, 
denen  in  den  Süsseren  der  neugebildeten  Zellen  zum  Aussenrand  recht- 
winklige Scheidewlinde  folgen.  Das  Organ,  jetzt  stumpf-spatelförmig 
(T.  X  f.  4,  6),  fährt  fort,  die  Zahl  seiner  Zellen  durch  Theilung  derer 
seines  Umiangs  mittelst  ziemlich  regelmässig  wechselnd  längs  und 
qaer  gestellter  Wände  zu  vermehren.  Diese  Thätigkeit  der  Zeilen  endet 
weit  früher  an  der  Spitze  des  Blattes ,  als  an  seiner  Basis.  Hier  findet 
eine  (tntercalare)  Vermehrung  der  Zellen  vorwiegend  in  die  Länge  statt, 
noch  geraume  Zeit,  nachdem  die  Theilungsfähigkeit  der  Zellen  der  Blatt- 
spitze  aufhörte. 

Alle  diese  Tbeilungswände  stehen  senkrecht  auf  den  Flächen  des 
Spreublattes.  Schon  früh  aber  treten  auch  den  Flächen  der  Schuppe 
parallele  Wandungen  in  den  Zellen  ihrer  Mitte  auf  (T.  III  f.  13;  T.  lY 
f.  f ).  Yon  hier  rückt  diese  Theilung  vor  gegen  die  in  intercaler  Längs- 
und Breitenvermehrung  begriffenen  Zellen  des  Blattgrundes.  In  den  der 
Basis  nächsten  wiederholt  sie  sich  bisweilen,  so  dass  hier  das  erste 
Spreubiatt  aus  drei,  im  Uebrigen  aus  zwei  Zellschichten  besteht,  mit' 
Ausnahme  des  Randes  und  der  Spitze ,  die  stets  eine  einfache  Zellfläche 
darstellen.  Einzelne  Zellen  des  Randes  wachsen  zu  ziemlich  langen 
spitzea  Papillen  aus. 

In  allen  Hauptpunkten  stimmt  die  Entwickelung  der  Schuppe  von 
Isoetes  ttberein  mit  der  der  Spreublätter  der  Farrnkräuter.  Nicht  allein 
ist  die  Regel  der  frühesten  Vermehrung  der  einzigen  Anfangszeile  bei 
beiden  wesentlich  die  Gleiche  —  sie  beruht  bei  beiden  auf  dem  Wech* 
sei  unter  einander  rechtwinkliger  Längs  -  und  Quertheilungen ;  —  son- 
dern beide  haben  mit  einander  auch  gemein  den  späteren  Eintritt  inter^ 
calarer  Zellenvermehrung  des  Grundes,  die  Art  der  Vermehrung  der 
ZeUschichten  der  Mitte,  endlich  die  dem  Organe,  dessen  Anhängsel 
sie  sind ,  rasch  vorauseilende  Entwickelung  und  den  zeitigen  Tod. 

Unmittelbar  nach  der  Anlegung  des  SpreuUattes  beginnt  am  Grunde 
des  Wedels  die  Bildung  einer  die  Schuppe  und  einige  Zellen  unter  ihr 
umfassenden  Scheide.  Zunächst  durch  Wölbung  nach  aussen  der  freien 
Aussenwände  eines  jene  Theile  umgebenden  Kran^^es  von  ZeUen  (T.  III 
f.  10,  11)  bildet  sich  eine  gegen  die  Vorderfläche  des  Wedels  geöffnete 
hufeisenförmige  wulstige  Erhebung  (T.  III  f.  12),  welche  bei  Eintritt 
der  intercalaren  Zellenvermehrung  der  Wedelbasis  durch  je  in  den 
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Sch^itelzellen  sieb  wiederholende  Theilung  mittelst  wagrechter  Wände 
zur  ziemlich  hohen  Ringscheide  emporwächst  (T.  III  f.  43 ;  T.  IV  f.  1). 

An  der  Ursprungsstelle  des  Spreublattes  wächst  der  Wedel  nicht 
m  die  Dicke ;  dicht  über  dem  Grunde  erscheint  seine  Vorderseite  schräg 
einwärts  gebogen  (T.  III  f.  12,  13;  T.  IV  f.  1).  In  seinem  untersten 
Theile  wird  das  ihn  durchziehende  Gef^ssbttndel  excentrisch ,  der  Vor- 
derfläche nahe  gerückt. 

Die  primäre  Achse  der  Keimpflanze ,  welche  beim  Auftreten  des 
ersten  Wedels  aus  nur  wenigen  Zellen  bestand ,  hat  während  der  Ent- 
faltung jenes  und  der  Bildung  seines  Spreublatts  an  Länge ,  wie  an  Um- 
fang erheblich  zugenommen,  mehr  noch  durch  Dehnung,  als  durch 
Vermehrung  ihrer  Zellen.  Sie  stellt  jetzt  eine  halbkugelige ,  gegen  den 
Mittelpunkt  des  Protballium  gerichtete  beträchtliche  Hervorragung  des 
Embryo  dar,  deren  einer  Seitenfläche  der  Wedel  ansitzt  (T.  III  f.  1, 
2,  4,  12,  13). 

Auch  an  ihrer  entgegengesetzten  Seitenfläche  hat  jetzt  ein  Zellver- 
mehrungsprozess  begonnen:  die  Anlegung  der  ersten  Wurzel,  einer 
'Adventivwurzel,  gleich  allen  Wurzeln  der  Gefässkryptogamen.  Ihre 
Entwickelung  hebt  an  mit  der  Vermehrung  einer  Zelle  des  inneren  Ge- 
webes des  Embryo :  — -  der  durch  eine  Zellschicht  von  der  Oberfläche 
der  Keimpflanze  getrennten  Zelle ,  welche  der  Anfangszelle  des  ersten 
Wedels  gegenüber  liegt  (rc.  der  f.  12  der  T.III).  Diese  Zelle  theilt  sich  in 
dauernd  wiederholter  Folge  durch  einander  gegenständige  Querwände, 
bildet  wechselnd  über  und  unt^r  der  primären  Zelle  liegende  Zellen 
zweiten  Grades.  Die  unteren  entstehen  durch  das  Auftreten  einer  nach 
unten  schwach  convexen  Wand ;  sie  haben  bei  der  Bildung  die  Form 
von  Menisken.  Ihre  Vermehrung  erfolgt  nach  nur  zwei  Richtungen ;  alle 
in  ihnen  sich  bildenden  Scheidewände  stehen  senkrecht  auf  der  ge* 
wölbten  oberen  und  unteren  Fläche  der  Zelle ,  deren  gesammte  Nach- 
kommenschaft je  eine  d^  in  einander  geschachtelten  kappenförmigen 
Zellschichten  darstellt,  welche  die  äusserste  Spitze  der  Wurzel  umhül- 
len und  während  des  Wachsthums  derselben  allmälig  von  aussen  her 
sich  abblättern  (T.  III  f.  13;  T.  IV  f.  1,  2).  —  Bevor  nach  Bildung  einer 
unteren  secundären  Zelle  die  Zelle  ersten  Grades  durch  eine  der  letzlr 
Entstandenen  Scheidewand  gegenständige  sich  theilt,  treten  in  ihr  auf 
dreimal  hinter  einander  der  Längsachse  der  Wurzel  parallele  Wände, 
deren  eine  der  Aussenseite  der  Wurzel  (der  dem  Vegetationspunkte  der 
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Keimpflanze  abgewendeten)  zugekehrt  ist.  Die  beiden  anderen  Tbeil- 
wände  sind  rechtwinklig  zu  dieser.  So  bilden  sich  drei  seilliche  Zellen 
zweiten  Grades,,  welchen  die  Entstehung,  einer  minder  hohen  oberen, 
•  durch  Theilung  der  primären  Zelle  mittelst  einer  Querwand  nachfolgt 
(T.  XIII  f.  1—4).  Ich  werde  die  ersieren  drei  die  äusseren,  die  zweite 
d\e  innere  der  oberen  secundären  Zellen  nennen.  Beid^e  Arten  von  obe- 
ren Zelleii  zweiten  Grades^  die  seitUchen  wie  die  ihnen  nachfolgenden, 
vermehren  sich  nach  aUen  drei  Richtungen.  IhrQ  Theilungen  wiederho- 
len sich  öfter  und  dauern  länger  an ,  als  die  der  unteren  secondären 
Zelle ,  welche  der  nämlichen  Theilungsperiode  der  primären  angehört. 

Die  Bildung  seitlicher  Zellen  zweiten  Grades  zieht  eiue  sehr  be- 
trächtliche einseitige  Verdickung  der  Wurzel  nach  sich.  An  ihrer,  der 
künftigen  Ursprungsstelle  der  zweiten  Wurzel  abgewendeten  Seite  nimmt 
ihr  Durchmesser  weit  schneller  zu ,  als  an  der  entgegengesetzten.  In 
Folge  davon  erscheint  jede  neue  kappenförmige  Hüllschicht  der  Wur- 
zelspitze schiefer  angesetzt  als  diei  vorhergehende ;  reicht  an  der  dem 
Yegetationspunkte  der  Pflanze  zpgewendeten  Seite  der  Wurzel  höher 
hinauf,  als  an  der  entgegengesetzten. 

Jede  neu  entstandene  innere  der  oberen  Zellen  zweiten  Grades 
wird  zuerst  durch  eine  zur  Achse  der  Wurzel  einwärts  geneigte  Wand 
in  ungleiche  Längshälften  getheilt,  deren  innere,  nach  dem  Yegetations- 
punkte der  Keimpflanze  hinliegende ,  die  kleinere  ist.  Beide  vermehren 
sich  sofort  nach  allen  drei  Richtungen.  Von  ihren  Theilhälften  bleiben 
die  beiden  der  Längsachse  der  Wurzel  angränzenden  innersten ,  einan- 
der zugewendeten  Zellen  in  der  Theilung  durch  (zur  Längsachse  der 
Wurzel  rechtwinklige)  Querwände  hinter  allen  übrigen  um  einen  Schritt 
zurück.  Daftlr  werden  sie  getheilt,  jede  zweimal,  durch  unter  sich 
rechtwinklige  Längswände.  So  tritt  in  der  Wurzel  ein  excentrischer, 
der  Innenseite  näherer  Strang  von  sechszehn  Längsreihen  gestreckter 
Zellen  auf,  die  Anlage  zum  Gefässbündel  (T.  IV  f.  2).  Die  Zellen  der 
Aussenfläche  des  (im  Gegensatze  zur  nach  und  nach  abblätlernden  Wur- 
zelhaube) bleibenden  Theils  der  Wurzel  theilen  sich  einmal  öfter  durch 
radiale  Längs-  und  durch  Querwände,  als  die  des  Innern ;  die  Oberhaut 
der  Wurzel  besteht  aus  tafelförmigen  Zellen,  viermal  kleiner  als  die  von 
Innen  ihnen  angränzenden.  Diese  Theilungen  der  Aussenfläche-Zellen 
erfolgen  noch  innerhalb  der  von  den  vergänglichen  kappenförmigea 
Hüllschichten  der  Wurzelspitze  geschützten  Region ;  an  der  Aussenseite 
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der  Wurzel ,   wo  diese  Hüllen  minder  weit  hinauf  reichen ,  früher  (der 
Wurzelspitze  näher)  als  an  der  inneren  (T.  IV  f.  2 ;  T.  XIII  f.  2). 

An  der  kaum  borstendicken  ersten  Wurzel  des  Keimpflänzchens 
fallen  einige  dieser  Verhältnisse,  in  Folge  der  untergeordneten  Ent- 
wickelung  des  zur  Bildung  der  Wurzelrinde  bestimmten  Gewebes ,  nur 
wenig  in  die  Augen.  Sie  zu  erläutern  musste  ich  vorgreifend  den  Ent- 
wickelungsgang  der  starken  Wurzeln  mehrjähriger  Individuen  be- 
sprechen. 

Die  eine  Zelle  unterhalb  der  Insertionsstelle  des  Spreublattes  des 
ersten  Wedels,  welche  dessen  scheidig  werdender  Grund  umfasste,  ist 
der  Vegetationspunkt  der  (secundären)  Hauptachse  der  Pflanze;  auf  diese 
eine  Zelle  ist  zu  dieser  Zeit  die  Endknospe  des  Embryo  beschränkt. 
Bei  Entfaltung  der  Knospe  theilt  sich  die  Zelle  durch  wechselnd  nach 
entgegengesetzter  Richtung  geneigte  Scheidewände.  Die  Linien,  in 
denen  diese  Wände  einander  schneiden ,  sind  rechtwinklig  zur  Vorder- 
fläche des  ersten  Wedels 

Bis  zur  höchsten  Ausbildung  der  Pflanze  vermittelt  die  dauernd 
wiederholte  gleiche  Theilung  der  Scheitelzelle  des  Stammes  dessen  fer- 
neres Wachsthum.  Die  Richtung  der  in  ihr  auftretenden  Scheidewände 
bleibt  dabei  beständig  die  nämliche:  rechtwinklig  zur  grossen  Achse 
des  ellipso'idischen  Querdurchschnittes  des  Stammes,  parallel  der  Furche 
der  Unterseite  demselben. 

Die  Vermehrungsweise  der  so  entstehenden  Zellen  zweiten  Grades 
gleicht  im  Allgemeinen  der  oben  geschilderten  derer  des  ersten  We- 
dels. —  Nach  der  Bildung  der  zweiten  secundären  Zelle  entsteht,  an 
der  dem  ersten  Wedel  abgewendeten  Seite  des  Endes  der  Hauptachse, 
der  zweite  Wedel  aus  Vermehrung  der  jüngsten  Zelle  zweiten  Grades 
der  Stammknospe.  Die  Art  seiner  Entwickelung  entspricht  völlig  der 
des  ersten  (T.  III  f.  12,  13;  T.  IV  f.  1).  Seine  Anlegung  folgt  unmit- 
telbar dem  Sichtbarwerden  der  ersten  Wurzel;  mit  seiner  Entfaltung 
hält  das  Emporwachsen  der  ihn  umhüllenden  Scheide  des  ersten  We«> 
dels  ziemlich  lange  Schritt.  Hat  der  zweite  Wedel  eine  Höhe  von  drei 
bis  vier  Zellen  erreicht,  dann  beginnt  plötzlich  an  der  Spitze  des  ersten, 
der.  in  Folge  der  Vermehrung  seiner  Zellen  in  Richtung  der  Länge  bis 
ziemlich  an  die  Peripherie  des  Prothallium  von-ückte  (T.  III  f.  13),  eine 
bedeutende  Längsstreckung  der  Zellen,  in  denen  jetzt  Chlorophyll  auftritt. 
Der  Wedel  durchbricht  das  Prothallium ,  erscheint  als  grünes  Spitzchen 
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ausserhalb  desselben,  und  verlängert  sich  rasch  (binnen  48  bis  96 
Stunden  gewöhnlich  um  mehr  als  1  Zoll) ,  indem  die  Längsdehnung  der 
Zellen  von  der  Wedelspitze  gegen  die  noch  jetzt  in  Zellenvermehrung 
begrilTene  Wedelbasis  vorschreitet.  —  Bei  meinen  Aussaatversuchen 
durchbrachen  die  ersten  Wedel  keimender  Sporen  die  Prothallien  Ende 
September ,  6  Wochen  nach  der  Aussaat.  Von  da  ab  erschienen ,  fort- 
während einzeln,  durchbrechende  Wedel  bis  Mitte  Januar,  wo  ihre 
Zahl  plötzlich  bedeutend  abnahm.  Von  Anfang  Februar  bis  gegen 
Ende  März  wurden  keine  neuen  Keimpflänzchen  sichtbar ;  mit  dem  Ein- 
tritte des  Frühlings  aber  kamen  sofort  deren  wieder  zum  Vorschein,  bis 
Mitte  April  immer  zahlreicher  werdend.  Noch  Mitte  Mai  enthielten  fast 
alle  untersuchten ,  vom  Episporium  umschlossenen  Prothallien,  die  von 
der  Aussaat  Mitte  August  des  vorhergehenden  Jahres  herrührten,  Em- 
bryonen verschiedener  Entwickelungsstufen.  So  bei  der  Zimmercultur ; 
es  ist  wahrscheinlich,  dass  im  Freien  die  im  Herbst  das  Prothallium 
durchbrechenden  Embiyonen  während  des  Winters  zu  Grunde  gehen; 
dass  nur  die  im  Frühjahr  aufgehenden  Keimpflänzchen  zu  weiterer  Ent- 
wickelung  gelangen. 

Bald  nach  dem  ersten  Wedel  durchbricht  auch  die  erste  Wurzel 
das  Prothallium.  Sie  krümmt  sich  abwärts,  dringt  in  den  Schlamm,  so 
dass  der  Wedel  senkrecht  aufstrebt.  Das  Prothallium  sitzt  dem  Embryo 
jetzt  seitlich  an.  Die  dünne  Zellgewebsmasse  seines  Scheitels  umfasst 
ringförmig  den  Theil  des  Keimpflänzchens  zwischen  der  Wurzel  und  der 
Vorderfläche  des  Wedels.  Das  grosszellige  stuny)fe  Ende  der  primären 
Achse  der  jungen  Pflanze  ragt  in  den  Haupttheil  des  Prothallium,  dessen 
Zelleninhalt,  wie  auch  der  der  Zellen  der  ersten  Achse  der  Pflanze, 
von  jetzt  ab  allmälig  in  wasserklare  Flüssigkeit  sich  umwandelt. 

Nach  dem  Durchbruch  von  Wedel  und  Wurzel  tritt  ein  etwa  ein- 
monatlicher StiUstand  in  der  Weiterentwickelung  des  Keimpflänzchens 
ein.  In  dem  ersten  Wedel  und  der  ersten  Wurzel  dauert  Dehnung  und 
auch  Vermehrung  der  Zellen  fort;  im  ersteren  durch  intercalare  Ver- 
mehrung der  Zellen  dev  Wedelbasis ,  in  letzterer  durch  das  Wachsthum 
der  Spitze.  Aber  nur  sehr  langsam  und  allmälig  geht  die  Anlegung  neuer 
Wedel  und  Wurzeln  vor  sich. 

Erst  nach  dem  Hervorbrechen  aus  dem  Prothallium  erfolgt  die 
schon  oben  (S.  134, 137)  erwähnte  zweimalige  Längstheilung  des  Stran- 
ges gestreckter  Zellen,  welcher  im  Innern  von  Wedel  und  Wurzel  sich 
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differenzirte.  Die  Theilungen  scheioea  in  der  ganzen  Länge  beider  un- 
ter der  Endknospe  sich  vereinigenden  Zellstränge  gleichzeitig  zu  erfol- 
gen (T.  IV  f.  2).  Auch  noch  nach  Anlegung  des  Geftissbündels  dauert, 
wenn  auch  in  minderem  Maasse ,  die  Theilung  durch  Querwände  der 
Basalzellen  des  Wedels ,  an  der  auch  die  Zellen  des  zum  Gefässbündel 
werdenden  Stranges  ab  und  zu  Theil  nehmen.  Völlig  ausgenonmien  da- 
von ist  eine  unpaare  Längsreihe  ,von  Zellen ,  welche  in  der  Mitte  der 
Vorderseite  des  Gefässbündels  durch  nachträgliche  Längstheilung  einer 
Reihe  von  Cambialzellen  auftritt.  In  diesen  unpaarcn  Zellen,  deren 
Länge  bei  dem  völligen  Unterbleiben  jeder  Quertheilung  die  aller  Nach- 
barinnen weit  übertrifll,  treten  bald  Verdickungsschichten  auf,  Ringfa- 
sem,  stellenweis  in  Spiralfasem  tibergehend  (T.  IV  f.  4).  Das  fort- 
dauernde Längenwachsthum  des  umgebenden  Gewebes  dehnt  das  junge 
Gefäss  bis  zur  Verzerrung ,  entfernt  die  einzelnen  Ringfasern  weit  von 
einander  (T.  V  f.  1). 

In  ähnlicher  Weise  erscheinen  an  der  Innenseite  der  Gefässbtindel- 
anlage  der  Wurzel  eine  Reihe  lang  gestreckter  Spiral-  und  Ringfasern- 
zellen ,  gleich  den  Gefäisszellen  des  Wedels  von  prosenchymatischer 
Form.  Da  wo  die  Vorläufer^)  der  Gefässbtindel  von  Wedel  und  Wurzel 
unterhalb  des  Rudiments  des  zweiten  Wedels  sich  vereinigen,  im  ersten 
Knoten  der  Pflanze ,  nehmen  mehr  als  eine  der  Längsreihen  der  Cam- 
bialzellen prosenchymatische  Form  an ;  in  ihnen  allen  bilden  sich  Ver- 
dickungsschichten (T.  IV  f.  4;  T.  V  f.  1,  2).  Diese  Zellen,  das  erste 
Rudiment  des  Holzes ,  von  kurzspindelförmiger  Form  (auf  die  ihnen  be- 
nachbarten erstreckte  sich  nicht  die  intercalare  Quertheilung),  ähneln 
in  ihrer  Gestalt  bereits  ziemlich  den  Zellen,  aus  welchen  die  Haupt- 
masse des  Holzkörpers  der  erwachsenen  Pflanze  bestehen  wird. 

Von  den  Zellen  des  Gewebes,  welches  dem  Gefätssbündel  des 
Wedels  wie  dem  der  Wurzel  angränzt,  treten  frühe  schon  viele  an  ihren 
Kanten  agis  dem  Zusammenhange ;  in  den  Intercellularräumen  wird  Luft 
ausgeschieden.  Bald  vertrocknet  das  lufterfüllte  Gewebe ,  verschwindet 
endUch  völlig;  es  bilden  sich  weite  Luftlücken;  —  wie  bekannt,  im 
Wedel  vier  der  Achse  parallele  cylindrische  Hohlräume ,  welche  durch 
stehenbleibende  Zellflächen  in  eine  Reihe  von  Fächern  getheilt  werden ; 


4)  Pr^curseurs  Mirbel. 
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.  IQ  der  Wurzel  eine  grosse  Luftlücke  vor  und  neben  dem  excentrischen 
Geftesbündel. 

Während  der  Grund  des  zweiten  Wedels  die  Endknospe  zu  um- 
scheiden  beginnt,  bildet-  diese  ihm  gegenüber,  vor  dem  ersten,  den 
dritten  Wedel  (T.  V  f.  1).  Gleichzeitig  hebt  die  Bildung  der  zweiten 
Wurzel  an.  Sie  entsteht  unter  dem  zweiten  Wedel ,  der  ersten  Wurzel 
gegenüber,  dicht  neben  dem  ersten  Knoten,  aus  der  Vermehrung  einer; 
dem  zum  Gefässbündel  werdenden  Zellstrange  benachbarten  Zelle; 
völlig  in  der  nSmlichen  Weise  wie  di^  erste  Wurzel ,  mit  der  sie  einen 

.  nach  unten  geöffneten  Winkel  von  beiläufig  30^  bildet.   Eine  durch 'die- 

»  I,         »  ... 

Längsachse  des.'ersfen  und  zweiten  Wedels  wie  der  ersten  Wurzel  ge- 
legte  Ebene  halbirt  in  der  Regel  auch  sie  (T.  VI) ;  kleine  seitliche  Ab- 
weichungen der  Richtung  sind  indess  nicht  selten  (T.  Vf.  2).  In  ihrer 
Längsentwickelung  dehnt  die  Wurzel  die  äusserste  Zellschicht  des  ru- 
dimentären Stämmchens  des  Keimpflänzchens  beträchtlich  aus ,  bevor 
sie  dieselbe  durchbricht  (T.  VI). 

Die  Anlage  zur  dritten  Wurzel  wird ,  analog  der  ersten  und  zwei- 
ten, erst  dann  sichtbar,  wenn  der  dritte  Wedel  schon  einen  gewissen 
Grad  der  Längsentwickelung  erreicht  hat.  Sie  entspringt,  wie  die 
zweite,  aus  der  Vermehrung  einer,  dem  unteren  Ende  des  Geftlssbün- 
del-Vorläufers  des  dritten  Wedels  und  dem  rudimentären  Holzkörper 
des  Keimpflänzchens  angränzenden  Zelle,  somit  dicht  links  über  der. 
Ursprungsstelle  der  ersten  Wurzel.  In  ihrer  Entwickelung  wendet  sie 
sofort  sich  etwas  seitwärts ;  sie  bahnt  ihren  Weg  durch  das  Rindengewebe 
des  Stammes  der  Keimpflanze  in  von  der  der  ersten  Wurzel  um  etwa 
30®  seitUch  divergirender  Richtung. 

Auch  der  vierte  und  die  nächstfolgenden  Wedel ,  mindestens  bis 
zum  achten ,  ordnen  sich  nach  V»-  *)  Die  Anlegung  jedes  neuen  Wedels 
erfolgt  geraume  Zeit  vor  Aufhöreü  des  Wachsthums  (der  Zellenvermeh- 
rung des  Grundes)  des  nächstvorhergehenden.  Der  unterste  Theil  des 
Rückens  der  Wedel  geht  ein  in  die  Bildung  der  Rinde  des  Stammes, 
gleich  der  Basis  der  Blattunterseite  der  Equiseten ,  Lycopdiaceen  und 
Phanerogamen.  Die  y^j  Stellung  der  Wedel  bedingt  eine  überwiegende 
Zunahme  der  Masse  des  Rindengewebes  an  zwei  einander  gegenüber- 


0  Wie  Alex.  Braun  bereits  4847  nachwies  (Flora  S.  4  35)  und  als  nächste  Ur- 
sache der  zweitheiligen  Form  des  Stammes  der  IsoStes  andeutete. 
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liegenden ,  den  Ruckenflächen  der  Wedel  entsprechenden  Stellen  des 
Stammümfanges.  Hier  entwickelt  sich  die  Rinde  zu  zwei 'fleischigen, 
vom  Holzkörper  des  Stammes  schräg  abwärts  spreizenden,  an  der  Basis 
(in  Folge  der  Erstarkung  jedes  neu  entstehenden  Wedels)  breiteren  Fort- 
sätzen, die  durch  eine  flache,  zur  grossen  Horizontalachse  des  Stam- 
mes rechtwinklige  Einkerbung  von  einander  getrennt  sind:  die  erste 
Anlage  der  characteris tischen  Furche  der  Unterseite  des  Stammes. 

Mit  der  Entfaltung  jedes  jüngeren  Wedels ,  mit  dem  Wachsthum 
in  die  Dicke  seiner  Basis  geht  in  gleichem  Schritt  die  Zellenvermehrung 
in  Umfang  und  Durchmesser  des  älteren  Theils  des  Stammendes ,  wie 
des  von  ihm  getragenen ,  den  jungen  Wedel  umscheidenden  Grundes 
seines  Vorgängers.  Die  lebhafte  Zunahme  der  Zellenzahl  um  das  obere 
Ende  der  Längsachse  rückt  die  früher  entstandenen  Theile  des  Stamm- 
ümfanges immer  weiter  nach  aussen.  Sie  vermögen  diesem  Drängen 
längere  Zeit  zu  folgen  durch  Dehnung  ihrer  Zellen,  vorwiegend  in  Rich- 
tung der  Tangenten.  In  der  durch  die  kleine  horizontale  Achse  des 
Stammes  gelegten  Ebene  aber  unterbleibt  diese  Dehnung  fast  völlig. 
Schon  frühe  reisst  hier  das  Rindenparenchym  von  aussen  (seitlich  und 
von  unten)  her  ein ;  die  Furche  der  Stammunterseite  wird  dadurch  sehr 
vertieft. 

Kurz  nach  der  Anlegung  jedes  neuen  Wedels  entsteht  seitlich  un- 
ter ihm  eine  neue  Wurzel;  die  vierte  neben  der  zweiten;  der  dritten 
schief  gegenüber.  Die  Anfangszelle  der  filnften  Wurzel  liegt  neben  der 
ersten ,  gerade  gegenüber  der  dritten.  Die  sechste  entspringt  neben  der 
zweiten ,  schief  gegenüber  der  fünften.  Die  Ursprungsstellen  der  Wur- 
zeln dei^  ersten  Jahres  ^)  fallen  somit  sämmtlich  in  eine  durch  die  Ein- 
kerbung der  Unterseite  und  die  Endknospe  des  Stammes  gelegte  Ebene. 
Die  Wurzeln  entwickeln  sich  in  aufsteigender  Ordnung ;  jede  neu  auf- 
tretende Wurzel  entspringt  etwas  höher  und  der  Längsachse  des  Stam- 
mes ferner,  als  die  zweitvorhergehende,  ihre  nächste  Nachbarin  nach 
unten.  Die  Anfangspunkte  der  Wurzeln  der  ersten  Vegetationsperiode 
bilden  zusammen  einen  nach  unten  schwach  convexen  Bogen  (T.  YIH 
f.  2).  —  Wie  die  djitte ,  sind  auch  die  folgenden  Wurzeln  in  ihrer  Ent- 
wickelung  genöthigt ,  um  den  Geftissbündeln  ihrer  Vorgängerinnen  aus- 
zuweichen ,  während  des  Durchbruchs  durch  die  Rinde  von  jenen  ab- 


i)  Wie  auch  die  aller  folgenden  Vegetationsperioden. 
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wärts  gegen  die  immer  schärfer  hervortretende  Furche  des  Stammes 
sich  zu  beugen.  Divergirte  die  dritjte  Wurzel  rechts  von  der  Längsachse 
des  elliptischen  Stammquerschnitts ,  so  wird  die  vierte  nach  links  von 
ihr  ablenken ;  die  fünfte  gleichfalls  links ;  die  sechste  rechts  und  so  fort. 
Jede  neue  Wurzel  convergirt  in  spitzerem  Winkel  zur  kleinen  Horizon- 
talachse des  Stammes ,  die  letzten  des  ersten  Jahres  der  Pflanze  sind  ihr 
und  der  Furche  der  Stammunterseite  ziemlich  parallel  (T.  YIII  f  3^). 

Die  Wurzeln,  während  des  Durchbruchs  durch  die  Rinde  scharf 
nach  unten  sich  krümmend,  treten  auf  der  unteren  Fläche  des  Stammes 
in  zwei  der  Einkerbung  desselben  ziemlich  parallelen  Reihen  hervor. 
Die  Durchbruchstellen  lassen  sich  betrachten  als  eine  langgezogene 
Ellipse  geordnet. ')  Die  dem  Centrum  des  Stammes  zunächst  hervortre- 
tenden tiefsten  Wurzeln  sind  die  ältesten ,  die  an  den  breiten  Seitenrän- 
dem  hervorsprossenden  höchsten  die  jüngsten.  Die  Gefässbündel  der 
dritten  und  der  folgenden  Wurzeln ,  excentrisch  gleich  denen  der  ersten 
und  zweiten,  sind  der  der  Stammfurche  zugewendeten  Seite  der  Wur- 
zel angerückt ;  die  Excentricität  bezieht  sich  nicht  auf  die  Längsachse 
des  Stanunes ,  sondern  auf  die  durch  diese  und  die  Stammkerbe  gelegte 
Ebene ,  in  welche  die  Ursprungsstellen  der  Wurzeln  fallen. 

Das  Gewebe  der  Region  des  Stammes ,  in  welcher  die  dicht  an 
einander  gedrängten  horizontalen  Anfangsstellen  der  zu  Wedeln  ab- 
gehenden Gefässbündel  zusammentreffen,  bildet  sich  zum  aufwärts- 
wachsenden Theil  des  verhältnissmässig  schwachen  Holzkörpers  um, 
welcher  ohne  ein  Mark  einzuschUessen  die  Längsachse  des  Stammes 
einnimmt. 

In  der  Keimpflanze ,  so  lange  die  V9  Stellung  der  Wedel  dauert, 
ist  diese  obere  Hälfte  des  Holzkörpers  von  zweischneidiger  Gestalt. 
Ihre  meist  spindelförmigen  Zellen  —  Netz-  und  Spiralüaserzellen  ge- 
mischt  mit  wenigen  zartwandigen  —  haben  ziemlich  die  gleiche  Rich- 
tung ;  sie  sind  parallel  dem  grösseren  Querdurchmesser  des  Holzkörpers 
(T.  VII  f.  2,  3;  T.  IX  f.  1**);  ein  Längsschnitt  durch  die  Stammfurche 
durchschneidet  quer  sämmtliche  Holzzellen  (T.  VIII  f.  1,  2).  Mit  dem 
Uebergange  der  Anordnung  der  Wedel  durch  die  Va  in  die  */5 ,  »/g, 
*/i  8 »  %i  Stellung  wird  der  obere  Theil  des  Holzkörpers  drehrund, 
Richtung  und  Form  seiner  Zellen  sehr  mannigfaltig ,  dem  ersten  Blicke 


1)  Mohi,  vermischte  Schriften  S.  127. 
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anscheinend  regellos ;  besonders  dadurch ,  dass  jetzt  noch  viele  andere, 
als  die  ursprünglichen  Gefässbündelzellen  in  die  Holzbildung  eingehen. 
Es  werden- auch  solche  Zellen  zu  Spiralfaserzellen,  die  zwischen  den 
convergirenden  Anfangsiötücken  der  Gefössbündel  liegen ;  eben  dadurch 
schliesst  die  Holzmasse  zur  Cylinderform  sich  ab. 

Die  dicht  an  einander  gedrängten  Anfangsstellen  der  Wurzeln,  stel- 
len  die  untere  Hälfte  der  Holzmasse  dar :  eine  nach  oben  concave ,  bo- 
genförmige Aneinanderreihung  von  Spiralfaserzellen,  rechtwinklig  zur 
grösseren  HorizpntalTAchse  der  im..erstea  Jahre  zweischneidigen  oberen 

HoFzmasse.  .  "  .  ^ 

••• 
Am  Schlüsse  der  erstpn  Vegetationsperiode  der-Keimpflanze  füllen  ' 

sich  die  Zellen  der  Rinde  mit  Amylumkömem ,  untermischt  mit  einigen 
wenigen  Oeltröpfchen.  Die  den  Holzkörper  zunächst  umschliessenden 
Zellen  aber  bleiben  vermehrungsfähig.  Sietheilten  sich  schon  einige  Zeit 
vor  Eintritt  der  ersten  Winterruhe  ein-  bis  dreimal  durch  der  Längs* 
achse  des  Holzköcpers  parallele  Wände.  So  bildete  sich  ein  den  Holz- 
körper seitlich  und  von  unten  vollständig  umschliessender  Mantel  von 
Cambium ,  der  nach  oben  übergeht  in  das  entwickelungsföhige  Zellge- 
webe der  Endknospe. 

Mit  dem  Wiedererwachen  der  Vegetation  im  zweiten  Frühjahre 
beginnt  eine  lebhafte  Vermehrung  der  Zellen  dieser  Cambialschicht. 
Die  Zunahme  an  Masse  hält  gleichen  Schritt  mit  dem  Wachsthum  in  die 
Dicke  des  aus  Entfaltung  der  E'ndknospe  hervorgehenden  neuen  Stamm- 
theils.  Am  Bedeutendsten  ist  die  Vermehrung  der  Cambialzellen  an  den 
Seiten  des  Holzkörpers;  schwächer  in  der,  den  unteren  halbmondför- 
migen Theil  des  Holzkörpers  umhüllenden  Hälfte  des  Cambium. . 

Die  Entwickelung  des  Cambium  drängte  das  mit  assimilirten  Stof- 
.  fen  gefiillte  Rindengewebe  nach  aussen.  Die  sie  durchziehenden  Geftiss- 
bündel  wurden  dabei  sehr  bedeutend  in  die  Länge  gedehnt,  doch  nicht 
sofort  bis  zur  Zerstörung.  Augenscheinlich  dauert  noph  die  Lebensthä- 
tigkeit  der  Gefässbündelzellen ;  sie  folgen  durch  eigene  Dehnving  ihrer 
Wände  der  Örtsvöränderung  des  ßie  umgebenden  Gewebes.  J^ur  die 
Verdickungsschichten  der  Geßisse  Wurden  Während  dieser  Vorgänge 
wesentlich  verändert;  auf  kleine  Strecken  aufgelöst,  stellenweis  ver- 
zerrt, so  dass  jede  Spur  von, Ordnung  ihrer  Stellung  aüfhörlr  (T.  XH  f 
3) .  —  Auch  die  Funktion  des  Gefiissbündels  scheint  noch  nicht  zu  Ende 
mit  dem  Beginn  der  seiner  Entstehung  nachfolgenden  Vegetationspe- 
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riode.  Das  in  den  Zellen  der  nach  aussen  gedrängten  yorjährigen  Rinde 
enthaltene  Amylum  und't)el  wird  allmölig  aufgesaugt  und  den  fort- 
wacfasenden  Theileir  der  Pflanze  zugeführt.  Bei -Ende  jedes  Vegetations- 
Jahres  enthalten  die  Zellen  der  vorjährigen  Rinde  nur  wasserhelle  Flils- 
sigkeit.  Die  Nahrttngsstoffe ,  welche'  in  den  Rindenzellen  aufgespeichert 
sind  ,  den  fortwachsenden  Theilen  der  Pflanze  zuzuheiten  giebt  es  kei- 
nen andern  Weg,  als  die  durch  Entwickelung  des  ihre  Basen  umgeben- 
den Cacnbiuni  bereits  in  die  Länge  gezerrten  Gef^ssbündels. 

Die  nach  aussen  gedrängte  alte  Rindßjstirbt  von  der  Peripherie  her 
allmälig  ab;  ihre  Zellwandungen  färben  sich  tiefbraun,  endlich  wird 
sie  zerstört.  Die  neue  Rinde  verhält  sich  d^r  alten  ähnlich'  darin ,  dass 
ihre  Zellen  in  dem  die  Stammfurche  auskleidenden  Theile  nur  wenig  in 
die  Breite  sich  dehnen.'  Die  Einkerbung  des  Stammes,  die  schon  durch 
die  mindere  Entwickelung  der  ihr  entsprechenden  Region  des  Rinde 
bildenden  Gambium  tiefer  erscheint  als  im  vorhergehenden  Jahre ,  wird 
es  noch  mehr  durch  das  regelmässige  Einreissen  des  nicht  quer  ge- 
streckten Gewebes  der  Rinde  von  den  Seiten  her. 

Mit  der  von  ihnen  durchsetzten  Rinde  wurden  die  vorjährigen 
Wurzeln  weit  nach  aussen  und  unten  gerückt.  Gleich  jener  färben  sie 
sich  tiefbraun  und  sterben  ab. 

Die  neuen  Wurzeln ,  bestimmt  zur  Ernährung  der  Pflanze  in  der 
laufenden  Vegetationsperiode,  entstehen  an  der  convexen  Kante  des  un- 
teren ,  halbmondförmigen  Theiles  des  Holzkörpers  aus  Vermehrung  ein- 
zelner dem  Holze  benachbarter  Gambialzellen.  Die  Regel  ihrer  Zellen- 
vermehrung entspricht  in  fast  allen  Punkten  der  oben  geschilderten  der 
ersten  Wurzel ;  weicht  nur  darin  ab ,  dass  während  des  Durchbruchs 
durch  die  Stammrinde  die  vergänglichen  Zellschichten  der  Wurzelhaube 
sehr  überwiegend  sich  entwickeln,  die  bleibende  Rindenschicht  der 
Wurzel  dagegen  sehr  schwach  (T.  XVI  f.  5).  • 

Die  erste  der  zweijährigen  Wurzeln  bildet  sich  dicht  unter  dem 
Ursprungsorte  der  ersten  Wurzel  der  Keimpflanze,  da  \vo  die  Ent- 
wickeln^ des  Gambium  da^' GefäsSbündel  der  zum. Abwerfen  bestimm- 
ten Wurzel  ap  seiner  Ansatzstelle  abgerisseiv-  hat.  Die,  zweite  Wurzel 
entspringt  unter  der  Emftlgungsstelle  der  zweiten  vorjährigen,  die  dritte 
unter  der  dritten  jener,  und  so  fort.  —  Auch  in  ihrer  Richtung  ent- 
sprechen die  neuen  Wurzeln  völlig  den  älteren.  Die  beiden  ersten,  ein- 
ander  gegenüber   entspringenden  streben  von  den   Seitenflächen  des 
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Niederwuchses  des  Holzes  hinwegekrümmt  unter  sich;  sie  brecheo 
einander  gegenüber  senkrecht  unter  der  Endknospe  zu  beiden  S^ten 
der  Stammfurche  hervor.  Die  dritte  und  die  folgenden  Wurzeln  biegen 
sich  mehr  und  mehr  seitlich;  die  letzten  beiden  Wurzelpaare  einer 
Vegetationsperiode  durchlaufen  die  Rinde  wiederum  so  ziemlich  der 
Stammfurche  parallel.  Alle  Wurzeln  beschreiben,  während  sie  die 
Rinde  durchwachsen,  einen  zur  Einkerbung  des  Stammes  concaven 
flachen  Bogen.  Ein  Längsschnitt,  durch  die  Stammkerbe  geführt,  legt 
in  jeder  Stammhälfte  nur  Anfang  und  Spitze  der  älteren  der  noch  in  der 
Binde  verborgenen  Wurzeln  blos;  der  mittlere  Theil  der  Wurzel  ist 
von  der  Schnittfläche  hinweg  gekrün^mt  (T.  X  f.  1). 

Wie  im  ersten  Jahre  wird  auch  in  allen  folgenden  die  Rinde  dicht 
unter  der  tiefsten  Stelle  der  Einkerbung  von  den  neu  hervortretenden 
Wurzeln  durchbrochen.  —  Die  gebräunten  vorjährigen  Wurzeln  stehen 
weit  nach  aussen  von  den  diesjährigen.  Da  mehrere,  zwei  bis  vier 
Jahrgänge  derselben  bis  zur  völligen  Zerstörung  sicK  zu  erhalten*  pfle- 
gen, so  tritt,  besonders  an  älteren  Pflanzen,  mit  grosser  Schärfe  die 
von  Mo  hl  hervorgehobene  Eigenthümlichkeit  zu  Tage,  dass  die  älte- 
sten Wurzeln  die  äussersten ,  anscheinend  höchsten ,  die  jüngsten  die 
innersten,  anscheinend  tiefsten  sind.  Wie  aus  dem  Vorstehenden  her- 
vorgeht, eine  eben  nur  scheinbare  Abnormität,  beruhend  auf  der  un- 
gewöhnlich starken  Entwickelung  der  Rinde  und  deren  jährlicher  Er- 
neuerung von  innen  heraus. 

Es  ist  ausnahmslose  Regel ,  dass  die  mittelsten  einer  jeden  Gene- 
rationsreihe von  Wurzeln  die  ältesten  sind,  dass  die  den  seitlichen 
Endpunkten  der  Stammfurche  näheren  später  hervorbrechen,  als  die 
in  deren  Mittelpunkte.  Dieses  Verhältniss  wird  aber  nicht  selten  dadurch 
minder  augenfällig,  dass  die  Dauer  jeder  Wurzel  weit  minder  an  be- 
stimmte Frist  gebunden  ist,  als  die  der  Wedel.  Ziemlich  {ausnahmslos 
sind  die  äussersf>en  Wurzeln  der  vorhergehenden  Reihe  noch  in  Lebens- 
thätigkeit ,  wenn  die  ersten ,  innersten  der  nächsten  hervorzusprossen 
beginnen.  Aeltere ,  kräftige  Individuen ,  di^  im  Laufe  eines  Jahres'  eine 
sehr  grosse  Anzahl  (bis  zu  20)  Wedeln  bilden,  entwickeln  während 
dieser  Zeit  zwei  vollständige  Generationsreihen  von  Wurzeln;  der 
ganze  Gyclus  mit  der  tiefsten  innersten  anhebend  und  bis  zur  äussersten 
fortschreitend,  wird  zweimal  hinter  einander  gebildet  (T.  X  f.  1).  An 
den  reich  bewurzelten  Isoeten  des  festen  Landes  Südeuropas  und  Nord- 
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afrikas  steigert  sich  diese  Erscheinung  bis  zur  Hervorbringung  von  sechs 
Generationsreihen  von  Wurzeln  in  der  nämlichen  Vegetationsperiode. 
—  Mit  dem  Schlüsse  jedes  Cyclus  von  Wurzeln  wird  der  Zahl  der  vor- 
jährigen Wurzeln  ein  Doppelpaar  hinzugefügt,  welches  an  den  Hörnern 
des  halbmondförmigen  unteren  Theils  des  Holzkörpers  seinen  Ursprung 
nimmt(T.  Xf.  1). 

Die  Stellung  der  Gefössbündel  der  Wurzeln  bleibt  die  ganze  Le- 
bensdauer der  Pflanze  hindurch  die  gleiche ,  wie  im  ersten  Jahre :  stets 
sind  sie  der  Seite  der  Wurzel  dicht  angerückt,  welche  der  Einkerbung 
des  Stammes  sich  zuwendet.  —  Die  Gambialzellen  zwischen  den  An- 
fangsstellen der  zu  neuen  Wurzeln  abgehenden  Gefässbündel  verholzen 
zum  grösseren  Theile ;  einzelne  Zellen  zwischen  den  durch  Ring  -  und 
Spiralfaserzellen  verdickten  bleiben  dünnwandig  (T.  XIV  f.  1).  So 
wächst  die  seitlich  abgeplattete  untere  Hälfte  des  Holzkörpers  an  ihrer 
convexen  Kante  stetig  nach  unten,  auch  im  Querdurchmesser  zunehmend. 

Die  Wurzeln  der  Isoetes  pflegen  währetid  ihrer  Längsentwicklung 
wiederholt ,  bis  zu  vieren  Malen ,  gabelig  sich  zu  verzweigen  *) .  Der 
Anordnung  der  Zellen  vor  sehr  kurzer  Zeit  gegabelter  Wurzeln  nach  zu  ^ 
schliessen,  scheint  es,  dass  die  Gabelung  anhebt  mit  Ldngstheilung 
der  Zelle  1 .  Grades  der  Wurzelspitze  durch  eine  dem  grössern  Quer- 
dorchmesser  des  niederwachsenden  Holzes  rechtwinklige  Wand  (T. 
XIll  f.  1).  Die  Gabelzweige  der  Wurzel  spreizen  von  einander  in  Win- 
keln von  beiläufig  30*^ ;  die  beiden  ersten  parallel  der  Stammfurche.  Die 
Richtung  der  nächsten  Yerästlungen  ist'  um  90^  von  dieser  verschieden. 
Die  excentrischen  Gef^ssbündel  der  Wurzelgabeln  sind  stets  an  die, 
dem  Schwesterzweige    der   Wurzel  zugewendete   Seite   gerückt  (T. 

xni  f.  2). 

Alljährlich  wiederholen  sich  die  gleichen  Vorgänge.  Die  ältere 
Rinde  wird  abgestossen,  durch  neue  ersetzt.  Der  obere  cylindrische 
Theil  des  Holzkörpers  wächst  aufwärts  durch  Verholzung  der  seinen 
Scheitel  überlagernden  Zellen  der  Endknospe  und  Anlagerung  der  An- 
fänge zu  neuen  Wedeln  abgehender  Gefässbündel.  Sein  halbmondför- 
miger unterer  Theil  nimmt  an  der  convexeh  Kante  im  Umfange  zu  durch 
die  Anfügung  der  Basen  zu  neuen  Wurzeln  verlaufender  Gefässbündel. 


4)  Entdeckt  von  Alexander  Braun,  Flora  4847,  S.  33. 
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« 

Dabei  erstarkt  die  Pflanze  fortwährend,  die  Zahl  der  Wedel  und  Wur- 
zeln  mehrt  feich  in  jeder  neuen.  Vegetationsperiode. 

Die  reichliche  Entwickelung  seitlicher  Achsen  (der  Wedel)  ver- 
bunden mit  dem  völligen  Unterbleiben  intercalarer  Zellenmehrung  in 
den  Gliedern  der  Hauptachse  hat  zur  nothwendigen  Folge,  dass  der 
jüngere  Theil  der  aus  den  verschmelzenden  Basalstücken  der  seitlichen 
Achsen  gebildeten  Rinde  den  Vegetationspunkt  der  Hauptachse  weit 
überragt.  Der  Scheitel  älterer  Pflanzen  zeigt  eine  beträchtliche  trichter- 

*         * 

förmige  Vertiefung,  deren  einwärts  geneigter  Böschung  die  einander 
umscheidenden  jüngeren  Wedel  aufgesetzt  sind  (T.  X  f.  1 ;  T.  XH  f.  1). 
'  Den  Grund  der  kraterförmigen  Einsenkung.  nimmt  die  eigetitlichö.  End- 
knospe ein,  ein  stumpfer  Kegel  von  Zellgewebe  (T.  XI  f.  1,  2),  welchen 
die  Rudimente  der  jüngsten  Wedel,  bei  5-  bis  8  jähr.  Pflanzen  in  **/i3 
Stellung ,  in  ziemlicher  Entfernung  umstehen  (T.  X  f.  3,  4). 

Die  Regel  der  Zellen  Vermehrung  der  Endknospe  bleibt,  wie  schon 
oben  (S.  1 38)  erwähnt,  die  ganze  Lebensdauer  der  Pflanze  hindurch  die 
gleiche.  Die  alternirend  schrägen  Wände,  durch  welche  die  Scheitel- 
zelle  in  stetig  wiederholter  Folge  sich  theilt,  sind  gegen  die  grossen  Lap- 
pen der  Rinde  geneigt;  eine  durch  die  Stammfurche  gelegte  Ebene  schnei- 
det jene  Wände  rechtwinklig.  Die  Theilhälften  der  Zellen  zweiten  Grades 
theilen  sich  durch  Querwände  frühe,  schon  als  Zellen  dritten  oder  vier- 
ten Grades  (T.  XI  f.  1,  2 ;  T.  XHI  f.  5).  Dicht  unter  dem  Scheitel  der 
Endknospe  wird  die  der  ersten  Anlage  nach  leiterartige  Anordnung  der 
Zellen  umgewandelt  in  eine  concentrisch  schalige.  Die  inneren,  der 
Achse  des  Stammes  näheren  Zellen  der  Nachkommenschaft  der  dritt- 
und  viertjüngsten  Zelle  zweiten  Grades  strecken  sich  sehr  beträchtlich 
in  die  Breite;  radial  in  Bezug  auf  die  Längsachse  des  Holzkörpers. 
Noch  oberhalb  der  Ursprungsstelle  des  jüngsten  Wedels  wird  dadurch 
die  konische  Endknospe  völlig  abgeflacht  (T.  XI  f.  1,  2). 

Die  alljähfliche  Verjüngung  der  Cambialschicht  vermehrt  und  er- 
neut nicht  allein  das  Rindengewebe;  auch  dem  Holze  älterer  kräftiger 
Individuen  werden  neue  Spiralfaserzellen  angelagert,  wenn  auch  nur 
sparsam.  Einzelne  Zellen  des  Cambium ,  durch  zwei  bis  drei  Gambial- 
zellen  von  der  altem  Hauptmasse  des  Holzkörpers  getrennt,  zeigen  oft 
Verdickungsschichten ,  die  durch  ihre  Zartheit  und  Farblosigkeit  sich 
unzweifelhaft  als  vor  Kurzem  entstandene  zu  erkennen  geben  (T.  XII  f. 
2).  Den  ältesten,  in  der  ein-  und  zweijährigen  Keimpflanze  gebildeten 
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Theiien  des  Holzkörpers  werden  neue  Elementarorgane  in  keinem  Falle 
angelagert ;  das  zweischneidige  untere  Ende  seines  Aufwuchses  erhält 
die  ganze  Lebensdauer  der  Pflanze  hindurch  seine  Form  unverändert 
(T.  X  f.  1  ;  T.  XII  f.  1).  Die  Bildung  neuen  Holzes  im  Umfange  des  be- 
reits vorhandenen  scheint  nur  einige  Vegetationsperioden  hindurch  zu 
dauern.  Alle  Längsdurchschnitte  drei  bis  acht  Jahre  alter  Pflanzen  zei- 
gen den  Aufwuchs  des  Holzes  stets  nahe  unter  dem  oberen  Ende  etwas 
bauchig.  Diese  Stelle  der  grössten  Dicke  des  Holzes  rückt  somit  während 
der  Entwickelung  der  Pflanze  stetig  aufwärts. 

Die  dem  Holzkörper  angesetzten  Anfangsstücke  der  Gefässbündel, 
welche  zu  vor  mehreren  Jahren  entstandenen  Wedeln  und  Wurzeln  ab- 
gingen ,  werden  von  dem  sie  seitlich  umgebenden ,  in  steter  Lebensthä- 
tigkeit  begriffnen  Cambium  zusammengedrückt  (T.  XII  f.  i),  endlich 
zerrissen ,  nach  aussen  gerückt  und  der  Stumpf,  welcher  dem  Holzkör- 
per ansitzt,  vom  Cambialgewebe  überwallt,  ganz  ähnlich  der  Weise, 
in  welcher  ein  Baumstamm  von  Aeslen  seines  unteren  Theils  sich 
reinigt. 

Auf  ihren  frühesten  Entwickelungsstufen  lassen  auch  die  kräftigen 
Wedel  mehrjähriger  Pflanzen ,  von  der  Vorderfläche  gesehen ,  die  lei- 
terartige  Anordnung  ihrer  Zellen  klar  erkennen  (T.  XIV  f.  2,  3) ,  welche 
aus  der  Art  der  Vermehrung  der  Zelle  ersten  Grades  (S.  1 32)  nothwen- 
dig  folgt.  Bald  aber  wird  dieses  Verhältniss  undeutlich  durch  die  rasche 
und  kräfl;ige  Entwickelung  des  Wedels  in  die  Dicke.  Das  Bild,  welches 
etwas  weiter  entwickelte  Wedel  von  oben  betrachtet  geben  (T.X  f.  3,  4), 
lässt  schliessen ,  dass  jetzt  in  der  Endzelle  nach  je  zweien  Theilungen 
durch  zur  Vorder-  und  Rückenfläche  des  Wedels  rechtwinklige  Schei- 
dewände solche  Wandungen  auftreten,  die  zu  den  Seitenflächen  des 
Wedels  rechtwinklig,  dessen  Vorder-  oder  Rückseite  zugewendet  sind. 

Isoetes  lacustris  zeigt  eine  deutliche  Periodicität  im  Wechsel  steri- 
ler und  fruchtbringender  Wedel.*)  Bei  den  terrestrischen  Arten  ist  die- 
ser Wechsel  noch  auffälliger  hervortretend.  Die  mikroskopische  Unter- 
suchung zeigt ,  dass  die  Wedel  ein  volles  Jahr  vor  ihrer  Entfaltung  an- 
gelegt werden ;  im  Hochsommer  und  Herbst  die  furchtbaren ,  im  Früh- 
jahr und  Vorsommer  die  sterilen.    Während  des  Winters  ist  die  Ent- 


i)  Geschildert  von  Alex.  Braun,  Flora  \Sil,  S.  34.    Von  Bischoff  wird  sie 
schwer  erklUrlicher  Weise  angezweifelt;  kryplogamische  Gewächse  S.  84. 
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wickeluDg  der  Wedel  bedeutend  verlangsamt,  doch  unterbleibt  sie  nicht 
völlig.  Die  im  Winter  entstandenen ,  Ende  des  nächslen  Herbstes  an's 
Licht  gelangenden  Wedel  sind  auffallend  kümmerlich  ausgebildet:  sie 
bilden  durch  die  spärliche  Entwickelung  des  Laubtheils  bei  starker  Aus- 
bildung der  Basis  den  Uebergang  zu  den  niederblattartigen  Wedeln  ohne 
alles  Laub,  wie  sie  bei  terrestrischen  Isoeten,  L  Durieui  und  Hystrix 
namentlich,  jede  Vegetationsperiode  eröffiien  und  schliessen. ^)  Bei 
halb  -  terrestrischen  Arten,  so  bei  1.  velata  und  adspersa,  haben  die 
letzten  Wedel  eines  Jahres,  wreit  schärfer  ausgeprägt  als  bei  L  lacustris, 
einen  verkümmerten  Laub-  und  einen  wuchernden  Scheidentheil,  des- 
sen Zellen  hier  dicht  mit  Stärkemehl  und  Oel  gefüllt  sind. 

Nur  an  den  ersten  Wedeln '  der  Keimpflanze  entspringt  das  Spreu- 
blatt unmittelbar  über  der  Ansatzstelle  des  Wedels.  Oft  schon  am  zwei 
ten ,  in  allen  Fällen  aber  am  dritten  und  den  folgenden  Wedeln  ist  die 
Zelle ,  welche  durch  blasige  Wölbung  ihrer  Aussen  wand  den  Grund  zur 
Bildung  des  Spreublattes  legt,  mindestens  um  eine  Zelle  vom  Wedel- 
grunde entfernt  (T.  V  f.  2 ;  T.  VI,  VH  f.  3  u.  f.)  Die  intercalare  Zellen- 
vermehrung der  Wedelbasis  erfolgt  mit  besonderer  Lebhaftigkeit  in  die- 
ser  einen  Zelle  und  den  mit  ihr  in  einer  Horizontalebene  liegenden. 
Dadurch  wird  das  Spreublatt  am  Wedel  hoch  empor  gerückt  (T.  XI  f.  2). 
Dicht  unter  der  Schuppe  entspriesst  dann  dem  Wedel  eine  deren  Grund 
bedeckende  flache  dreiseitige  Zellenmasse  (T.  XIV  f.  i — 6).  Ueber  ihre 
Seiten  hinaus  entwickeln  sich  nach  abwärts  strebend  die  beiden  unteren 
Ecken  der  dreieckigen  Schuppe ;  die  Basis  dieser  wird  herzförmig ,  wie 
bei  den  Spreublättern  der  Polypodiaceen  (T.  IX  f.  8).  Ihre  dem  Gewebe 
des  Wedels  eingerugten  Basalzellen  entwickeln  währenddem  eine  Le- 
bensthätigkeit,  die  auffallend  absticht  von  dem  frühen  Stillstande  des 
Wachsthums  ihres  freien  Theiles.  Die  horizontale  Zellenreihe ,  hervor- 
gegangen aus  der  Vermehrung  der  von  der  Wedelsubstanz  umschlosse- 
nen ersten  Zelle  zweiten  Grades  des  Spreublatts,  wandelt  sich  um  durch 
eine  Folge  rasch  wiederholter  Theilungen  in  einen  quergestreckten  elli- 
psoidischeo  Zellenkörper ,  dessen  beide  Enden  unter  steter  Vermehrung 
der  Zellen  endlich  aufwärts  wachsen,  so  dass  die  Basis  der  Schuppe 
zu  einer  fleischigen  Masse  sehr  Kleiner  Zellen  mit  trübem  Inhalte  wird, 
von  Form  eines  nach  oben  geöflBaeten ,  zur  Längsachse  des  Wedels  ein- 


1}  Alex.  Braun  in  der  exploration  scienlifique  de  fr.  Alg^rie,  T.  36  f.  iS  S\ 
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wttrts  geneigten  Hufeisens.  Auch  nach  unten ,  in  die  dreiseitige  Spros- 
sung der  Vorderfläche  des  Wedels ,  greift  die  Wucherung  des  Sprea- 
blattgrundes ,  das  vorhandene  Zellgewebe  zum  Theil  verdrängend  (T. 
IX  f  1 ;  T.  XrV  f.  8).  Gegen  das  Ende  der  Längsentwickelung  des  We- 
dels verholzen  durch  spiralige  Yerdickungsschichten  diejenigen  seiner 
Zellen ,  welche  der  so'  bedeutend  entwickelten  Basis  der  Schuppe  an- 
gränzen.  In  diese  Holzbildung*)  gehen  ziemlich  alle  Zellen  des  Inneren 
der  einer  Ligula  vergleichbaren  Sprossung  der  Vorderseite  des  Wedels 
ein  (T.  IX  f.  1).  Von  ihnen  aufwärts  ist  es  nur  die  eine  der  Einfügung 
des  Spreublatts  nächstbenachbarte  Zellenlage,  welche  zu  Spiralfaser- 
zellen sich  umwandelt;  dagegen  verholzt  das  ganze  von  den  beiden 
Hörnern  der  halbmondförmigen  Schuppenbasis  eingeschlossene  Gewebe. 
Die  Mitte  des  unteren  Endes  der  spät  auftretenden  Holzmasse  reicht 
dicht  an  das  axile  GefäsiSbündel  des  Wedels. 

Die  im  dritten  Jahre  nach  der  Keimung  angelegten ,  im  vierten  zur 
Entwickelung  kommenden  Wedel  der  Isoetes  lacustris  bringen  die  er- 
sten Früchte.  Schon  in  frühester  Jugend  des  Wedels ,  mit  dem  Eintritt 
der  intercalaren  Vermehrung  seiner  Basis  ,  wird  das  Sporangium^)  an- 
gelegt. Von  den  zwei  Zellen ,  in  welche  die  Zelle  unterhalb  der  Einfü- 
gungsstelle des  Spreublatls  durch  Auftreten  einer  Querwand  zerfällt, 
wird  die  obere  zur  Anfangszelle  des  die  Basis  der  Schuppe  deckenden. 
Ligularfortsatzes ,  die  untere  zur  Urmutterzelle  des  Sporan^ium  (T.  XIV 


1 )  Zuerst  beobachtet  von  H  e  1 1  e  n  i  u  s ,  Linnaea  4847. 

2)  Der  von  Seh  leiden  vertretenen  Ansicht  entgegen,  veelche  vermeintlichen 
Analogieen  mit  niederen  Kryptogamen  zu  Liebe  nur  die  Sporenmulterzellen  der  Moose 
und  Gefässkryptogamen  Sporangien  genannt  wissen  w^ill,  halte  ich  diesen  Ausdruck 
fest,  gleich  der  grossen  Mehrzahl  der  Botaniker,  für  die  eigentlichen,  Sporenmuttei^ 
Zellen  und  Sporen  einschliessenden  Früchte :  für  die  Kapseln  der  Laub  -  und  Leber- 
moose, für  die  Früchte  der  Farrn  und  Lycopodien,  für  die  Bestandtheile  der  Frucht- 
stände der  Equiseten  und  Rhizocarpeen,  welche  zunächst  die  Sporen  enthalten.  Schon 
darum,  weil  die  Benennung  „Sporangium"  ursprünglich  den  Farrnfrüchten  ertheilt 
wurde.  Es  erscheint  weder  nöthig  noch  räthlich ,  den  Fortpflanzungsorganen  der  Kry- 
ptophyten  Link*s,  der,  so  viel  wir  wissen,  geschlechtslosen  Pilze,  Flechten  und  Algen, 
die  gleiche  Benennung  zu  geben  mit  denen  der  Gharen,  Moose  und  Gefässkryptogamen, 
welche  eine  unzweifelhafte  Geschlechtsdifferenz,  in  ihrer  Entwickelung  einen  aufs 
Deutlichste  hervortretenden  Generationswechsel  zeigen.  Zudem  ist  der  Ausdruck 
„Sporangium''  in  Bezug  auf  die  niederen  Kryptogamen  völlig  entbehrlich.  Die  be- 
schreibende Botanik  besitzt  bereits  eine  mehr  als  genügende  Reihe  treffender  Benen- 
nungen für  die  in  Rede  stehenden  Organe. 
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f.  4).  Darch  wiederholte  Theilungea  nach  allen  drei  Richtangen,  bei 
denen  die  Vermehrung  in  die  Länge  vorwiegt,  verwandelt  die  Letztere 
sich  bald  in  einen  ovalen  Hügel  von  Zellgewebe ,  dessen  Längslinie  mit 
der  des  Wedels  zusammenfällt  (T.  XIV  f.  5,  6),  Die  Längs-  und  Quer- 
theilungen  durch  auf  der  Vorderfläche  des  Wedels  senkrechte  Wandun- 
gen werden  lebhafter  in  jeder,  durch  den  freien  Aussen  wänden -der 
Oberflächezellen  parallele  Theilwände  gebildeten  neuen  äusseren  .Zel- 
lenlage des  Rudiments  der  Frucht.  Das  junge  Sporangium  wird  binnen. 
Kurzem  zu  einer  eyförmigen  Zellenmasse,  die  mit  verhältnissmHssig 
kleiner  Grundfläche  dem  Wedel  ansitzt.  Das  Gewebe  desselben ,  wel- 
ches der  Anfügungsstelle  des  Sporangium  angränzt,  übei*wuchert  später 
—  bei  Beginn  der  Sporenbildung  —  die  Frucht  von  allen  Seiten  her, 
am  stärksten  von  oben ;  es  bildet  sich  ein  weit  über  das  Sporangium 
greifender  häutiger  Saum ,  der  Schleier  der  beschreibenden  Botani- 
ker (T  XIV  f.  8). 

Bis  kurz  vor  dem  Auftreten  dieser  letzten  Wachsthumserscheinung 
des  Wedelgrundes  besteht  das  Sporangium  durch  und  durch  aus  gleich- 
artigen, zartwandigen  Zellen,  die  jetzt  in  dreierlei  Gewebe  sich  zu 
differenziren  beginnen.  Die  beiden  äussersten  Zellenlagen  nehmen  mehr 
und  mehr  Tafelform  an;  sie  werden  zur  Kapsel  wand.  Das  Innere  schei- 
det sich  in  Gruppen  zartwandig  und  in  innigem  Zusammenhange  blei- 
bender Zellen  —  die  Urmutterzellen  der  werdenden  Sporen  —  und  in 
diese  Gruppen  von  einander  trennende  Platten,  aus  je  zweien  Lagen 
von  Zellen  gebildet,  in  deren  Iniercellularräumen  Luft  sich  ausscheidet. 
Die  Zellen  der  Wandung  des  Sporangium  sowohl  als  die  des  zur  Er- 
zeugung von  Fortpflanzungszellen  bestimmten  Gewebes  vermehren  sich 
noch  längere  Zeit  durch  Theilung.  Die  Zellen  der  Platten ,  welche  die 
Portionen  jenes  Gewebes  von  einander  scheiden ,  folgen  der  Grössen- 
zunahme  des  Sporangium  durch  Streckung  ihrer  Wände. 

Endlich  treten  die  Sporenmutterzellen  aus  dem  Zusammenhange, 
sie  nehmen  Kugelform  an.  In  den  zur  Bildung  kleiner  Sporen  bestimm- 
ten Sporangien  bilden  sich  einige  Theilungsgenerationen  der  Urmutter- 
zellen mehr ,  als  in  den  Makrosporen  bringenden ;  die  Sporenmutter- 
zellen der  Letzteren  sind  erheblich  grösser.  —  Die  Sporenmutterzellen 
zeigen  nach  wie  vor  der  Vereinzelung  sehr  deutlich  einen  grossen  Kern. 
Allmälig  werden  die  Umrisse  desselben  blässer ;  endlich  entschwinden 
sie  der  Beobachtung ,  nachdem  zwischen  der  Peripherie  des  Kerns  und 
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der  Inneowand  der  Zelle  zwei  stark  abgeplattet  sphärische  AnhäofuDgen 
kömigen  Schleims   aufgetreten  waren  (T.  XIV  f.  1 4).    Nach  dem  Ver- 
'  schwinden  der  'Membran  .des  primären  Kerns  nehmen  jene  Schleimhau- 
fen  sofort  ellipsol'dische  Gestalt  an  und  erscheinen  als  zwei  secundäre 
Kerne.  Entweder,  theilt  sich  nun  die  Sporenmutterzelle,  nach  Einschnü- 
rung des  Primordialschlauchs  im  Aequator  (T.  XIV  f.  15)  durch  eine 
Querwand  (T.XIVf.6*);  jede  beider  Theilhälften  wird  nach  Verflüssigung 
der  Membran  ihi*es  ellipsoYdischen  Kerns  und  Auftreten  zweier  kugeliger 
Tochterkeme  in  zwei  Tochterzellen  von  Form   von  Kugelquadranten 
getheilt  (T.  XIV  f.  1 8,  20).  Oder  aber  die  beiden  secundären  Kerne  der 
Mutterzelie  werden  verflüssigt,  noch  bevor  die  Theilung  der  Zelle  begann; 
es  treten  vier  tertiäre  Kerne  von  Kugelform  auf  (T.  XIV  f.  16,*  17*^); 
die  Zelle  theilt  sich  mit  einem  Male  in  vier  Tochterzellen.   Dieser  letz- 
tere Fall  ist  bei  Weitem  der  seltenere.  Auch  bei  seinem  Eintreten  liegen 
die  vier  Kerne  in  der  Regel  in  einer  Ebene ,  die  vier  Tochterzellen  der 
Sporenmutterzelle  (die  Specialmutterzellen)  erhalten  wie  im  ersten  Falle 
die  Form  von  Kugelquadranten.   Nur  höchst  selten  kommt  die  Anord- 
.nuDg  der  Specialnliutterzellen  nach   den  Ecken  eines  Tetraeders  vor« 
Die  Scheidewände,  durch  welche  die  Specialmutterzollen  getrennt  wer- 
den ,  sind  von  gallertartiger  Beschaffenheit.  Sie  quellen  in  Wasser  leicht 
und  rasch  auf;  —  werden  die   Primordialschläuche  durch  verdünnte 
Säuren  zur  Contraction  gebracht,  so  erfolgt  das  Aufquellen  der  Zell- 
wände in  demselben  Maasse,  als  jene  Primordialschläuche  einschrumpfen. 
.    Die  Specialmutterzellen  der  kleinen  Sporen  trennen  sich  sehr  bald 
nach  ihrer  Bildung;  sie  behalten  in  der  Vereinzelung  ihre  dreikantige 
(selten  sechskantige)  Form.  Jetzt  erst,  analog  der  gleichen  Erscheinung 
bei  Equisetum^)  entsteht  in  jeder  Specialmutterzelle  durch  freie  Zell- 
bildung ,  -wiederholt  um  den  bei  Bildung  der  Specialmutterzelle  schon 
vorhandenen  Zellenkem,  eine  Tochterzelle,   deren  Gestalt  derjenigen 
der  Specialmutterzelle  genau  entspricht.    Sie  bekleidet  sich  mit  dem  zu 
Eingang  dieser  Schrift  beschriebenen  Episporium  und  wird  durch  Ver- 
flttssigung  der  Specialmutterzelle  frei ,  geraume  Zeit  bevor  die  aufreis- 
sende  Wand  des  Sporangium  die  reifen,  im  Aeusseren  nicht  weiter  ver- 
änderten  Sporen  entlässt.   Die  Specialmutterzellen  der  grossen  Sporen, 


1)  Vergleichende  Untersuchungen  S.  99/ 

Abhaodl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wisienscb.  IV. 
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ausnahmslos  tetraedrischer  Anordnung ,  bleiben  längere  Zeit,  bis  nach 
Anlegung  des  Exosporium ,  zu  vieren  vereinigt.  *) 

Die  Untersuchungen  Alexander  Brauns^)  haben  gezeigt,  dass 
unter  den  Isoeten ,  mindestens  unter  denen  der  alten  Welt ,  Isoetes  la- 
custris  als  die  einzige  Art  dasteht  mit  nur  einer  Furche  der  Unterseite 
des  Stammes.  Alle  andern ,  südwesteuropäischen  und  nordafrikanischen 
'  Arten  haben  drei ,  in  Ausnahmefällen  auch  vier  tiefe  Einkerbungen  der 
unteren  Fläche  der  Hauptachse.  Aus  dem  Grunde  der  tiefen  Rinnen 
brechen  die  neuen  Wurzeln  hervor ,  bei  den  trockenere  Standorte  he- 
benden Arten  in  weit  grösserer  Zahl  als  bei  I.  lacustris.  Auch  bei  den 
dreifurchigen  Arten  entspricht  Gestalt  und  Bau  des  Holzkörpers  auPs 
Genaueste  und  ausnahmslos  der  Zahl  und  Lage  der  Rindenfurchen.  Der 
Niedervvuchs  ist  dreiarmig;  er  besteht  aus  drei,  seitlich  abgeplatteten, 
unter  Winkeln  von  1 20®  zusammentrelTenden  bogigen  Holzmassen ,  ge- 
bildet aus  den  dicht  an  einander  gedrängten  Anfängen  der  zu  Wurzeln 
abgehenden  GeßissbUndel  und  aus  dem  zum  Theil  in  Spiralfaserzellen 
sich  umwandelnden ,  zum  Theil  zartwandig  bleibenden  Gewebe  zwi- 
schen diesen  Gefässbündelenden.  Bei  der  im  Vergleich  mit  Isoetes  lacu- 
stris  weit  reicheren  Bewurzelung,  namentlich  der  I.  Hystrix  und  Durieui, 
ist  auch  der  Niederwuchs  des  Holzkörpers  ungleich  stärker  entwickelt. 
Jeder  der  drei  Arme  der  unteren  Hälfte  des  Holzkörpers  trifft  auf  eine 
der  tiefen  Rindenfurchen  (T.  XV  f.  3,  5).  Von  dem  unteren,  bogigen 
Rande  der  Holzplatte  nehmen  die  neuentstehenden  Wurzeln  ihren  Ur- 
sprung ;  sich  bogig  krümmend  treten  sie  dicht  an  der  tiefsten  Stelle  der 
Furche,  deren  Seiten  wände  durchbrechend,  in  diese,  ein.  In  jeder  Ve- 
getationsperiode entwickeln  sich  mehrere  Cyclen  von  Wurzeln,  bei 
Isoetes  Hystrix  sah  ich  an  starken  alten  Exemplaren  deren  bis  zu  acht 
(T.  XVI  f.  1).  Es  ist  bei  der  grossen  Zahl  der  Wurzeln  solcher  Indivi- 
duen dem  ersten  Bücke  das  bei  Isoetes  lacustris  minder  augenfällige 
Verhältniss  klar ,  dass  die  obersten  Wurzeln  der  einzelnen  Reihen  die 
letztentstandenen,  jüngsten  sind.  Auch  bei  den  dreifurchigen  Isoeten 
sind  die  Gefässbündel  der  Wurzeln  excentrisch ;  der  Seite  der  Wurzel 
angerückt ,  welche  der  Rindenfurche  zugekehrt  ist ,  in  der  die  Wurzel 
hervorbricht.   Die  jährliche  Erneuerung  der  Rinde  durch  Entwickelung 


«)  Wahlenberg,  Flora  lapponica  T.  XX VI  fig.  I,  K. 
t)  Exploration  scientifique  de  I'AIgerie  t.  34  ff. 
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des  Mantels  von  Cambium,  welches  auch  den  unteren,  dreiarmigen 
Theil  des  Holzkörpers  umhüllt,  entfernt  die  älteren  Wurzeln  in  seitlicher 
Richtung  von  der  Stammkerbe ,  in  welcher  sie  erschienen ,  sie  zugleich 
'  Aach  unten  und  aussen  rückend ;  doch  ist  bei  den  dreifurchigen  Arten 
diese  Ortsveränderung  weit  minder  bedeutend,  als  bei  Isoetes  lacustris. 

Ausnahmsweise  kommt  bei  den  dreifurchigen  Arten  eine  Vierthei- 
lung des  Stanmies  vor;  am  öftersten,  wie  es  scheint,  bei  Isoetes  te- 
nuissima.  Ich  fand  die  Erscheinung  unter  sieben  darauf  untersuchten 
Exemplaren  an  zweien.  Solche  Stämme  haben  einen  vierarmigen  Nie- 
derwuchs der  Holzmasse. 

Uie  Endknospe  der  meisten  dreifurchigen  Isoeten  ist  noch  weit 
stärker  vertieft,  als  bei  Isoetes  lacustris  (T.  XV  f.  4 ;  T.  XVI  f.  1).  Zum 
Theil  ist  dies  in  der  verhältnissmässig  grösseren  Zahl  der  Wedel  und 
der  damit  in  Zusammenhang  stehenden  rascheren  Zunahme  des  Rinden- 
gewebes  begründet.  Einen  wesentlichen  Antheil  an  dieser  Erscheinung 
hat  aber  auch  der  Umstand,  dass  die  Cambiumschicht ,  welche  den 
cylindrischen  Aufwuchs  des  Holzkörpers  umkleidet ,  und  die ,  an  drei 
Stellen  vorspringend,  wie  bei  Isoetes  lacustris  bis  an  die  äussersten 
Enden  der  aufwärts  gekrümmten  Arme  des  Niederwuchses  reicht ,  bei 
dem  weit  beträchthcheren  Radialdurchmesser  des  unteren  Theiles  der 
Holzmasse  eine  viel  grössere  Mächtigkeit  hat,  als  bei  der  zweifurchigen 
Art.  Die  Thätigkeit  der  zahlreicheren ,  nach  oben  fast  convexen  Schich- 
ten von  Cambialzellen  muss  nothwendig  die  Rindenmasse  rascher  ver- 
mehren ,  als  dies  bei  Isoetes  lacustris  geschieht. 

Die  Wedel  der  dreifurchigen  Arten ,  in  den  Regeln  der  Vermeh- 
rung ihrer  Zellen  übereinstimmend  mit  denen  der  Isoetes  lacustris,  zei- 
gen eine  weit  grössere  Mannichfaltigkeit  der  morphologischen  und  ana- 
tomischen Verhältnisse.  So  die  oben  (S.  1 50)  erwähnten ,  Niederblät- 
lem  ähnlichen  Wedel  mehrerer  Arten.  Die  auffallendste  Erscheinung 
zeigen  abör  Isoetes  Hystrix  und  Durieui  in  der  Veiholzung  von  Zellge- 
websmassen  der  Basen  ihrer  Wedel ,  *)  bei  verschiedenen  Varietäten 
der  nämlichen  Art  von  verschiedener  Form.  Die  Zellen ,  in  festestem 
Zusammenhange  bleibend,  werden  durch  den  Innenwänden  aufgela- 
gerte tiefbraune  Schichten  stark  porös  verdickt ,  ähnlich  wie  bei  Nipho- 
bolus  chinensis  eine  steinharte  geschlossene  Rinde  um  den  Stamm  sich 


<)  A.  Braun  a.  a.  0.  T.  35,  36. 
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bildet.  Durch  die  Entfaltung  neuer  Wedel  mehr  und  mehr  nach  aussen 
gerückt ,  stellen  die  verholzten  Portionen  der  Wedelbasen ,  nach  Ab- 
sterben der  krautartigen  Theile  der  Wedel,  einen  die  Aussenfläche  des 
Stammes  enggeschlossen  umkleidenden  domigen  Panzer  dar,  vom 
schärfsten  Messer  kaum  zu  durchschneiden ;  ein  peinliches  Hinderniss 
der  Untersuchung. 

Das  Stengelende,  den  Grund  der  tiefen  und  steilen  Einsenkung  des 
Scheitels  des  Stammes  einnehmend,  erscheint  bei  den  dreifurchigen 
Isoeten  als  ein  weit  flacheres  Wärzchen  von  Zellgewebe ,  als  bei  Isoe- 
tes  lacustris.  Es  wächst  in  die  Länge  wie  dort  durch  stetig  wiederholte 
Theilung  der  einzigen  Scheitelzelle.  Die  Regel  der  Zellenvermehrung 
aber  ist  eine  wesentlich  aridere.  Die  in  der  Scheitelzelle  in  endloser 
Reihe  auftretenden  Wände  sind  nach  drei  verschiedenen  Richtungen 
gekehrt.  Die  Scheitelzelle  hat  die  Form  einer  dreiseitigen,  mit  der 
Spitze  nach  unten  gerichteten  Pyramide;  die  Zellen  zweiteü  Grades 
werden  gebildet  durch  das  Auftreten  successiv  je  einer  der  Seitenflächen 
paralleler  Wände  (T.  XVI  f.  2,  3,  4).  Es  bilden  die  Zellen  zweiten  Gra- 
des eine  um  den  Mittelpunkt  der  primären  Zelle  sich  windende  —  so 
weit  die  Beobachtungen  reichen  stets  rechtsgewundene  —  Spirale, 
die  zu  einer  Schneckenspirale  dadurch  wird ,  dass  die  Zellen  zweiten 
Grades  von  ihrer  Bildung  an  durch  Dehnung  und  Vermehrung  in  allen 
drei  Richtungen  wachsen. 

Alle  in  der  Scheitelzelle  auflretenden  nach  einer  der  drei  Richtun- 
gen gekehrten  Theilwände  sind  rechtwinklig  zu  einer  durch  die  ihnen 
nächste  Stammkerbe  gelegte  Ebene.  Es  stimmt  somit  in  einem  der  we- 
sentlichsten Züge  die  Art  des  Wachsthums  der  Terminalknospe  der 
dreifurchigen  Isoeten  überein  mit  der  von  Isoetes  lacustris :  die  in  der 
Scheitelzelle  auftretenden  Theilwände  sind  den  Stammfurchen  zuge- 
wendet. 

Wie  bekannt^)  kommt  auch  Isoetes  lacustris  in  seltenen  Ausnahme- 
fällen mit  dreifurchigem  Stamme  vor.  Querschnitte  des  Stammes  solcher 
Individuen^  gleichen  völlig  denen  der  Isoetes  setacea.  Der  Nieder- 
wuchs des  Holzkörpers  hat  drei  kurze  Arme  (T.  VIII  f.  6).  Die  Vermeh- 


i)  A.  Braun,  Flora  «847,  S.  34  ff. 

2}  Unter  mehr  als  einhundert  untersuchten  Pflanzen  fand  sich  nur  eine  derartige. 
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ruagsweise  der  Scheitelzelle  der  Endkoospe  ist  genau  die  nämliche  (T. 
vm  f.  7). 

Gleich  der  anderen  Gattung  der  Lycopodiaceen ,  deren  Keimung 
bekannt  ist ,  den  Selaginellen ,  ähnelt  Isoetes  in  ihrer  Fortpflanzung  un- 
ter allen  Kryptogamen  am  Meisten  der  Pflanzengruppe,  welche  unter 
den  Phanerogamen  den  Kryptogamen  am  Nächsten  steht :  den  Conife- 
ren.  Das  Prothallium,  aus  chlorophylllosen  Zellen  bestehend ,  nimmt 
keinen  erheblich  grösseren  Raum  ein,  als  die  Makrospore  selbst.  Es 
entsteht  durch  freie  Zellenbildung  im  Innenraume  der  Sporenzelle.  In 
beiden  Beziehungen  verhält  es  dem  EyweisskOrper  der  Nadelhölzer  sich 
vollkommen  ähnlich.  Entwickelungsgeschichte  und  Bau  der  Archego- 
nien  von  Isoetes  gleichen  in  den  wesentlichsten  Punkten  völlig  derjeni- 
gen der  Corpuscula  der  Coniferen. 

An  keiner  der  diöcischen  Gefässkryptogamen  —  der  mit  Sporen 
von  zweierlei  Grösse  begabten,  welcher  grösseren  die  Bereitung  der 
Keime  {Anfangszellen)  der  zweiten ,  aufs  Neue  Sporen  bringenden  Ge- 
neration ,  deren  kleineren  Sporen  die  Erzeugung  dieser  Keime  befruch- 
tenden Samenfäden  obliegt  —  an  keiner  dieser  diöcischen  Kryptogamen 
ist  die  Nothwendigkeit  der  Einwirkung  beiderlei  Sporen  auf  einander 
zur  Fortpflanzung  anschaulicher,  als  bei  Isoetes.  Während  bei  Pilularia 
und  Marsilea  der  die  Fortpflanzungszellen  reichlich  umhüllende  Schleim^ 
eine  Brutstätte  von  Mengen  verschiedenartigster  niederer  Pflanzen  und 
Thiere,  die  Untersuchung  der  SamenlFäden  erschwert;  —  während  bei 
Salvinia  das  feste  Zusammenkleben  der  kleinen  Sporen ,  bei  Selaginella 
die  Ungleichzeitigkeit  der  Entwickelung  zusammen  ausgesäeter  Mikro- 
und  Makrosporen  der  Anschauung  hindernd  in  den  Weg  tritt ,  erleich- 
tert bei  Isoetes  die  Art  des  Vorkommens  und  das  massenhafte  Auftreten 
von  beiderlei  Fortpflanzungszellen  nicht  minder  die  Beobachtung  der 
Entstehung  von  Samenfäden  in  den  kleineren,  der  Archegonien  tragen- 
den Prothallien  aus  den  anderen,  als  die  Versuche,  Mikro-  und  Makro- 
sporen von  einander  getrennt  sich  entwickeln  zu  lassen. 

Die  Keimung  von  Isoetes  unterscheidet  sich  von  der  der  Gefäss- 
kryptogamen mit  grünem  ProthaÜium  in  einem  wesentlichen  Punkte. 
Bei  diesen  liegt  die  seitliche  Zelle  der  begrenzten  primären  Achse  des 
Embryo,  aus  deren  Vermehrung  die  (secundäre)  Hauptachse  hervor- 
geht, in  der  Scheitelregion  jener.  Die  Wedel  tragende  Hauptachse  ent- 
wickelt den  ersten  dieser  an  ihrer,  dem  Scheitel  der  primären  Achse 
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abgewendeten,  dem  Ausführungsgange  des  Archegonium  zugekehrten 
Seite.  Der  erste  Wedel  liegt  über  der  Hauptknospe,  zwischen  ihr  und 
der  Mündung  des  Archegonium.  So  bei  den  Farrnkräutern  und  den 
Rhizorarpeen.  Bei  Isoetes  dagegen  liegt  die  Knospe  unbegrenzten 
Wachst hums  neben  der  ersten  Adventivwurzel,  dicht  unter  dem  Arche- 
gonienkanale ,  der  erste  Wedel  unter  ihr.  Ein  ähnliches  Verhöltniss 
würde  Selaginella  zeigen ,  nach  der  Stellung  der  ersten  Wurzel  an  der 
Keimpflanze  zu  schliessen ,  wenn  nicht  hier  die  secundäre  Hauptachse 
der  Pflanze,  anstatt  dicht  über  ihrem . Ursprung  einen  Wedel  zu  ent- 
wickeln, nach  bedeutendem  Längenwachsthum  und  Hervorbringung 
eines  Paares  gegenständiger  Blätter  in  zwei  Gabeläste  sich  verzweigte. 
An  einem  anderen  Orte')  habe  ich  angedeutet,  wie  Isoetes  durch  die 
Stellung  des  ersten  W^edels  und  der  ersten  Wurzel  zur  primären  und 
zur  Hauptachse  des  Embryo  weit  mehr  den  Monokotyledonen  sich 
nähert,  als  irgend  eine  andere  der  Gefösskryptogamen. 

Nicht  nur  in  der  Fruchtbildung  und  Keimung,  auch  in  der  weiteren 
vegetativen  Entwickelung  zeigt  Isoetes  eine  bedeutende  Uebereinstim- 
mung  mit  anderen  Lycopodien ,  insofern  als  die  zu  Holz  sich  umwan- 
delnden Gewebemassen  kein  parenchymatöses  Mark  im  Centrum  des 
Stammes  frei  lassen ;  als  ein  homogener  Holzkörper  die  Längsachse  des- 
selben einnimmt.  Die  Untersuchungen  Nägeli's^}  haben  nachgewiesen, 
dass  bei  Lycopodium  der  Anlage  nach  ein  Gefössbündelkreis  vorhanden 
ist;  dass  aber  nach  der  DiflFerenzirung  der  im  Kreise  stehenden  Längs- 
stränge eines  zarten  Cambium  auch  das  ganze  von  diesen  eingeschlos- 
sene axile  Gewebe  des  Stengels  in  die  Holzbildung  hinein  gezogen 
wird,  und  nachträglich  aus  parenchymatischen  in  Prosenchym- Zellen 
mannigfacher  Art  sich  umwandelt.  So  zeigt  sich  bei  nahe  verwandten 
Pflanzen  mit  beträchtlicher  nachträglicher  Längsentwickelung  der  In- 
temodien  das  entschiedenste  Bestreben  einen  axilen  Holzkörper  zu 
bilden,  dem  ähnlich,  dessen  Entstehung  bei  Isoetes  man  versucht 
sein  möchte,  bei  Nichtbeachtung  der  analogen  Erscheinungen  im 
Stengel  von  Lycopodium,  in  ursächlichen  Zusammenhang  zu  bringen 
mit  dem  vöHigen  Unterbleiben  einer  intercalaren  Vermehrung  der  Sten- 
gelglieder. 


i)  Berliner  botanische  Zeitung  1852,  Spalte  U6. 
%)  Zeitschrift  für  Botanik  H.  3  und  4,  S.  140. 
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Soweit  unsere  Kenntniss  reicht,  steht  unter  allen  Gefässkrypto- 
gamen  Isoetes  völlig  allein  durch  den  Besitz  einer  jährlich  sich  ver- 
jüngenden Cambiumschicht  und  eines  am  oberen  wie  am  unteren  Ende 
in  die  Lange  wachsenden  Stammes ;  Eigenschaften  die  sich  gegenseitig 
zu  bedinigen  scheinen.  Durch  die  Organisation  ihres  Stammes,  insbe- 
sondere durch  die  des  niederwachsenden  Theil^s  des  Holzkörpers, 
nähert  sich  Isoetes  mehr  noch  den  Dikotyledonen  mit  unentwickelten 
Stengelgliedem  und  von  unten  her  nicht  absterbendem  Stamm ,  wie 
Cyclamen ,  Beta ,  als  den  wenigen  Monokoty ledonen  mit  in  die  Dicke 
wachsendem  Stamme,  wie  Dracaena,  Cordyline,  Tamus.  Genauere  Un- 
tersuchungen  erst,  als  die  Botanik  bis  jetzt  sie  besitzt,  werden  entschei- 
den können,  ob  die  Art  der  Anordnung  der  vom  Niederwuchs  des  Holzes 
der  Isoetes  aus  hervorsprossenden  Wurzeln  in  völligem  Gegensatze  steht 
mit  derjenigen  der  Beiwurzeln,  welche  aus  der  Hauptwurzel  der  Dikoty- 
ledonen hervorbrechen.  Einige  der  gemeinsten  Culturpflanzen ,  Rüben 
und  Rettige,  zeigen  oft  eine  so  deutliche  Regelmässigkeit  in  Stellung  und 
Entstehungsfolge  der  Bei  wurzeln,  dass  die  Erlangung  sicherer  allgemei- 
nerer Ergebnisse  für  wahrscheinlich  gelten  kann. 

Die  Vermehrung  der  Endzelle  der  Hauptachse  von  Isoetes  lacustris, 
der  Art  mit  zweigetheiltem  Stamme  und  V»  Stellung  der  Wedel  der 
Keimpflanze,  erfolgt  durch  wechselnd  nach  zwei  diametral  entgegen- 
gesetzten Richtungen  geneigte  Wände.  Die  Scheitelzellen  der  Endknospen 
von  Arten  mit  dreifurchigem  Stamme  und  Vs  Stellung  der  Wedel  kei- 
mender Pflanzen*)  theilen  sich  durch  eine  Reihenfolge  von  Wänden, 
welche  nach  drei  verschiedenen  Richtungen  *  gegen  die  Stammfurcben 
geneigt,  gestellt  sind.  Dieser  Nachweis  darf  als  erster  Schritt  gelten 
zur  Erkennung  eines  Zusammenhanges  zwischen  der  Regel  der  Zellen- 
vermehrung des  Endes  einer  Achse  und  den  Stellungsverhältnissen  der 
ihr  entspriessenden  appendiculären  Organe.  Eine  analoge  Erscheinung 
bietet  die  vergleichende  Untersuchung  verschiedenartiger  Farrnkräuter. 
Die  Stämme  der  Polypodien,  Lomarien,  Niphobolen ,  der  Ptöris  aquilina, 
die  kriechenden  Ausläufer  von  Nephrolepis  zeigen  bei  V»  Stellung  der 
Wedel  eine  Regel  der  Zellenvermehrung  der  Endknospe,  wetche  genau 

I)  An  getrockneten  sehr  jungen  Exemplaren  der  IsoStes  tenuissima  von  mir  ge- 
sehen. Delile's  wiewohl  rohe  Abbildung  (Mem.  du  Museum  T.  XVI  [1827]  pl.  6  f.  H) 
ISsst  über  die  gleiche  Anordnung  der  Wedel  der  Keimpflanze  von  Iso(^.tes  setacea  keinen 
Zweifel. 
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übereinstimmt  mit  der  von  IsoStes  lacustris.  Andererseits  entspricht  die 
Art  der  Zellenvermehrung  der  Hauptachse  von  Aspidium  filix  mas  und 
spinulosum,  von  Cystopteris  fragilis,  Scolopendrium  ofBoinarum,  Stru- 
thiopteris  germanica,  Onoclea  sensibilis  genau  derjenigen  der  Isoeten  mit 
drei  Stammfurchen.  Die  letztgenannten  Farrnkräuter  zeigen  sammtlich 
Vs  Stellung  der  Wedel  der  Keimpflanze,  die  bei  vorschreitender  Ausbil- 

düng  des  Farrn  in  die  %  Via Stellung  übergeht.  Bei  ihnen,  wie  bei 

der  erst  erwähnten  Reihe  von  Farm  und  bei  Isoätes  lacustris ,  sind  die 
Theilwände,  welche  in  der  Scheitelzelle  der  Hauptachse  der  jungen 
Pflanze  auftreten ,  parallel  den  Vorderflächen  der  ersten  Wedel  und 
rechtwinklig  zu  den  wechselnd  geneigten.  Theilungswänden  der  Schei- 
telzellen dieser  letzteren. 

In  so  offenbarer  Zusammengehörigkeit  auch  diese  Thatsachen' 
stehen,  so  ist  es  dennoch  unzweifelhaft,  dass  sie  nur  die  entfernte  An- 
deutung eines  inneren  Zusammenhanges  zweier  wichtiger  Lebensäusse- 
rungen der  Pflanze  geben.  Die  Isoeten  sind  besonders  lehrreich  da- 
durch ,  dass  bei  ihnen  Erscheinungen  auftreten ,  welche  nachdrücklich 
davor  warnen,  jener  Uebereinstimmung  der  Zellenvermehrung  der  End- 

• 

knospe  mit  der  Wedelstellung  junger  Pflanzen  allzuschweres  Gewicht 
beizulegen.  Aeltere  Pflanzen  der  Isoetes  lacustris  2&eigen  Stellungsver- 
hältnisse der  Wedel,  die  nicht  minder  complicirt.sind  als  die  vieljähriger 
Individuen  dreifurchiger  Arten.  *)  Die  Vermehrungsart  der  Scheitelzelle 
der  Endknospe  bleibt  aber  dabei  unausgesetzt  die  gleiche ,  wie  im  zar- 
testen  Alter.  Nicht  minder  ist  in  der  Zelle  ersten  Grades  des  Stammes 
der  dreifurchigen  Isoeten  wie  der  Aspidien,  Scolopendrien  u.  s.  w.  jede 
neu  auftretende  Theilungswand  der  drittvorhergehenden  genau  parallel. 
Es  erfolgen  beim  Eintritt  zusammengesetzterer  Stellungsverhähnisse  der 
Wedel  durchaus  keine  Aenderungen  des  ursprünglichen  Divergenzwin- 
kels (60O)  je  zweier  Theilungswände  der  Scheitelzelle. 

Die  zusammengesetzte  Zellenmasse,  auf  welcher  als  der  Endknospe 
neue  appendiculäre  Organe  entstehen,  folgt  bei  Hervorbringung  dieser 
noch  anderen  Gesetzen,  als  denen  die  in  der  Vermehrung  ihrer  Zelle  des 
ersten  und  der  folgenden  Grade  sich  offenbaren.  Der  vielzellige  Körper 
erzeugt  an  mathematisch  vorausbestimmbaren  Punkten  seiner  Oberfläche 


I)  Vergleiche  Alexander  Braun,  Flora  «846,  Nr.  4«.  <3.  Ich  zählte  beilsoötes 
velata  und  Hystrix  wie  bei  IsoÖles  lacustris  an  etwa  6jährigen  Individuen  »/is*  Stellung. 
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Sprossungen,  deren  Anfangszellen  der  Abstammung  nach  unter  einander 
keineswegs  streng  gleichwerthig  sind.  In  den  Lebenserscheinungen  des 
Achsenendes,  tritt  ein  gemeinsames,  geregeltes  Bildungsstreben  hervor; 
ein  Streben ,  welches  die  Thätigkeit  der  einzelnen  Zellen  der  Knospe 
.  beherrscht  und  verschiedenartig  bestimmt,  der  Art,  dass  sie  nicht  an- 
ders zum  Gesammtleben  der  Knospe  sich  verhalten ,  als  die  einzelnen 
Punkte  der  Membran  einer  regelmässig  sich  verästelnden  einzelligen 
Pflanze,  einer  Bryopsis  z.  B.,  zu  deren  Gesammtheit.  Es  waltet  in  der 
Entwickelung  der  Pflanze  ein  Gestaltungstrieb,  der  bei  höheren  Ge- 
wächsen auf  Zs^hlenverhaltnisse*  einzelner  Zellen  sich  nicht  zurückführen 
l^sst. 
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ERKLÄRUNG  DER  ABBILDUNGEN. 


Die  an  den  Figuren  angebrachten  Buchstaben  bedeuten : 

a  Archegonium ;  ac  Centralzelle/  ao  Mündung  desselben, 
az  Ende  der  primUren  Achse  des  Etnbryo. 
cb  Cambium. 
et  Rinde  des  Stamms. 
e  Embryo. 

tt  Wedel ;  fr^  der  erste,  fr^  der  zweite  Wedel  der  Keimpflanze,  u.  s.  f.  fV  Gefässbündel. 
In  einigen  Fällen  sind  die  zu  Wedeln  abgehenden  Gefössbündel  schlechthin  fir^  u.  s.  w., 
die  zu  Wurzeln  verlaufenden  r*,  r*  u.  s.  f.  bezeichnet  (so  auch  f.  <*  der  T.  IX). 
g  Endknospe ;  gc  deren  Scheitelzelle. 

1  Holzkörper ;  Isp  der  Aufwuchs,  Inf  der  Niederwuchs  desselben. 
lg  Die  den  Grund  des  Spreublatts  deckende  nachträgliche  Sprossung  der  Vorderseite 

des  Wedels, 
r  Wurzel ;  rc  die  Zelle  L  Grades  derselben. 
V  Scheide  der  Wedelbasis. 

TAFEL  IL 

4.  Grosse  Spore,  zwei  Wochen  Aach  der  Aussaat,  nach  mehrstündigem  Liegen  in 
Glycerin  bei  60facher  Yergr.  von  oben  gesehen.  Die  erstgebildeten  Zellen  des 
Prothallium  erscheinen  der  Innenwand  angelagert. 

2.  Prothallium  im  Längsdurchschnitt,  vier  Wochen  nach  der  Aussaat.  Ygr.  40. 

3.  Theil  des  Scheitels  eines  längsdurchschniltenen  Prothallium  mit  zwej  noch  in  der 
Entwickelung  begriffenen  Archegonien.  Vgr.  30Ö. 

i.  Archegonium,  fertig  bis  zum  Auseinandertreten  der  Berührungskanten  der  oberen 
drei  Doppelpaare  von  Zellen,  im  Längsdurchschnitt.  Gleiche  Ygr. 

5.  6.  Archegoitien,  zur  Befruchtung  bereit,  längsdurchschnitten.  Gleiche  Ygr. 

7.  Reife  Mikrospore,  Ansicht  von  oben  (senkrecht  auf  den  Querdurchmesser).  Vgr.  500. 

8.  Seitenansicht  einer  Mikrospore,  vier  Wochen  nach  der  Aussaat.  Die  Mutterzellchen 
der  Samenfäden  sind  gebildet.  Ygr.  500. 

9.  Mikrospore,  drei  Wochen  nach  der  Aussaat.  Durch  Rollen  der  Spore  unter  der 
Deckplatte  ist  das  Exosporium  geborsten  und  zur  Seite  geschoben  worden.  Die 
Mutterzellen  der  Samenfäden  nehmen  den  Innenraum  der  Spore  völlig  ein.  Ygr.  500, 
wie  auch  der  folgenden. 
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10.  Kleine  Spore,  fünf  Wochen  nach  der  Aassaat,  geborsten.  Sie  hat  mehrere  Samen- 
faden bereits  entlassen;  einer,  zum  Theil  noch  vom  MutterblSschen  umschlossen, 
befindet  sich  noch  in  ihr,  in  lebhafter  Bewegung. 

H.  Ein  Samenfaden,  von  seinem  Mutterbl'äschen  umhüllt,  durch  Zerdrücken  einer 
Spore  frei  gemacht. 

ii.  Samenfaden,  zum  Theil  noch  in  dem  Mutterbläschen  steckend,  durch  Jod  getödtet. 

«3  — 15.  In  Bewegimg  begriffene  freigewordene  Samenfäden,  ii  schleppt  am  dün- 
nen Ende  ein  kleines  Bläschen  nach. 

16.  4  7.  Samenfäden,  durch  Jod  getödtet. 

18.  4  9.  Eben  befruchtete  Archegonien,  längsdurchschnitten,  mit  zweizeiligen  Rudi- 
menten von  Embryonen.  Von  der  schmalen  Seite  gesehen.  Vgr.  iOO. 

SO.  Ein  ähnliches  Präparat;  in  der  unteren  Zelle  der  Embryo -Anlage  ist  die  neue 
TheUung  durch  Auftreten  zweier  Zellenkerne  vorbereitet.  Vgr.  400. 

1 1 .  Der  Scheitel  eines  längsdurchschnittenen  Prothallium ,  mit  einem  fehlgeschlagenen 
und  einem  befruchteten  Archegonium,  welch  letzteres  das  vierzellige  Rudiment 
eines  Embryo  umschliesst.  Vgr.  300. 

TAFEL  ni. 

4 .  Befruchtetes  Archegonium,  längsdurchschnitten ,  mit  zweizeiliger  Embryo-Anlage, 
letztere  von  der  breiten  Seite  gesehen.  Vgr.  iOO. 

5.  Ein  ähnliches  Präparat;  der  Embryo  dreizellig.  Vgr.  400. 

3.  Längsdurchschnitt  eines  Theils  der  Scheitelregion  eines  Prothallium  mit  abortirtem 
und  befrachtetem  Archegonium.  Vgr.  300  wie  auch  der  folgenden  Abbildungen. 

4.  Der  von  letzterem  umschlossene  Embryo  frei  präparirt  und  von  der  Rückenfläche 
gesehen.  Die  Linie  a.  b.  ist  dem  Schnitte  parallel,  welcher  das  befruchtete  Arche- 
gonium der  f.  3  Öffnete. 

5.  Befruchtetes  Archegonium,  durch  einen  der  Vorderfläche  des  eingeschlossenen 
Embryo  parallelen  Längsschnitt  geöffnet. 

6.  Ein  ähnliches  Präparat;  der  Schnitt  ist  rechtwinklig  zur  Längsachse  des  ersten 
Wedels  des  Embryo.    Das  Ende  der  ersten  Achse  des  Embryo  liegt  nach  vom. 

7.  Embryo,  vom  Archegonium  umschlossen,  welch  letzteres  durch  einen  gegen  die 
Aussenfläche  des  Prothallium  etwas  geneigten  Schnitt  geöffnet  ist.  Der  Schnitt 
hat  den  Einführungsgang  des  Archegonium  entfernt,  indem  er  nahe  unter  diesem 
durchging. 

8.  Ein  Präparat,  dem  f.  5  abgebildeten  ähnlich,  mit  weiter  entwickeltem  Embryo. 

9.  Embryo,  frei  prüparirt,  Seitenansicht. 

4  0.  Wenig  weiter  entwickelter  Embryo ,  Längsdurchschnitt  rechtwinklig  zur  Vorder- 
fläche (beim  Durchschneiden  eines  ProthalUum  zufällig  erlangt). 

4  4 .  Embryo ,  im  Längsdurchschnitt ;  die  Zahl  seiner  Zellen  ist  geringer  als  die  der 
vorhergehenden  Abbildung,  aber  die  charakteristische  Dehnung  der  Scheitelzellen 
der  ersten  Achse  hat  bereits  begonnen. 

12.  Weiter  vorgerückter  Embryo,  längsdurchschnitten. 
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13.  LängsdurchschniU  des  oberen  Theils  eines  Prothallium,  welches  einen  bis  zum 
Durchbruch  der  Pflanze  erster  Generation  entwickelten  Embryo  umschliesst;  dieser 
ist  vom  Schnitte  ebenfalls  der  Länge  nach  halbirt.  Ygr.  800. 


TAFEL  IV. 

4.  Embryo,  etwas  weiter  entwickelt  als  der  f.  13  der  vorhergehenden  Tafel,  ISngs- 
durchschnitten.  Ygr.  200. 

2.  Längsdurchschnitt  eines  Embryo,  dessen  erste  Wurzel  und  erster  Wedel  vor  Kur- 
zem das  Prothallium  durchbrachen.  Ygr.  800? 

3.  Ansicht  der  Rückenfläche  des  zweiten  Wedels  einer  Keimpflanze  gleicher  Ent- 
Wickelungsstufe.  Ygr.  800. 

4.  Längsdurchschnitt  einer  weiter  entwickelten  Keimpflanze.  Die  Spitzen  des  ersten 
Wedels  und  der  ersten  Wurzel  sind  nicht  mitgezeichnet.  Ygr.  800. 


TAFEL  Y. 

i .  Das  Stämmchen ,  die  Basen  des  ersten  und  zweiten  Wedels  und  die  Ansatzstelle 
der  Wurzel  einer  weiter  vorgerückten  Keimpflanze.  Ygr.  850. 

8.  Das  Stämmchen  und  der  zweite  Wedel*  eines  längsdurchschnittenen  Keimpflänz- 
eben,  dessen  zweite  Wurzel  sich  zu  entwickeln  beginnt.  Diese  selbst  ist  nicht 
durch  die  obere  der  Schnittflächen  biosgelegt,  welche  dieses  Präparat  bilden; 
man  sieht  ein  Stück  ihrer  Aussenfläche.  Gleiche  Ygr. 

8^.  Diese  zweite  Wurzel  derselben  Keimpflanze  längsdurchschnitten  durch  den  un- 
teren der  beiden  Schnitte,  welche  das  f.  8  abgebildete  Präparat  darstellten. 
Gleiche  Ygr. 

TAFEL  YL 

Längsdurchschnitt  einer  drei  Monate  alten  Keimpflanze.  Die  Spitzen  des  ersten  und 
zweiten  Wedels  wie  der  ersten  Wurzel  sind  in  der  Zeichnung  weggelassen.  Ygr.  800. 

TAFEL  YIL 

4.  Yierund  einen  halben  Monat  alte  Keimpflanze,  Seitenansicht.  Ygr.  8. 

8.  Dieselbe  im  Längsdurcbschnitt.  Ygr.  60.  Die  dunkel  und  fleckig  gehaltenen  Stel- 
len sind  das  Amylum  führende  Zellgewebe  der  Rinde ;  die  Zellen  der  von  diesen 
nach  aussen  gelegenen  Rindenportionen  enthalten  nur  wasserhelle  Flüssigkeit. 

3.  Holzkörper  und  Endknospe  desselben  Präparats.  Ygr.  300. 

4.  Sechs  Monat  alte  Keimpflanze,  Seitenansicht.  Ygr.  3. 

TAFEL  YHI. 

4.  Längsdurchschnitt  rechtwinklig  zum  grösseren  Querdurchmesser  des  Stammes 
einer  vier  Monate  alten  Keimpflanze.  Ygr.  800. 

8.  Längsdurchschnitt  des  Stammes  rechtwinklig  zu  den  Seitenflächen  des  Holzkör- 
pers einer  etwa  acht  Monate  alten  Keimpflanze.  Ygr.  800. 
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3*.  Qaerdurchschnitt  einer  einjSbrigen  Pflanze  in  der  Höhe  der  Endknospe.  Ygr.  30. 

3\  Querdurchschnilt  derselben  Pflanze  in  der  Höhe  der  Verein iguugsstelle  des  Auf- 
wuchses und  des  Niederwuchses  des  Holzkörpers.  Gleiche  Ygr. 

4.  Querdurchschnitt  der  gleichen  Stelle  einer  zweijährigen  Pflanze.  Ygr.  4  0. 

5.  Querdurchschnitt  eines  abnormen,  dreifurchigen,  etwa  6  Jahre  alten  Stammes  der 
Isoeies  lacustris  in  der  Höhe  der  Yereinigungsstelle  von  Aufwuchs  und  Nieder- 
wuchs. Natürliche  Grösse. 

6.  Der  mittlere  Theil  desselben  Präparats,  30fach  vergr. 

7.  Die  Endknospe  desselben  Individuum,  von  oben  gesehen.  Ygr.  300. 


TAFEL  IX. 

1.  Längsdurchschnitt  rechtwinklig  zur  Stammfurche  einer  zehn  Monate  alten  Pflanze. 
Ygr.  30. 

2.  Holzkörper  und  Endknospe  derselben.  Ygr.  300. 


TAFEL  X. 

1.  Längsdurchschnitt  durch  die  Stammfurche  einer  etwa  achtjährigen  Pflanze.  Ygr.  30. 

2.  Querdurchschnitt  der  Stamm-Mitte  einer  Pflanze  gleichen  Alters.   Die  Hauptmasse 
der  Rinde,  ihre  beiden  seitlichen  Lappen,  sind  weggelassen.  Ygr.  20. 

3.  4.  Endknospen  von  Pflanzen  gleichen  Alters,  von  oben  gesehen.  Ygr.  300. 

5.  Rudiment  eines  Spreublatts,  von  der  Fläche  gesehen.  Ygr.  200. 

6.  Ein  solches,  weiter  entwickelt. 

7.  Ausgebildetes  Spreublatt.  Ygr.  6. 


TAFEL  XL 

1.  Die  Endknospe  und  der  obere  Theil  des  Holzkörpers  des  Tafel  IX  f.  I  abgebildeten 
Stammes.  Ygr.  300.  . 

2.  Dieselben  Theile  eines  rechtwinklig  zur  Kerbe  durchschnittenen  Stammes.  Ygr.  250. 


TAFEL  Xn. 

\ .  Längsdurchschnitt  des  Stammes,  rechtwinklig  zu  dessen  Furche,  einer  sechsjährigen 
Pflanze.  Ygr.  20. 

2.  Längsdurchschnitt  der  Seitenfläche  aus  der  Mittelregion  des  Holzkörpers  einer  älteren 
Pflanze,  nebst  einem  Theile  des  Cambium.  Eine  der  Zellen  des  Letzteren,  durch 
drei  Gambialzellen  von  den  nächsten  Holzzellen  getrennt,  beginnt  zu  verholzen. 
Ygr.  260. 

3.  Längsdurchschnitt  eines  Gefässbündelstücks  aus  dem  älteren  Theile  der  Rinde. 
Ygr.  260. 

4.  Querdurchschnitt  nahe  am  Heizkörper  eines  zu  einem  älteren  Wedel  verlaufenden 
Gefässbündels.  Gleiche  Ygr. 
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TAFEL  XIII. 

1 .  Längsdurchscbnitt  der  Spitze  einer  Wurzel ,  in  welcher  vor  Kurzem  die  Gabelung 
eingeleitet  wurde.  Vgr.  iOO. 

2.  Die  Hälfte  einer  gegabelten  Wurzel  im  Längsschnitt.  Ygr.  100. 

3.  Querdurchschnitt  einer  Wurzelspitze.  Ygr.  400. 

4.  Querdurchschnitt  einer  gabelnden  Wurzelspitze.  Ygr.  400. 

5.  Längsdurchschnitt  rechtwinklig  zur  Stammfurche  der  Endknospe  eines  kräftigen 
Exemplars.  Ygr.  300.   • 

TAFEL  XIV. 

\ .  Ein  Stück  des  in  Richtung  seines  grösseren  Querdurchmessers  längsdurchschnit— 
tenen  Niederwuchses  des  Holzkörpers  einer  älteren  Pflanze  (Theil  des  T.  IX  f.  i 
abgebildeten  Präparats).  Ygr.  !200. 

2.  Junger  Wedel  einer  alten  Pflanze,  von  vorn  gesehen.  Vgr.  300. 

3 .  Etwas  entwickelterer  Wedel  in  gleicher  Ansicht.  Gleiche  Ygr. 

4.  Etwas  jüngerer  Wedel  im  Längsdurchschnilt.  Ygr.  300. 

5.  6.  Der  untere  Theil  der  Vorderfläche  etwas  weiter  entwickelter,  fruchtbringender 
Wedel   im   Längsdurchschnitt.    YcL    ist   der   die   Frucht   umsäumende   Schleier. 

Gleiche  Ygr. 

7.  Das  untere  Ende  einer  längsdurchschnittenen  jungen  Frucht  (ihrer  Stellung  n;ich 
zur  Bildung  von  Makrosporen  bestimmt).  Gleiche  Vgr. 

8.  Längsdurchschnitt  der  Basis  eines  Wedels,  der  eine  halbreife,  Mikrosporen  bil- 
dende Frucht  trägt.  Ygr.  20. 

9.  10.  Complexe  von  je  i  an  einander  haftenden  Sporenmulterzellen.  Ygr.  400. 

H  —  20.  Entwickelungsstufen  der  Multerzelle  von  Mikrosporen ;  f.  4  4  bei  SOOfacber, 
die  übrigen  bei  400facher  Ygr. 

II  —  4  3.  Die  Mutterzelle  gleichmässig  von  körnigem  Protoplasma  erfüllt,  in  welchem 
der  centrale  Kern  frei  schwimmt. 

14.  An  beiden  Polen  des  kugeligen  Kerns  bilden  sich  Anhäufungen  festeren  Schleims, 
die  Rudimente  der  secundären  Kerne. 

t5.  Nach  Resorption  des  primären  Kerns  und  nach  Ausbildung  der  secundären  schnürt 
sich  der  Primordialschlauch  der  Mutterzelle  ein,  deren  Theilung  einleitend. 

4  6*.  Die  secundären  Kerne  sind  in  der  Wiederauflösung  begriffen ,  bevor  die  Theilung 
des  Mutterzeliraums  erfolgte. 

i  6^.  Eine  Mutterzelle,  von  einer  durch  ihren  Aequator  gelegten  Scheidewand  in  zwei 
Hälften  getheUt. 

n*.  ''.  Mutterzellen,  jede  mit  4  freien  tertiären  Kernen,  die  bei  47*  in  eine  Ebene,  bei 
47^  nach  den  Ecken  eines  Tetraeders  geordnet  sind. 

4  8.  Vier  durch  die  Mutterzelle  vereinigte  Specialmutterzellen;  entstanden  durch  wie- 
derholte Theilung  der  zwei  Theilhälflen  der  Mutterzelle  (der  Specialmutterzellen 
ersten  Grades).  Die  diese  theilenden  Wände  haben  verschiedene  Neigung. 

4  9.  Ein  ähnliches  Präparat;  die  vier  Specialmutterzelien  liegen  in  derselben  Ebene. 

20.  Complex  von  Specialmutterzelien  decussirter  Stellung  im  letzten  Stadium  der  Aus- 
bildung, unmittelbar  vor  der  Vereinzelung.  Die  innerste  Schicht  der  sehr  verdick- 
ten Zellhaut  der  Specialmutterzelien  bricht  das  Licht  weit  stärker  als  die  bereits 
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aufjgeqaollenen  äusseren  Schichten.    Behandlung  mit  Jodtinctur  hat  die  Primor- 
dialschläuche  der  Zellen  zum  Zusammenschrumpfen  gebracht. 

21.  Junge  Mikrosporen,  von  den  Specialmutterzellen  umschlossen.  Ygr.  300. 

22.  Halbreife  Mikrosporen  nach  Resorption  der  Specialmutterzellen.  Gleiche  Vgr. 

TAFEL  XV. 

4 .  Längsdurchschnitt  eines  Stämmchens  der  Isoetes  tenuissima,  natürliche  Grösse. 

2.  Die  Endknospe  desselben,  SOOfach  vgr. 

3.  Querdurchschnitt  des  Stammes  in  der  Höhe  des  Niederwuchses  des  Holzkörpers 
derselben  Art.  Ygr.  20. 

4.  Längsdurchschnitt  eines  Stammes  derselben  Art.  Gleiche  Ygr. 

5.  Querschnitt  durch  Stamm  und  Niederwuchs  des  Holzkörpers  der  Isot^tes  adspersa. 
Ygr.  20. 

6.  7.  Tangentalschnitte  rechtwinklig  zu  einer  der  Stammfurchen  der  IsoStes  velata, 
6  dicht  am  Niederwuchs  des  Holzkörpers,  7  ihm  etwas  femer. 

TAFEL  XYL 

\ .  Längsdurchschnitt  eines  alten  Stammes  der  Isoetes  Hystrix.  Ygr.  \  0. 

2.  Endknospe  eines  etwas  jüngeren  Individuum  derselben  Art  im  Längsdurchschnitt. 
Die  von  diesem  halbirte  Stammfurche  liegt  zur  Rechten.  Ygr.  300. 

3.  i.  Terminalknospen  der  Isoetes  setacea,  von  oben  gesehen.  Ygr.  300. 

5.  Längsdurchschnitt  einer  vom  Rindenparenchym  umhüllten  jungen  Wurzel  der 
Isoetes  tenuissima,  nebst  einem  Theile  des  niederwachsenden  Holzes  und  des  die- 
sem angränzenden  Cambium.  Der  Inhalt  der  Zelle  I.  Grades  und  der  aufwärts 
gekehrten  Tochterzellen  derselben  ist  roitgezeichnet.  Ygr.  300. 
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II. 

ÜBER  DIE  KEIMUNG  DER  EQUISETACEEN. 

Die  Fortpflanzung  der  Familie  der  Geftlsskryptogamen ,  welche 
durch  die  hohe  Organisation  wie  durch  die  morphologischen  Eigenthüm- 
iichkeiten  ihrer  Yegetationsorgane  vor  allen  ihren  Verwandten  sich  aus- 
zeichnet,  ist  bis  auf  die  neueste  Zeit  in  tiefes  Dunkel  gehüllt  gewesen. 
Seit  Yauctier's  Mittheilungen ^)  hat  unsere  Kenntniss  der  Keimung  der 
Schafthalme  bis  heute  nur  eine  wesfentliche  Erweiterung  erfahren :  die 
Auffindung  der  Antheridien  und  Samenfäden  durch  Thuret.*)  Seine 
Entdeckung  wurde  durch  Milde^  und  durch  mich^)  bestätigt;  Milde 
sowohl  als  ich  gaben  dabei  die  auf  die  einzelne  Zelle  zurückgeführte 
Entwickelung^geschichte  des  Prothallium.  Gleich  den  Aussaaten  aller 
früheren  Beobachter  gingen  auch  die  unsrigen  zu  Grunde,  bevor  Arche- 
gonien,  geschweige  denn  Embryonen  sich  gebildet  hatten ;  doch  habe 
ich  die  ersten  Rudimente  von  Archegonien  1 850  beobachtet  und  abge- 
bildet ;  *)  die  von  Milde  gezogenen  Prothallien  starbeq  noch  früher  ab, 
als  die  Meinigeü. 


4)  Die  Untersachungen  Yaucher's  der  Keimung  von  Equisetum  sind  nicht  allein 
ungleich  genauer  und  vollstSindiger  als  die  J.  A  g  a  r  d  h '  s  {memoires  du  mtAseum  c^Mst. 
nat  T.  IX  [1822]);  sondern  auch  früher  angestellt.  Beobachtungen  Yaucher's,  die 
eben  so  weit  reichen  als  die  Agardh's,  stammen  bereits  aus  dem  Jahre  4  815. 

5)  Als  beiläufige  Notiz  in  dessen  Arbeit  über  die  SamenHiden  der  Farm  gegeben: 
Annales  des  sc.  nat.  Serie  in«'T. 

3]  Linnaea,  4  850. 

4}  Vergleichende  Untersuchungen,  S.  96  ff.  ; 

5)  a.  a.  0.  T.  XX.  f.  61,  62. 
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Ich  habe  seither  meine  Aussaatversuche  dauernd  fortgesetzt,  und 
das  YerfahreD  dabei  maHnichfach  geändert.  In  den  früheren  Fällen  wur- 
den  die  Prothallien  durch  wuchernde  niedere  Alffen  und  Moosvorkeime 
zeitig  erstickt/  bis  auf  diejenigen,  die- auf  zufälligen  Erhebungen  des  Bo- 
'dens  sich  angesiedelt  hatten,  fch  machte  neuerdings  die  Erde  der  Aus- 
saat-Töpfe geflissentlich  uneben;  ich  hielt  die  jungen  Prothallien  nur 
massig  feucht  und  entzog  sie  völlig  den  direkten  Sonnenstrahlen.  Die 
Sporen  keimten  rasch  und  entwickelten  sich  dppig;  mit  ihnen  zugleich 
Yaucheria  sessilis ,  Nostoc  Commune  und  Cylindrospermum  humicola, 
deren  Ueberhandnehmen  den  jungen  Prothallien  mit  der  alten  Gefahr 
drohte,  bis  durch  zeitweiliges  starkes  Ueberbrausen.mit  kaltem  Wasser 
der  Wucherung  dieser  Algen  Einhalt  gethan  wurde.  Bei  solcher  Beharfd- 
lung  entwickelten  Prothallien,  gekeimt  aus  Anfang  Mai  dieses  Jahres 
ausgesäeten  Sporen  des  Equisetum  arvense,  bereits  Mitte  Juni  die  ersten 
beblätterten  Pflanzen. 

Ich  übergehe  die  Keimung  der  Spore ,  die  ersten  Entwickelungs- 
stufen  des  Prolhallium  und  die  Bildungsgeschichte  der  Antheridien ,  als 
bereits  (a.  a.  0.)  ausführlich  von  mir  geschildert.  Dagegen  habe  ich 
über  die  Beschaffenheit  der  Samenfäden  einiges  nachträglich  zu  bemer- 
ken. Wie  bekannt,  tragen  die  beiden  engeren  vorderen  Windungen  des 
Spermatozoids  zahlreiche ,  ziemlich  starke  Wimpern ,  welche  während 
der  Bewegung  des  Samenfadens  lebhaft  schwingen.  Die  weitere  letzte 
Windung , .  welcher  diese  Wimpern  fehlen ,  erscheint  während  des 
raschen  Umherschweifens  des  Samenfadens  im  Wasser  etwa^  vei jungt; 
nach  der  Tödtung  des.  Spermatozoids  durqh  Ipd  dagegen  stark  verbrei- 
tert J)  .Diese  ^ufBalfende.  Erscheinung  gründet  sich' auf  eine,  soviel  bis 


4)  Wie  auch  Thuret  in  .seinen  vor  Kurzem  veröffentlichten  Abbildungen  {Annales 
des  sc.  nat.  Serje  m.  T.  XVI.  pL  16)  di^  Sacb«  darstellt.  Jch  habe  frühier  (vergleichende 
Untersuchungen  S.  4  01}  den  Samenfaden  von  Equisetum  allgemein  ein  langgezogen 
peitschenformiges  Hinlerende  zugeschrieben.    Es  ist  unzweifeihaft  ein  nicht  seltenes 

*  Vorkommen,  dass  ein  Samenfaden  mit  fadenförmiger  Verlängerung  seiner  letzten  Win-, 
(lung  an  Theilen  des  Prothallium  festklebt  und  vergeblich  .sich  loszuringen  sucht.  Der 
Anlheridie  eben  entschlüpfte,  kräftig  sich  bewegende  Spermatozoiden  zeigen  nichts 
dergleichen,  auch  nicht  nach  Tödtung  durch  Jodtinctur.    An  zum  Stillliegen  gebrachten 

•findet  man  nur  kurze  Anhängsel  des  Hinterendes  (T.XVH  f.  2 — 6)  und  auch  diese  nicht 
immer.  Es  ist  nicht  wahrscheinlich,  dass  ein  so  langer  schwanzartiger  Fortsatz  bei  der 
Tödtung  eingezogen  werde.  Besser  wird  die  Erscheinung  durch  die  bei  Besprechung 
der  Samenfaden  von  Isoetes  (S.  129  dieses  Bandes)  ■  bereits  aufgestellten  Annahme  sich 
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jetzt  bekannt  im  Pflanzenreiche  völlig  allein  stehende  Organisation.  Das 
Ende  des  Samenfadens  trägt  an  der  Innenseite  der  Schraubenwindung 
einen  breiten ,  flossenförmigen  Anhang ;  eine  zarte  Membran ,  die  wäh- 
rend des  Schwärmens  des  Fadens  lebhaft  flimmert,  ähnlich  den  undu- 
lirenden  Membranen  der  Spermatozoon  von  Kröten  und  Tritonen.  — 
Bei  irgend  rascher  Bewegung  des  Samenfadens  ist  der  häutige  Saum 
gleich  den  Cilien  des  Vorderendes  unsichtbar ;  erst  bei  dem  Erlahmen 
der  Lebensthätigkeit  des  Spermatozoids  wird  die  Erscheinung  deutlich 
(T.  XVII.  f.  1  —  6) .  Die  Undulationen  der  Flosse  dauern  länger .  als  die 
Schwingungen  der  Wimpern.  Das  Hinterende  des  Samenfadens  erscheint 
noch  spitzlich,  wenn  die  stillstehenden  Cilien  der  vorderen  Windungen 
bereits  sichtbar  werden. 

Die  Prothallien  von  Equisetum  arvense,  pratense  und  palustre  sind 
scharf  ausgeprägt  diöcisch.  Die  Individuen,  welche  Anlheridien  tragen, 
bringen  deren  sehr  reichlich ;  Archegonien  aber  nur  in  den  seltensten 
Ausnahmeftillen,  und  dann  auf  spät  erscheinenden  Sprossungen  der  Basis 
des  Prothallium.  Analog  den  Bildungen,  die  den  Randzellen  alter  Farrn- 
prothallien  entspriessen,  lassen  sich  diese  als  neue  Individuen  betrachten. 
Die  männlichen  Prothallien  erreichen  nicht  die  volle  Grösse  der  weib- 
lichen. Sie  bestehen  in  der  Regel  aus  nur  einer  bis  zweien  dickfleischigen 
'Ausbreitungen  von  Zellgewebe,  deren  Ränder  die  Antheridien  tragen,  und 
etlichen  dünnhäutigen,  sterilen  Sprossen.  Ihr  Chlorophyll  contrastirt  mit 
dem  der  weiblichen  Prothallien  durch  einen  deutlichen  Stich  ins  Gelbe. 
Die  tiefbraune  Färbung,  welche  die  ihres  Inhalts  entleerten  Antheridien 
anzunehmen  pflegen ,  giebt  den  männlichen  Prothallien  zeitig  ein  krank- 
haftes Aussehen. 

Die  Archegonien  erzeugenden  Prothallien  bilden  durchaus  keine 
Antheridien.  Sie  verzweigen  sich  stärker  und  werden  weit  kräftiger,  als 
die  männlichen.  Ein  weibliches  Prothallium  ist  bei  normaler  Entwicke- 
lung  eine  im  allgemeinen  Umriss  kreisförmige  Vereinigung  von  drei  bis 
sechs  fleischigen  Zellgewebsmassen,  die  sehr  zahlreiche  ,  kräftig  grüne 


erklären  lassen,  dass  das  Hinlerende  des  Samenfadens  aus  sehr  weicher,  halbflüssiger 
Masse  bestehe,  die  leicht  irgendwo  festklebt  und  sich  dann  zu  Fäden  auszieht.  Diese 
Vennuthung  gewinnt  dadurch  an  Wahrscheinlichkeit,  dass  Samenfäden,  die  ihre  Be- 
wegung (nach  7«  bis  Sstündiger  Dauer)  freiwillig  endeten,  stets  einen  Schwanz,  oft  von 
sehr  bedeutender  Länge,  zeigen.  Solche  Samenfäden  sind  unzweifelhaft  durch  Einwir- 
kung von  Wasser  aufgequollen,  nire  fleischige  Substanz  pflegt  Vacuolen  zu  enthalten. 
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krause  Sprossungen  von  zarterer  Textur  tragen,  von  V4  bis  Va  Zoll 
Durchmesser.  Mit  jungen  Pflanzen  des  Anthoceros  punctatus  hat  das 
Gebilde  grosse  Aehnlichkeit.  Die  Archegonien  treten  weit  später  auf, 
als  die  Antheridien  gleichzeitig  ausgesäeten  Sporen  entsprossener  männ- 
licher Prothallien;  das  jüngere  weibliche  Prothallium  zeigt  sich  an- 
scheinend steril.  —  Die  Sporen,  aus  denen  weibliche,  und  die,  aus 
denen  männliche  Prothallien  entstehen,  sind  von  durchaus  gleicher 
Grösse  und  gleicher  Beschaffenheit.  Aeussere  Einflüsse  scheinen  deut- 
lich von  Wirkung  auf  das  Geschlecht  der  keimenden  Prothallien.  Ein 
trockenerer,  hellerer  Standort  scheint  bei  Eq.  arvense  die  Entwickelung 
von  Antheridien  entschieden  zu  begünstigen.  Die  Sporen  von  Eq.  ar- 
vense und  pratense  gaben  bei  der  Aussaat  vorwiegend  männliche,  ^)  die 
von  Eq.  palustre  bei  meinen  wiederholten  Versuchen  nur  weibliche 
Prothallien. 

Die  Archegonien  entstehen  aus  der  Vermehrung  einzelner  Zellen 
des  Vorderrandes  der  dickfleischigen  Lappen  des  ProthaHium.  Nach 
Anlegung  des  Archegonium  pflegt  die  Zellgewebsmasse ,  welcher  das 
Organ  eingefügt  ist,  unter  ihm  weiter  zu  wachsen ,  so  dass  die  Arche- 
gonien, ähnlich  denen  von  PeUia,  später  auf  die  Oberfläche  des  Prothal- 
lium zu  stehen  kommen.  Neben  jedem  Archegonium  bildet  sich  gewöhn- 
hch  eine  schmale  dünnhäutige  Sprossung  des  Prothallium  (T.  XIX.  f.  1). 

Die  Multerzelle  eines  Archegonium,  chlorophyllhaltig  gleich  ihren 
Nachbarinnen,  unterscheidet  sich  von  diesen  nur  durch  ihren  reicheren 
Gehalt  an  Protoplasma.  Nach  beträchtlicher  Wölbung  ihrer  freien  oberen 
Wand  erfolgt  ihre  erste  Theilung  durch  eine  horizontale  Membran.  Die 
untere  beider  Theilhälften,  vöUig  dem  Gewebe  des  Prothallium  einge- 
senkt, wird  zur  Gentralzelle  des  Archegonium.  Durch  wiederholte  Zwei- 
theilung der  oberen  bildet  sich  der  Mündungsgang  desselben. 

Die  erste  dieser  Theilungen  ist  die  durch  eine  verticale  Längs  wand. 
Eine  ebenfalls  senkrechte  Wandung,  rechtwinklig  zu  der  eben  gebilde- 


I)  4849^  50  und  51  erhielt  ich  nur  mänDliche  Prothallien,  an  denen  erst  spUt 
und  einzeln  auf  Adventivsprossen  Rudimente  von  Archegonien  sich  zeigten.  Im  Som^ 
mer  des  laufenden  Jahres  überwog  die  Zahl  männlicher  Prothallien  die  der  weiblichen 
etwa  um  die  Hälfte.  Der  Sommer  4  852  scheint  der  Keimung  der  Schaflhalme  beson- 
ders gunstig  gewesen  zu  sein.  In  einem  Garten  cultivirte  Eitemplare  des  Eq.  variega- 
tum  hatten  selbst  Sporen  ausgesäet  (Anfang Mai).  Mitte  Juli  entwickelten  die  in  Mehrzahl 
vorhandenen  weiblichen  Prothallien  beblätterte  Pflänzchen. 
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ten,  trilt  sofort  in  jeder  der  beiden  neuentstandenen  Zellen  auf.  Die  vier 
Zellen,  welche  die  inzwischen  nach  oben  sich  stark  wölbende  Central- 
zelle  decken  und  umkleiden,  wachsen  gleichmässig  aufwärts  und  wer- 
den wahrend  dem  wiederholt  durch  horizontale  Querwände  getheilt,  — 
genau  in  der  Art  wie  die  vier  Scheitelzellen  der  Fruchtanlage  einer 
Jungermanniee.*)  So  bildet  sich  ein  die  Centralzelle  des  Archegonium 
tiberragender  Cylinder,  zusammengesetzt  aus  vier  Längsreihen  von  Zel- 
len (T.XVII  f.  7 — 9).  Das  oberste  Doppelpaar  derselben  streckt  sich  sehr 
bedeutend  in  die  Länge.  Ihm  folgt  in  dieser  Längsdehnung  das  nächät- 
benachbarte,  wiewohl  in  minderem  Maasse.  Die  beiden  unteren  Zel- 
lendoppelpaare  des  Halstheiles  des  Archegonium  strecken  sich  kaum 
merklich  aufwärts ;  dagegen  greift  bis  in  sie ,  mindestens  bis  in  das  un- 
tere derselben,  die  in  den  Nachbarinnen  der  Centralzelle  anhebende 
Vermehrung:  die  Theilung  durch  auf  den  Wänden  dieser  letzteren  senk- 
rechte Membranen,  wechselnd  mit  ihnen  parallelen.  In  Folge  dieser 
Theilungen  erscheint  bei  völliger  Ausbildung  des  Archegonium  die  Cen- 
tralzelle desselben  von  einer  oder  zweien  epitheliumähnlichen  Zell- 
schichten umgeben  (T.  XVII  f.  10—12). 

In  der  Centralzelle  bildete  sich  schon  auf  den  ersten  Entwicke- 
lungsstufen  des  Archegonium  eine  freie  Tochterzelle,  das  Keimbläs- 
chen. Sie  entsteht  um  einen  in  der  Scheitelwölbung  der  Zelle  auftre- 
tenden secundären  Kern  (T.XVII  f.  7,  8),  bisweilen  schon  zu  der  Zeit,  da 
die  Quertheilungen  der  den  Archegonienhals  bildenden  zwei  Zellen- 
paare eben  erst  beginnen  (T.  XVII  f.  7).  AUmälig  wächst  sie  heran ;  ver- 
drängt während  der  Ausbildung  des  Archegonium  mehr  und  mehr  den 
übrigen  Inhalt  der  Centralzelle ,  namentlich  den  bei  ihrer  Bildung  noch 
vorhandenen  zweiten  Kern  derselben.  Auch  dieser  ist,  wie  es  scheint, 
ein  secundärer  Kern;  durch  abgeplattete  Form  und  mindere  Grösse 
(T.  XVII  f.  7,  8)  weicht  er  ab  vom  kugeligen  primären  Kern  der  Central- 
zelle (T.  XVII  f.  9).  Bei  dem  Aufbrechen  des  Archegonium  pflegt  etwas 
körniger  Schleim,  der  letzte  Rest  des^  nicht  in  Bildung  des  Keimbläs- 
chens eingegangenen  Inhalts  der  Centralzelle,  der  Aussenwand  der 
freien  sphärischen  Zelte  anzulagern  (T.  XVII  f.  11). 

Jetzt  treten  die  vier,  den  Halstheil  des  Archegonium  bildenden 
Längsreihen  von  Zellen  an  ihren  BerUhrungskanten  aus  dem  Zusammen* 


f)  Vergleichende  Untersuchungen,  S.  18,  38. 
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hange.  Es  bildet  sich  ein  auf  die  Cenlralzelle  .zuführender ,  die  Längs- 
achse des  cylindrischen  Halses  durchziehender  offener  Kanal,  der  Ein- 
führungsgang des  Archegonium.  Die  vier  langgestreckten  Zellen  seiner 
Mündung  biegen  sich  halbkreisförmig  zurück.  Dadurch  erhält  das  Arche- 
gohium  eine  sehr  abeutjßuerliche  Gestalt ;  es  gleicht  einem  vierarmigen 
Wurfanker  (T.  XVII  f.  H ,  1 2).  Die  bogigen  Müodungszellen  enthalten  beim 
Auseinandertreten  keine  festen  Stoffe  mehr;  die  wenigen  Chlorophyllbläs- 
chen-sowohl  als  der  Zellenkerri  sind  verschwunden.  In  gleicher  Weise 
verhalten  sich  die  vier  sie  tragenden  Zellen.  Der  freie  Hals  des  Arche- 
gonium ist  glasartig  durchsichtig. 

Die  Archegonien  der  Equisetaceen  weichen  in  ihrem  Baue  weit 
weniger  von  den  gleichen  Organen  der  Farrnkräuter  ab,  als  ihre  Anthe^ 
ridien.  Sie  stimmen  namentlich  in  allen  wesentlichen  Zügen  überein  mit 
denjenigen  Archegonien  der  Polypodiaceen,  deren  Halstheil  aus  nur  vier 
Längsreihen  von  Zellen  besteht.  ^)  Man  darf  es  aussprechen ,  dass  die 
Equisetaceen  durch  die  DiOcie  ihrer-  Prothallien ,  wie  durch  die  aus- 
nahmslose Aehnlichkeit  des  Baues  ihrer  Archegonien  mit  denen  der 
Rhizocarpeen,  namentlich'  der  Pilularia ,  den  Uebergang  von  den  Farm 
zu  den  Rhizocarpeen-  vermitteln. 

Männliche  und  weibliche  Prothallien  wachsen  in  nächster  Nachbar- 
schaft, oft  mit  ihren  Sprossungen  sich  verflechtend.  Der  Weg  zu  den 
Archegonien,  den  nicht  nur  jeder  Regen,  sondern  schon  jeder  starke 
Thau  den  Samenfäden  bahnt,  wird  ihnen  noch  dadurch  erleichtert ,  dass 
beim  freiwilligen  Aufbrechen  überreifer  Antheridien*)  die  eingeschlos- 
senen noch  in  ihren  Mutterzellchen  enthaltenen  Samenfaden  mit  nicht 
unbeträchtlicher  Gewalt,  mehrere  Linien  weit  spritzend,  hervorgetrieben 
werden.  —  Im  Einführungskanale  eines  vor  Kurzem  befruchteten  Arche- 
gonium fand  ich  schleimige  Massen ,  abgestorbenen  Samenfäden  völlig 
ähnlich  (T.  XVH  f.  13). 

Die  erste  Veränderung,  welche  am  befruchteten  Archegonium  sicht- 
bar wird,  ist  die  weitere  Vermehrung  der  Zellen  des  die  Cenlralzelle 
umgebenden  Gewebes.  Es  theilen  sich  diese  wiederholt  durch  Längs- 
und Querwände;  besonders   lebhaft  die  Zellen  der  epitheliumartigen 


4)  Vergleichende  Untersuchungen,  S.  81. 

2)  fiei  dem  allein  das  von  Thurct  abgebildete  zierliche  Krönchen  {Ann.  d.  sc, 
nat.  m  S.  T.  XVI.  t.  16.  f.  i)  sich  bildet. 
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Schicht,  welche  der  C^ntralzelie  zunächst  angränzt.  Unmittelbar  nach 
der  Befruchtung  schliesst  sich  vollständig  das  untere  Ende  des  Einfüh- 
rungsganges durch  horizontale  Dehnung  der  Zellen  seiner  Wände  (T.  XVII 
f.  1 3).  Das  befruchtete  Keimbläschen  hat  unterdessen  an  Grösse  etwas 
zugenommen.  Sein  Kern  ist  verschwunden;  eine  Schicht  feinkörnigen 
Protoplasma's  überzieht  seine  Innenwand  (T.XVII  f.  13).  Jetzt  erst,  nach 
der  Obliteration  des  unteren  Endes  des  Einfuhrungsganges ,  beginnt  die 
Reihenfolge  von  Theilungen  des  Keimbläschens,  durch  welche  der  Embryo 
angelegt  wird. 

Das  Keimbläschen  theilt  sich  zunächst  durch  eine  gegen  die  Längs- 
achse des  Archegonium  geneigte  Wand.  Beide  Theilhälften  werden  so- 
fort aufs  Neue  durch  Querwände  getheilt,  welche  rechtwinklig  zu  den 
eben  gebildeten  stehen.  Bald  schreitet  die  obere,  bald  die  untere  der 
zwei  ersten  Zellen  des  rudimentären  Embryo  ihrer  Schwester  in  dieser 
Theilung  voraus  (T.XVII  f.  14). 

Jetzt  oder  wenig  später  schrumpfen  die  zurück  gekrümmten  Zellen 
der  Ärchegonienmündung  zusammen  und  fallen  ab.  Auch  die  sie  tra- 
genden vier  gestreckten  Zellen  des  Archegonienhalses  enden  ihre  Le- 
bensthätigkeit.  Soweit  ihre  Wände  den  Einführuogsgang  des  Archego- 
nium bilden,  förben  sie  sich  tiefbraun. 

Die  Zahl  der  Archegonien  eines  kräftig  entwickelten  Prothallium 
beträgt  20  bis  30 ;  sie  übertrifft  somit  die  der  Antheridien  selbst  der 
gross  ten  männlichen  Prothallien.  In  der  Regel  wird  mehr  als  ein  Arche- 
gonium befruchtet;  ich  zählte  bis  zu  sieben  Embryonen  in  einem  und 
demselben  Prothallium.  Bei  unbefruchtet  gebliebenen  Archegonien  er- 
streckt sich  die  braune  Färbung  auf  die  Wände  des  ganzen,  offen  bleiben- 
den Einfuhrungsganges  und  auf  die  Centralzelle  samml  Inhalt  (T.  XIX  f.  1 ). 

Durch  eine  Reihenfolge  je  in  der  Endzelle  sich  wiederholender 
Theilungen,  welche  in  der  dreiseitigen  Zelle  anhebt,  die  das  unlere  Ende 
des  Embryo-Rudiments  einnimmt,  wird  die  erste,  unentwickelt  bleibende 
Achse  des  Embryo  angelegt  (T.  XVII  f.  14—18;  T,  XVIII  f,  1—3).  Die 
Zellen  zweiten  Grades  derselben  theilen  fürs  Erste  sich  nur  durch  auf 
den  freien  Aussenflächen  senkrechte  Längs-  und  Querwandungen  (T.XVII 
f.  19) ;  spät  erst  treten  diesen  Flächen  parallele  Wände  auf,  innere  Zel- 
len bildend.  —  Eine  ähnlichen  Regeln  folgende  Zellenvermehrung  be- 
ginnt  in  der  einen  seitlichen  Zelle  des  vierzelligen  Embryo-Rudiments. 
Die  Linien ,  in  welchen  die  ersten  der  in  ihr  auftretenden  Theilungs- 


Beiträge  zur  Kenntni^s  der  Gefasskryptogauen.  175 

wände  sioh  schneiden ,  sind  parallel  der  Längsachse  des  Archegonium 
(T.  XVII  f.  1 6  — 18).  Es  wird  dadurch  eine  seitliche  Sprossung  des 
EmbryokOgelchens  gebildet:  die  zweite  Achse  der  Keimpflanze,  ihr 
erster  blätterbringender  Spross.  Durch  das  betrachtliche  Wachslhum 
in  die  Dicke  der  primären  Achse  unterhalb  der  Ursprungsstelle  der  se- 
cundären,  noch  mehr  durch  die  Aufwärtskrttmmung  der  Letzteren  wäh- 
rend ihrer  Entwickelung  wird  die  Anlage  des  secundären  Sprosses  bin- 
nen Kurzem  nahezu  auf  den  Scheitel  der  kugeligen  Zellenmasse  gerückt, 
als  welche  der  Embryo  jetzt  erscheint ;  in  geringe  Entfernung  von  der 
Stelle,  an  welcher  das  (jetzt  völlig  obliterirle)  untere  Ende  des  Einfüh- 
rungsganges des  Archegonium  mündete  (T.  XVIII  f.  5,  6). 

Bis  jetzt  lässt  sich  die  Embryoanlage  ohne  grosse  Schwierigkeit 
frei  präpariren.  Von  nun  an  aber  treten  die  Zellen  der  Oberfläche  ihrer 
primären  Achse  in  immer  innigeren  Zusammenhang  mit  den  benachbar- 
ten Zellen  des  Prothallium ,  während  diese  —  zum  Theil  noch  immer  in 
Vermehrung  begriflen  —  von  der  an  Grösse  rasch  zunehmenden  neuen 
Pflanze  mehr  und  mehr  zusammeqgedrückt,  endlich  resorbirt  werden. 

Das  Ende  der  secundären  Achse  des  Embryo  gleicht  schon  frühe 
in  Gestalt,  wie  in  der  Art  der  Vermehrung  seiner  Zellen  vollkommen 
der  Endknospe  des  Sprosses  einer  entwickelten  Schafthalmpflanze.  An 
dem  spitz-kegelförmigen  Wärzchen  von  Zellgewebe  lässt  sich  die  ver- 
haltnissmässig  grosse  Scheitelzelle,  wie  die  leiterartig  ineinander  grei- 
fende Anordnung  der  Zellen  zweiten  Grades  deutlich  unterscheiden  (T. 
XVIII  f.  5).  Wenn  die  Knospe  diese  Form  angenominen  hat,  bildet  sie 
sofort  ihr  erstes  Blatt :  gleich  denen  der  ausgebildeten  Pflanze  eine  ge- 
schlossene gleichhohe Bingscheide  (a  der  fig.  5  der  T.  XVIH),  deren  Band, 
durch  anfangs  gleichzeitige  Theilung  seiner  Zellen  mittelst  wechselnd 
nach  innen  und  aussen  geneigter  Wände  aufwärts  sich  verlängernd, 
nach  einiger  Zeit  in  drei  zuerst  stumpfe,  bald  spitzer  werdende  Lappen 
auswächst  (T.  XVIII  f.  6). 

Gleichzeitig  mit  diesen  drei  Spitzen  des  Bandes  des  ersten  Scheiden- 
blatts wird  die  erste  Adventivwurzel  der  Keimpflanze  sichtbar.  Aus  der 
Vermehrung  einer  Zelle  des  inneren  Gewebes  der  primären  Achse  entstan- 
den ,  zeigt  sie  si([;h  zuerst  als  kleiner ,  halbkugeliger  Höcker  au  der  dem 
secundären  beblätterten  Sprosse  abgewendeten  Seite  des  Embryo  (T. 
XVIII  f.  6).  Die  Wurzel,  durch  Vermehrung  einer  Zelle  des  Inneren  ihrer 
Spitze ,  in  gleicher.  Weise  wie  die  Wurzel  der  entwickelten  Pflanze  in 
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die  Länge  wachsend,*)  bohrt  senkrecht  abwärts  in  das  Gewebe  des  Pro- 
thallium (T.  XIX  f.  2;  T.  XVIII  f.  7) ,  durchbricht  endlich  dasselbe  und  dringt 
rasch. zieuiHch  tief  in  den  Boden.  Wenig  später  bricht  auch  der  aufwärts 
wachsende  Laubspross  aus  dem  Prothallium  hervor.  Er  bildet  eine  massige 
Anzahl,  zehn  bis  fünfzehn,  gestreckter  Intemodien.  Alle  seine  Scheiden- 
blätter sind  dreizähnig;  dies  gilt  von  allen  untersuchten  Arten,  vonEqui- 
setum  arvense.  wie  von  E.  pratense  und  variegatum. 

.    Nach  dem  Hervortreten  von  Wurzel  und  L^bspross  aus  dem  Pro- 

« 

thalUum  bilden  sich  im.  Inneren  beider  Organe  die  Gefössbündel :  im 
Stengel  drei  in  .engem  Kreise  stehende;  in  dör  Wurzel  ein  einziges 
axiles  (T.  XIX  f.  5).  Im  ersten  Knoten  der  Keimpflanze,  da  wo  der  ersla 
Laubspross  und  die  erste  Adventivwurzel  von  der  primären  Achse  sich 
abzweigen,  wandeln  sämmtliche  Zellen  der  Region,  in  denen  die  Gefäss- 
bündel  beider  sich  vereinigen,  zu  kurzen  Ring- und  Spiralfaserzellen  sich 
um,  eine  geschlossene  Holzmasse  ohne  Mark  bildend  (T.  XIX  f.  3).  Pie 
primäre  Achse  des  Embryo,  bei  den  Equisetaceen  von  weit  beschränkterer 
Entwickelung  als  bei  Farm  und  Rhizocarpeen,  jetzt  seitlich  an  der  Keim- 
pflanze stehend,  bleibt  gefässlos.  Ihre  Zellen ,  in  denen  nun  viel  Chloro- 
phyll auftritt,  strecken  sich  aufwärts. 

Hat  der  erste 'beblätterte  Stengel  einen  gewissen  Grad  der  Ent- 
wickelung erreicht,  so  entsteht  im  Innern  seines  Rindengewebes  eine 
Adventivknospe  aus  Vermehrung  einer  Cambialzelle  seiner  Basis,  auf 
der  Höhe  der  soliden  Holzmasse  des  ersten  Knotens.  Diese  Knospe 
steht  an  der  Seite  des  Laubsprosses,  welche  der  primären  Achse  der 
Keimpflanze  abgewendet  ist,  unter  der  Einsenkung  zwischen- zweien 
Lappen  der  ersten  Scheide  (T. XIX  f.  3).  In  dieser  ihrerStellung  wie  in 
der  Art  ihrer  Entwickelung  entspricht  sie  vollständig  den  Adveötiv- 
knospen,  durch  welche  olle,  und  jede  Verzweigung  der  entwickelten 
Schafthalmpflanze  erfolgt. ')  Rasch; und  stark  heranwachsend,  gelangt 
sie  nach  Durchbrechen  der  Rinde  ihres  Muttersprosses  bald  ins  Freie. 
Von  der  ersten  beblätterten  Achse  unterscheidet  sie  sich  durch  vier- 
zähnige  Bla'ttscheiden /  und  beini  Hervortreten  durch  blässgelbe,  .elfen- 
beinähnliche Farbe.  Der  neue  Sprössling,  von  w«it  kräftigerer  Entwicke- 
lung als  der  erste  Spross,  ist  das  zweite  Glied  in  der  Reihe  von  Erstar- 


4)  Vergleichende  Untersuchungen,  S.  96. 
i)  Vergleichende  Untersuchungen,  S.  94. 
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kungsgeneratiouen  (aus  Adventivknospen  der  untersten  Scheiden  hervor- 
gehender Sprossen),  mittelst  welcher  aus  dem  schmächtigen  ersten 
Stengel  mit  dreizähnigeu  Blättern  die  kräftigen  Schossen  mit  vielzähnigen 
Scheiden  und  reicher  Beästung  hervorgehen ,  deren  grundständige  Ad- 
ventivknospen  endlich  zu  fruchttragenden  Stengeln  sich  ausbilden. 

Bisweilen  schon  die  dritte,  und  wenn  nicht  diese ,  eine  oder  meh- 
rere der  folgenden  (das  Perenniren  der  keimenden  Pfliinze  vermitteln- 
den) Haupt -Adventivknospen  wendet  sich  in  ihrer  Entwickelung  seit- 
wärts ,  bisweilen  steil  abwärts,  dringt  in  den  Boden  und  bildet  so  das 
erste  der  unterirdisch  verlaufenden  horizontalen  Rhizome  des  Schaft- 
halms.  Die  Scheidenblätter  auch  dieser  ^unterirdischen,  reichlich  Adven- 
tivwurzeln treibenden  Achse  sind  vierzähnig.  Die  Sprossen  aber,  die  aus 
den  Basen  ihrer  Scheiden  hervorbrechen ,  theils  nach  oben  ans  Licht 
tretend,  theils  senkrecht  abwärts  zu  grosser  Tiefe  in  die  Erde  bohrend, 
sind  bedeutend  stärker  als  alle  früheren  und  tragen  fünfzähnige  Scheiden. 

In  den  Basen  auch  der  oberen  Scheidenblätter  der  ersten  Sprossen 
der  Keimpflanze  entstehen  Advenlivknospen ,  von  denen  bei  Equisetum 
arvense  nur  selten  und  unregelmässig  eine  bis  zwei  die  Rinde  des  Mut- 
tersprosses durchbrechen  und  zu  Laubzweigen  eng  begrenzter  Längs- 
entwickelung  sich  ausbilden.  Die  Armuth  der  an  der  ersten  Achse  kaum 
je  dreigliedrigen,  an  den  nächstfolgenden  höchstens  vierzähligen  Zweig- 
quirle steht  in  auffallendem  Gegensatze  zur  reichen  Beästung  der  vegeta- 
tiven Sprossen  alter  Individuen.  Zweigleinbildung  ist  an  jenen  Zweigen 
ein  seltener  Ausnahmefall. 

Die  Entwickelung  der  Keimpflanze  geht  unter  günstigen  Verhält- 
nissen  sehr  rasch  und  üppig  vor  sich.  In  der  ersten  Woche  des  Juni 
aus  dem  Prothallium  hervorgebrochene  Keimpflanzen  des  Eq.  arvense 
bildeten  bis  Anfang  Augusts  sieben  Sprossgenerationen ,  die  letzte  be- 
reits fusshoch  und  von  1  V;^"'  Durchmesser ,  aber  noch  mit  vierzähnigen 
Scheiden.  Die  starken  Seitensprossen  unterirdischer  Rhizome  wurden 
gegen  Ende  August  sichtbar. 


4»* 
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ERKLÄRUNG  DER  ARBILDUNGEN. 

(Alle  Figuren  beziehen  sicli  auf  die  Keimung  des  Equisetum  arvense.) 


TAFEL  XVn. 


i.  Samenfaden,  darch  Zusatz  sehr  verdünnter  wässeriger  Jodlösung  zum  Erlahmen 
der  Bewegungen  gebracht.  Die  starr  gewordenen  Wimpern  sind  bereits  sichtbar, 
während  die  Schwanzflosse  durch  ihre  ündulationen  sich  noch  der  Beobachtung 
entzieht.  Vgr.  400,  wie  auch  der  folgenden  fünf  Figuren. 

2.  Samenfaden  nach  völliger  TÖdtung  durch  das  gleiche  Reagens.  Sein  Hinterende, 
bereits  etwas  aufgequollen,  hat  eine  solche  Lage,  dass  die  Flosse  nur  wenig  sicht- 
bar ist.  Es  schliesst  ein  Kügelchen  das  Licht  stärker  brechender  Substanz  ein. 
Ein  seltener  Fall. 

3.  Samenfaden,  der  dem  freiwilligen  Ende  seiner  Bewegungen  nahe  ist.  Er  dreht  sich 
noch  langsam  um  die  eigene  Achse,  mit  dem  Yorderende  nach  unten  gerichtet. 

4  —  6.  Samenfäden,  durch  weingeistige  Jodtinctur  getödtet.  Sie  sind  weit  stärker  zu- 
sammengezogen ,  als  solche,  die  ihre  Bewegungen  freiwillig  oder  bei  Zusatz  von 
sehr  wenig  Jod  zum  Wasser  allmälig  endeten.  Wie  aus  dem  Vergleich  der  bei 
gleicher  Yergrösserung  gezeichneten  Figuren  3  und  6  hervorgeht,  unterliegt  die 
Grösse  der  Samenfäden  beti^chtlichen  Schwankungen. 

7.  Rudiment  eines  Archegonium  im  Längsdurchschnitt.  Vgr.  300. 

8.  9.  Weiter  entwickelte  Archegonien,  längsdurchschnitten.  Fig.  8  SOOfach,  f.  9 
SOOfach  vergrössert. 

10.  Archegonium  im  Längsdurchschnitt,  kurz  vor,  f.  H  unmittelbar  nach  dem  Auf- 
brechen. Ygr.  300. 

12.  Perspectivische  Ansicht  eines  vor  Kurzem  aufgebrochenen  Archegonium ,  mittelst 
zweier  paralleler  LSngsdurchschnitte  das  Prothallium  freigelegt.  Ygr.  300. 

4  3.  Längsdurchschnitt  eines  eben  befruchteten  Archegonium.  Ygr.  200. 

\i  — 18.  Frei  präparirte  Embryonen  verschiedener  EntWickelung.  Ygr.  800.     , 

19.  Zufällig  erlangter  Querdurchschnitt  eines  rudimentären  Embryo.  Ygr.  SOG. 

TAFEL  XYin. 

I.  8.  3.  Längsdurchschnitte  befruchteter  Archegonien  mit  dem  in  der  Gentralzelle 
enthaltenen  Rudimente  des  Embryo;  f.  1  300fach,  f.  8.  3  SOOfach  vergr.  Bei  f.  8 
sind  die  Mündungszellen  des  Archegonium  bereits  abgefallen. 
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i.  LSngsdarchschnitt  eines  Lappens   eines  Prothallium,    auf   dem   zwei   befruchtete 

Archegonien  stehen.  Ygr.  SOO. 
i^.  Eine  der  Zellen ,  welche  die  Centralzelle  des  befruchteten  Archegonium  rechts  der 

vorigen  Figur  begrenzen ,  nach  dem  Herauspräpariren  des  Embryo  von  der  Fläche 

gesehen.  Ygr.  300. 
5.  6.  Embryonen  vorgerückter  Entwickelung ,  beide  von  vom  gesehen,  so  dass  die 

primäre  und  secundäre  Achse  beide  in  die  Gesichtslinie  fallen.  Ygr.  200. 
7.  Theil  eines  Prothallitim  mit  einer  Keimpflanze,  deren  Wurzel  und  erster  Laubspross 
das  Prothallium  vor  Kurzem  durchbrachen.  Ygr.  4  0. 

TAFEL  XIX. 

\ .  Ein  Lappen  eines  stark  entwickelten  Prothallium,  ISngsdurchschnitten.  Ausser  fehl-, 
geschlagenen  Archegonien  ist  ein  befruchtetes  mit  schon  weit  entwickeltem  Embryo 
vom  Schnitte  blosgelegt.  Ygr.  100. 

2.  Enü[>ryo,  der  im  Begriff  ist  das  Prothallium  zu  durchbrechen ,  durch  einen  Längs- 
schnitt durch  dasselbe  blosgelegt. 

3.  Längsdurchschnitt  des  unteren  Theils  einer  Keimpflanze,  ungefähr  von  der  Entr- 
wickelung  der  f.  7  der  vorhergehenden  Tafel.  Ygr.  100. 

i.  Endknospe  der  zweiten  Achse  einer  Keimpflanze,  von  oben  gesehen.  Ygr.  300. 
5.  Querdurchschnitt  der  ersten  Wurzel  einer  Keimpflanze.  Ygr.  300. 
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ENTWICKELÜNG  DES  PRODUCTS 


EINER 


POTENZ  DES  RADIUS  VECTORS 


MIT  DEM 


SINUS   ODER   COSINUS  EINES  VIELFACHEN  DER  WAHREN 

ANOMALIE  IN  REIHEN, 


DIE 


NACH  DEN  SINUSSEN  ODER  COSINUSSEN  DER  VIELFACHEN  DER  WAHREN, 
EXCENTRISCHEN  ODER  MITTLEREN  ANOBIAUE  FORTSCHREITEN. 


VON 


P.  A.  HANSEN. 


AbbandL  d.  K.  S.  Ges.  d.  WiBseBseb.  IV.  14 


JKs  zerföllt  diese  AbhandluDg  in  mehrere  Theile ,  die  mit  einander 
in  Verbindung  stehen.  Bezeichnet  man  den  Radius  Vector  der  Ellipse 
mit  r,  die  wahre,  excentriscbe  und  mittlere  Anomalie  bez.  mit  f,  e  und 
g,  so  werden  im  §  I  die  Producte  r^cosmf  und  r^sinmf  in  Reihen  ent- 
wickelt, die  nach  cos  t/*  und  bez.  sini/*  fortschreiten.  Im  §  II  wird  die 
Entwickelung  von  cosfif  und  sin fif  nach  cosie  und  sinie,  so  wie  die 
entgegengesetzte  Entwickelung  ausgeführt.  Im  §  III  die  Entwickelung 
von  r^cosmjfund  r"  sin  m/*  nach  cosw  und  sinif,  die  sowohl  durch  die 
Verbindung  des  Inhalts  der  beiden  vor.  §§,  wie  direct  erhalten  wird. 
Der  §  IV  giebt  die  Entwickelung  von  cos  ie  und  sin  ie  nach  cos  hg  und 
sin  hg,  so  wie  die  entgegengesetzte  Entwickelung.  Der  §  V  enthSilt  die 
Entwickelung  von  cos  fif  und  sin  fif  nach  cos  ig  und  sin  ig,  so  wie  die 
entgegengesetzte  Entwickelung ,  und  zwar  werden  diese  einestheils  ^ 
durch  den  Inhalt  der  vor.  §§,  und  anderntheils  unmittelbar  erhalten.  Im 
§  VI  endlich  entwickele  ich  r*  cos  mf  und  r"  sin  mf  nach  cos  ig  und  sin  ig, 
und  zwar  auch  einestheils  aus  dem  Inhalt  der  vor.  §§,  und  anderntheils 
unmittelbar. 

Bei  diesen  Entwickelungen  bediene  ich  mich  stets  der  zu  den  Ano- 
malieii  gehörigen  imaginären  Exponentialfunctionen,  wodurch  an  Ein- 
fachheit viel  gewonnen  wird,  und  neue  Formen  aufgefunden  werden, 
die  ohne  dieses  Httlfsmittel  schwer  zu  finden  sein  würden.  Da  ich  in 
dem  Bericht,  welcher  diese  Abhandlung  begleitet,  den  Inhalt  derselben 
ausführlicher  aus  einander  gesetzt  habe ,  so  erlaube  ich  mir ,  in  dieser 
Einleitung  darauf  hinzuweisen. 
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Entwickelung  der  Functionen  r" cos m/^ und  r'* sin mf  in  Reihen,  diö 
nach  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  von  y*  fortschreiten. 

Die  zar  wahrea  Anomalie  f  gehörige  imaginäre  Ex!ponentiaIfunction 
nenne  ich  x,  so  dass  also 

ist,  wenn  c  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet.  Nennt 

man  ausserdem  e  die  Excentricität  und  q  das  Verhältniss  des  Radius 

Vectors  zur  grossen  Halbachse,  und  setzt 

e  =  sinq),  /?=  tg4^ 

so  geht  die  Gleichung  .   .  / 

«  —  /   ^— g^    Y 

in  folgende  über 

(1)  ()»  =  (1-/S»)»cosV(1+/ya;)-«(H|)"" 

wo  der  Exponent  n  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  pieser  Aus- 
druck zeigt,  dass  man  d"  in  eine  convergirende,  nach  den  ganzen,  posi- 
tiven  und  negativen ,  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  entwickeln 
kann.  Wir  dürfen  also  setzen 

(2)  ()»  =  -Sl:vf  ^■. 
wo  i  stets  eine  ganze  Zahl  ist,  und  Both wendig 


v':] 


r; 


(«)• 


sein  muss,  weil  ()"  eine  reelle  Grösse  ist  *) 


2. 


M 


Wenn  die  Werthe  der  mit  F,-  bezeichneten  Coefficienten  ermittelt 
sind,  so  ist  es  leicht  die  in  der  Ueberschrift  angegebenen  Entwickelun- 
gen  herzustellen.  Aus  der  Gleichung  (2)  folgt  nemlich  sofort 

Da  nun  für  jeden  Werth  von  p 

af  =  cospf^^'^.  sinpf, 
und  wenn  man  mit  a  die  grosse  Halbach  sje,  und  mit  r  den  Radius  Vector 
bezeichnet,  r  =  oq  ist,  so  folgt  hieraus  leicht,  dass    ^ 


*)  Imaginäre  Exponenten  schllesse  ich  nemlich  durchgehends  aus. 
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fcosm/-=o-Vr  +  a-^r|vi:Udcost/- 
r"  sin  !»/•=  fl» ^r  I  v£.',— y^!,}  sin  if 

•  •  • 

•  3- 

Durch  den  binomischea  Satz  ergiebt  sich 

{i  +  ^)-»  =  1  —.-1^  +  ^^^fti/S««*  —  "•'•+Jg"+Var'  +  etc. ' 
uDd  hieraus  wegen  der.  Gleichungen  (1 )  und  (2) 

c =cos>(i-^-  (1 +^/s'+^q^>+-'^^t;;:y 'V+etc.j 

yi^=cos>(1~/S*)"{?^/S«+*^:i^;ti:^^ 

etc.  etc. 

welche  Reihen  für  jeden  Werth  von  /?  <  1  convergiren.  Für  n  =  i  fol- 
gen  hieraus  sofort  die  einfachen  Ausdrücke 

Vo^  .=  cos  9 V    V±\  =  —  /?  cos  9 ;     F±i  =  /S*  cos  y ,   etc.     (3) 

4. 

•    Der  obige  Ausdruck  (1)  für  p"  giebt  leicht  eine  linearische  Glei- 
chung zwischen  vier  VCoefficienten.  Es  folgt  nemlich  daraus,  und  weil 

cosy  =  q:Ji 
ist      •  .      • 

•   n«-l  —     ^'^     -L  ^  o^x    I  ^  n»  ^ 

Substituirt  man  hierin  für  p"  und  ()"~*  die  Ausdrücke 

und  vergleicht  die  mit  derselben  Potenz  von  x  multiplicirten  Glieder,  so 
ergiebt  sich  sogleich  • 

^\  -      =  ^STV  "^V    +  !<-/?•)  C08y  (  '^*-»  +   Vi  j  (*J 

vermittelst  welcher  man  alle  zur  Potenz  n — 1  gehörigen  FCoefficienten 
bekommen  kann ,  wenn  die  zur  Potenz  n  gehörigen  berechnet  worden 
sind.  Man  kann  aber  durch  Zuziehung  des  Differentials  von  (x  eine  Glei- 
chung zwischen  drei  yCoefScienten  finden,  welche  bessere  Dienste  lei^ 
stet.  Daö  Differential  lässt  sich  leicht  wie  folgt  stellen, 


r(«+t) 
1 
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und  ausserdem  giebt  die  Gleichung  (1)  die  folgeude 

•(.■=«(;-^v*''+«'^(^+i)p^' 

addirt  und  subtrahirt  man  diese,  so  erhält  man 

Die  Substitution  der  Werthe 

giebt  hiemit  ^ 

(5)  («+i)F.!-'  =.(J^)-I^"+"  +  in^(^^Vff' 

(6)  (,-i)  H"  =  «  (!±?)"T."+",  +  «» i^  (|±^  K 

deren  eine  auQh  aus  der  andern  folgt ,  wenn  man  —  i  statt  %  schreibt, 
und  auf  die  Gleichung 

Rücksicht  nimmt. 

Die  Gleichung  (5)  giebt 

die  wenn  n  positiv  ist  auf  sichere  Art  alle  F,"  durch  die  V,-  giebt, 
welches  bei  der  Gleichung  (4)  nicht  immer  der  Fall  ist.  Denn  die  bei- 
den  Glieder  rechter  Hand  haben  entgegengesetzte  Zeichen  und  Vi  ist 
von  der  Ordnung  /?,  wenn  also  ß  klein  ist,  so  sind  in  (4)  die  beiden 
bez.  mit  F,-"  und  F;l\  multiplicirten  Glieder  Grössen  einer  und  dersel- 
ben Ordnung,  die  von  einander  subtrahirt  werden  müssen.  Dieser  Uebel- 
stand  findet  in  (7)  nicht  statt.  Wenn  man  daher  für  eine  Reihe  ganzer 
und  positiver  Werthe  von  n  die  FCoefficienten  zu  berechnen  hat,  und 

m 

auf  irgend  eine  andere  Art  dieselben  für  den  grössteh  Werth  von  «, 
dessen  man  bedarf,  berechnet  hat ,  so  erhält '  man  durch  die  Gleichung 

(7)  diese  Coefficienten  für  alle  übrigen  Werthe  von  n  auf  sichere  Art. 

Eine  andere  Art  die  FCoefficienten  für  eine  Reihe  ganzer  und  po- 
sitiver Werthe  von  w  sicher  zu  berechnen ,  lässt  sich  aus  der,  Gleichung 
(6)  ableiten.  Setzt  man  in  diese  i+  \  statt  t,  so  lässt  sie  sich  in  folgende 
verwandeln 


»+!) 
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^■+1    —  \jji;^)  —iT^y^-i  —  qßiV»  (8) 

(1) 

Rechnet  man  die  V,     durch  die  Gleichungen  (3)  und  ausserdem  für 
jeden  ganzen  und  positiven  Werth  von  n  die  Y^^  auf  irgend  eine  andere 
Art,  so  kann  man  durch  (8)  alle  übrigen  YCoefficienten  sicher  berechnen. 
Aus  (6)  folgt  ausserdem 

und  aus  (1)  folgt  sogleich 

Diese  geben  in  Verbindung  mit  (9)  alle  VCoefficienten  für  eine  Reihe 
negativer  und  ganzer  Werthe  von  n  mit  Sicherheit. 


5. 

Wenn  e  und  n  beide  klein  sind,  so  kann  man  die  VCoefficienten 
leicht  durch  die  unendlichen  Reihen  des  Art.  3  berechnen ,  aber  wenn 
diese  Bedingungen,  oder  nur  eine  derselben,  nicht  erfüllt  sind,  so  wird 
diese  Art  der  Berechnung  beschwerlich,  weil  man  viele  Glieder  der 
Reihen  berechnen  muss.  Ich  werde  daher  jetzt  zeigen ,  wie  man  für 
einen  gegebenen  Werth  von  n  alle  diese  Coefficienteu  durch  Ketten- 
brache  berechnen  kann,  wenn  Y^    anderweitig  berechnet  worden  ist. 

Eliminirt  man  F,"  zwischen  den  Gleichungen  (6)  und  (6),  und 
schreibt  darauf  n  statt  n  +  1 ,  so  bekommt  man 

(«+i-1)/?Ft\  +  i{\+^Yr  —  (n— t-1)/?V;!;\  =  0  (40) 
welches  eine  Relation  zwischen  je  drei  auf  einander  folgenden ,  einem 
und  demselben  Werthe  des  Exponenten  n  zugehörigen ,  Y  CoefBcienten 
ist.  Aus  dieser  Gleichung  Hessen  sich  zwar,  wenn  Vq"  und  Yi  ander- 
weitig berechnet  worden  sind ,  alle  andern ,  demselben  Werthe  von  n 
zugehörigen  FCoefBcienten  berechnen,  allein  diese  Berechnung  führt 
auf  kleine  Differenzen  grosser  Zahlen ,  und  ist  daher  unsicher.  Die  Be- 
rechnung durch  Kettenbrüche ,  die  ich  jetzt  auseinander  setzen  werde, 
ist  von  diesem  Uebelstande  frei ,  ja  sie  besitzt  im  Gegentheil  die  Eigen- 
schaft, dass  ein  Fehler  in  dem  zuerst  anzuwendenden  Yerhältniss  von 
zwei  auf  einander  folgenden  FCoefficienten  in  die  übrigen  mehr  und 
mehr  verkleinert  übergeht  und  zuletzt  unmerklich  wird. 

Sei  nun,  von  e  =  1  angefangen,  für  alle  positiven  und  ganzen 
Werthe  von  i 
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^-) 


so  gebt  die  Gleichung  (1 0)  über  in 

0  =  {n+i—i)ß  +  i{i+ß^pi  —  {n—i—\)ßpip^i 
und  setzt  man  ferner 

so  verwandelt  sie  sich  in 

(12)  0  =  1— y,  —  Yi  y^i  ^i 

woraus 

I 

y»  4+Jl^lXi^l 

und  durch  fortgesetzte  Substitution  die  Kettenbrttcfae 

4  4 

4+a,-n  4+X>  etc. 

4-|-etc.  4+^4-1 

4-)- etc. 

entstehen.  Man  bekommt  also,  wie  man  sieht,  alle  /»  aus  einem  und 
demselben  Kettenbruche  durch  blose  Fortsetzung  der  Glieder  desselben 
bis  zu  dem,  welches  von  A2  abhängt.  Sind  hieraus  die  yi  berechnet,  und 
darauf  die  jpi  durch  (11),  so  wird 

und  da 

so  hat  man  alle ,  einem  und  demselben  Werthe  des  Exponenten  n  zu- 
kommenden y Coefficienten ,  wenn  auf  irgend  eine  andere  Art  Vq"*^  be- 
rechnet worden  ist. 

Der  obige  Ausdruck  für  Xi  giebt  zu  erkennen ,  dass  wenn  n  eine 
ganze  und  positive  Zahl  ist, 

wird,  es  ist  daher  in  diesem  Falle 

f ür  f  <  n —  1  besteht  also  der  Kettenbruch  aus  einer  endlichen  Zahl 
von  Gliedern ,  und  zwar  hat  man ,  um  die  y,-  von  y^  bis  yn—x  zu  bekom- 
men, überhaupt  nur  n — 2  Glieder  zu  berechnen.  Z.  B.  für  «  =  6  wird 
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Derselbe  Ausdruck  für  li  zeigt  ferner ,  dass  wenn  n  eine  ganze  und  ne- 
gative Zahl  ist, 

wenn  man,  wie  erlaubt  ist,  auch  in  diesem  Falle  i  stets  positiv  annimmt. 
Es  wird  daher  nun 

und  ftlr  i  <  ( — n)  besteht  der  Eettenbruch  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  GUedem ,  deren  Berechnung  sich  eben  so  gestaltet ,  wie  die  der 
eben  angefahrten,  und  ohne  Weiteres  sicher  ausgeführt  werden  kann. 
Für  grössere  Werthe  von  i  ist  die  Sache  anders ,  jenachdem  die  ganze 
Zahl  n  positiv  oder  negativ  ist.  Wenn  sie  negativ  ist,  wird 

F(««)^i  =  0 
und  deshalb  brechen  in  diesem  Falle  die  FCoeflScienten  bei  V±n  ab. 
Ist  hingegen  n  ganz  und  positiv ,  so  kann  Fi  nie  Null  werden ,  und  die 
FCoefficienten  gehen  ins  Unendliche  fort;  wenn  nun  zugleich 

i  >  n — 1 

ist,  so  geht  auch  der  Eettenbruch  ins  Unendliche  fort  und  die  Anzahl 
der  Glieder  desselben,  die  überhaupt  berechnet  werden  müssen,  um 
eine  gewünschte  Genauigl^eit  zu  erhalten ,  hängt  von  der  Beschaffenheit 
der  Grenze  ab ,  nach  welcher  die  /,•  für  ein  stets  wachsendes  i  hin- 
streben. 

Macht  man  i  =  oo  in  dem  Ausdruck  für  A,-,  so  wird 

Aoo  =  —  i  sin  ^(p 
und  die  Gleichung  (4  2)  geht  über  in 

0  =  4  — 4y^  +sinVyL 
woraus 

r^  =sec*4<p=  1  +  /?* 
folgt.  Die  GUeder  des  Eettenbruches  convergiren  also  nicht  gegen  die 
Null,  sondern  gegen  die  endliche  Grösse  — sin ^4^.  Wenn  y  klein  ist, 
so  erwächst  hieraus  kein  sonderlicher  Uebelstand;  wenn  dieses  aber 
nicht  der  Fall  ist,  so  muss  man  um  für  den  grOssten  Werth  von  i ,  des- 
sen man  bedarf,  yi  hinreichend  sicher  zu  erhalten ,  eine  grosse  Anzahl 
der  Glieder  des  Eettenbruches  berechnen ,  in  deren  letztem  man  den 
genäherten  Werth  sec^4^  für  das  betreffende  /,•  substituiren  muss. 

Man  kann  diesen  Uebelstand  vermeiden ,  indem  sich  für  /i  ein  an- 
derer Eettenbruch  entwickeln  lässt,  dessen  Glieder,  wenn  sie  nicht  etwa 
abbrechen,  stets  zur  Null  hin  convergiren.  Um  diesen  aus  dem  Vorher- 


n 
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gehenden  abzuleiten,   werde  ich  die  folgenden  allgemeinen  Betrach* 
tungen  voransenden. 

6. 
Es  sei  die  folgende  allgemeine  Gleichung  zwischen  qi  und  qi^i 
gegeben, 

(A)  g,(i+a.— 6.g.+i)  =  ^ 

die  man  in  einen  Eettenbruch  verwandeln  soll.  Man  setze 
wo  a,  einstweilen  unbestimmt  ist.  Hiemit  geht  (A)  über  in 

woraus  durch  Verschiebung  der  Indices 

4 

u.  s.  w.  entsteht.  Eliminirt  man  hiemit  g,-  und  g^^i  aus  (A),  und  setzt 
zugleich 

so  ergiebt  sich 

(B)  :  <  +  «t-^r^j  =  [\—ai^xri^)rij^x 

Setzt  man  femer 

eliminirt  damit  r,+i  und  n+j  aus  (B),  und  bestimmt  ßi  so,  dass 
wird,  so  erhält  man 

(C)  Bi^2  (1  +  Oi—  di8^.s)  =  < 

WO 

«■ 
ist.  Die  Gleichung  (C)  ist  aber  von  der  nemlichen  Form ,  wie  die  Glei- 
chung (A),  von  welcher  wir  ausgegangen  sind,  man  kann  also  diese  Sub- 
stitutionen ins  Unendliche  wiederholen ,  wodurch  der  folgende  Ketten- 
bruch entsteht, 

9»  =  Tii7 


^-ßi 


4-y^ 

1— ^, 


4  — ,elc. 

in  welchem 
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di  —  Ci  i=  ßi^x  —  a,- 


«M-i 


etc. 


.  7- 
Um  die  Substitutionen  Ae^  vor.  Art.  anzuwenden  bemerke  ich,  dass 
im  vorvor.  Art.  der  Grenzwerth  von  y,  gleich  1  +  /S*  gefunden  wurde. 
Man  kann  also  setzen 

WO  qi  eine  Grösse  ist ,  die  für  wachsende  %  die  Eins  zur  Grenze  hat. 
Substituirt  .man  diesen  Werth  von  y,-,  so  wie  den  des  vorvor.  Art.  filr 
Xi  in  die  Gleichung  (4  2),  so  kommt 

vergleicht  man  diese  mit.  (A),  so  wird 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Endformeln  des  vor.  Art.  giebt  im 
vorliegenden  Falle 

_  n{h-^n)  f&  .  o  _  {t+n)«+4~n)^ 

«• 7(i+4)  i^     .    '  ''« —    (^.<)(,-+2)   F 

y.-—    (i+a)(i+«)  f^'  ^«—        (i+8)lH.4)       P^ 

etc.  etc. 


und  es  wird 


sec  *|y 

1  —  Ot 


h  —  ß^ 


%    • 


«-n 


4— etc. 

*)  Es  ist  sichtbar ,  dass  wie  auch  n  und  ß  beschaffen  sein  mögen ,  die 
o«,  y„  etc.  für  wachsende  i  zur  Null  convergiren,  während  die  /?,,  d;,  etc. 
zu  /?  convergiren.  Je  grösser  •  ist,  desto  weniger  Glieder  dieses  Ket- 


*)  Ich  bemerke  hiezu,  dass  dieses  derselbe  Kettenbruch  ist,  den  man  aas  [t6] 
in  Gatus^  DUqvmUones  generales  drca  seriem  mfinUam  etc.  erhalten  haben  würde. 
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tenbruchs  brauchen  berechnet  zu  werden ,  um  eine  gegebeine  Genauig- 
keit zu  erhalten.  Für  i  =  <x>  wird  «,-  =  0,  etc.  also 


wie  vorher. 


=  sec  *^ 


Wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  bricht  der  Kettenbruch  für  jeden  Werth 
von  i  ab ,  und  besteht  also  stets  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Glie- 
dern. Es  ist  aus  den  obigen  Ausdrücken  sichtbar,  dass  wenn  n  positiv 
ist,  die  n**  der  Grössen  «,-,  y,-,  etc.  Null  ist,  und  dass  also,  i  mag  sein  wie 
es  will,  der  Kettenbruch  nie  aus  mehr  wie  2(« — 1)  Gliedern  besteht. 
Diese  Anzahl  ist  stets  vorhanden  wenn  t  >  n — 1  ist,  findet  aber  diese 
Ungleichheit  nicht  statt,  so  tvird  auch  eine  der  Grössen  /?,,  (J,,  etc.  gleich 
Null,  und  der  Kettenbruch  bricht  früher  ab.  Ist  i  =  n — 1,  so  wird 
schon  ßi  =  0  und.  der  Kettenbruch  besteht  nur  aus  Einem  Gliede ,  ist 
i  =  n — 2,  so  ist  d,  =  0,  und  er  besteht  aus  drei  Gliedern  u.  s.  w. 
Ueberhaupt  besteht  er  aus  höchstens  2n  — .3  Gliedern,  wenn  i  <  n  ist. 
Wenn  n  negativ  ist,  findet  ein  ähnliches  Verhalten  statt. 

Es  wird  sich  oft  ereignen,  dass  wegen  der  Kleinheit  :Von  ß  der 
Kettenbruch  so  stark  couvergirt,  dass  man  um  die  erforderliche  Ge- 
namgkeit  zu  erhalten  nur  eine  kleine  Anzahl  der  vorhandenen  GUeder 
zu  berechnen  braucht.  Da  man  nun  bei  Anwendung  des  obigen  Ketten- 
bruches für  jedes  e  alle  merklichen  Glieder  desselben  von-  neuem  be- 
rechnen  muss,  der  Kettenbruch  des  Art.  5  hingegen  für  jeden  hinzu- 
kommenden Werth  von  i  nur  die  Berechnung  Eines  Gliedes  verlangt,  so 
verfährt  mau  am  zweckmässigsten ,  wenn  man  nur  für  den  grössten 
Werth  von  t,  welcher  erforderlich  ist,  y,  aus  dem  Kettenbruche  dieses 
Artikels  rechnet ,  und  sich  für  die  übrigen  7.  des  im  Art.  5  abgeleiteten 
bedient. 


8. 

Um  durch  die  eben  entwickelten  Methoden  die  V±i  selbst  zu  be- 
kommen  bedarf  es  nur  noch  der  Berechnung  von  Vq"  ,  und  wenn  beides 
n  und  ß  klein  ist,  so  kann  diese  leicht  durch  die  unendliche  fieihe  des 
Art.  3  ausgeführt  werden.  Wenn  /?  klein  ist,  so  kann  man  sich  dieser 
Reihe  aucli  für  ziemlich  grosse  Werthe  von  n  bedienen,  während  sie 
für  sehr  grosse  Werthe  von  n  beschwerlich  wird ;  ist  ß  nicht  klein,  so 
wird  ihre  Anwendung  auch  fUr  kleine  Werthe  von'n  mühsam. 
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Die  Vi'  überhaupt  sind  hypergeometrische  Reihen  von  der  Gat- 
tung, ttber  welche  von  Euler,  Gauss  und  Kummer  so  vollständige  und 
schöne  Untersuchungen  vorliegen ;  und  man  weiss  dadurch ,  dass  jede 
derselben  sich  auf  mannigfaltige  Art  durch  andere  derselben  Gattung 
ausdrücken  lasst.  Da  in  allen  Reihen  dieser  Gattung,  die  hier  vorkom- 
men werden,  das  vierte  Element  ein  Quadrat  ist,  so  will  ich  sie  hier 
allgemein  mit  F  (a,  /?,  y,  z^  statt  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  F(as  /?,  y,  x) 
andeuten.  Es  ist  also 

F(a,/J.^z')  =  >l  +  ^z»  +  ^4±M^2«  +  etc.  (43) 

Die  Summe  dieser  Reihe ,  die  ich  auch  der  Einfachheit  wegen  blos  mit 
F  bezeichnen  werde,  lässt  sich  bekanntlich  auch  als  particuläres  Integral 
einer  linearischen  Differentialgleichung  zweite!*  Ordnung  ausdrücken; 
macht  man  in  dieser,  z  zur  unabhängigen  Veränderlichen ,  so  wird  sie 

■  «(f— 2*)g+{2y— 1— (2«+2/?+1)z'}|— 4«/?2F=()  (U) 

Man  kann  diese  direct  aus  der  vorstehenden  Reihe  ableiten ,  und  man 
kann  sie  auch  a  posteriori  dadurch  yerificiren ,  dass  man  die  Reibe  in 
sie  substituirt,  wodurch  ihr  Genüge  geleistet  wird.  Von  den  Yervyan- 
delungsformeln,  die  man  kennt,  will  ich  hier  nur  die  folgenden  anftthr^n, 

F{a,ß,r,^  =  {\—^~'F{a,Y-ß,Y,^)        \  (45) 

F{a,ß,r,z^  =  (1_2»)-''F(y-«./?,y,^) 

F{a,ß,r,z')  = 

^ iS*(«-J') F  (a  — /+ 1 , /?— y  + 1 .  2  — y,  z»)  +  ÄF(te, /?, « + /?— y+ 4 , 1 — 2*) 

wo  A  —  n{y-i)n{a-rin(ß-y) 

**"   .  .      ^ /r(1—y)fl(a-1)il (/?-<) 


B 


n[a-r)n{fi—r) 


und  Oberhaupt  77  (p)  die  Gaussische  //Function  bedeutet.  Kummer  be- 
zeichnet die  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  besonders  als  Funda- 
mentalgleichungen  für  die  Yerwandelung  der  FFunctionen ,  indem  sich 
aus  diesen  alle  übrigen  ableiten  lassen ,  in  welchen  alle  vier  Elemente 
von  ^nander  als  unabhängig  betrachtet  werden. 

9. 
Vergleicht  man  die  allgemeine  Reihe  (13)  mit.  den  Ausdrücken^ für 
V-*^  des  Art.  3,  so  findet  man  leicht  dass 
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(16)  fS=(— irB_„,,/ycos>(1— /S^"F(n/n+i;t+1,^^) 
wo  zur  Abkürzung 

i>                n.n+ 4....n  +  i  —  i 
*-«.•  = 4'.l...t    ' 

gesetzt  ist,  also  ( — 1)*ß««,»  den  t***  Binominalcoefficienten  der  Potenz 
— n  bedeutet.  Es  ist  hier  immer  i  eine  ganze  positive  Zahl,  n  kann  aber 
jede  beliebige  Zahl  sein.  Dieser  Ausdruck  der  TCoefficienten  wird  nur 
dann  ein  endlicher,  wenn  n  eine  ganze  negative  Zahl  ist,  durch  Anwen- 
dung der  ersten  Yerwandelungsformel  (1 5)  kann  man  ihn  aber  in  einen 
andern  umformen,  welcher  ein  endlicher  Ausdruck  wird ,  wenn  n  eine 
ganze  positive  Zahl  ist.  Die  Substitution  dieser  Relation  giebt  sofort 

(17)  yS==  (—1)'Ä-n,.-/?'cos>(1— /?)-"+' F(i+1—n,1—»,t+^ 
welches  augenscheinlich  eine  endliche  Function  ist ,  wenn  für  n  irgend 
eine  ganze  und  positive  Zahl  substituirt  wird.   Schreiben  wir  für  t  =  0 
die  ersten  Glieder  hin : 

Wenn  n  klein  ist,  kann  man  aus  diesem  Ausdruck  Fo"^  für  jeden  Werth 
von  ß  mit  Leichtigkeit  berechnen.  Die  Anwendung  der  obigen  zweiten 
und  dritten  Verwandelungsformeln  würde  andere  Ausdrücke  der  FCoef- 
ficienten  geben,  die  ich  aber  hier  nicht  anführen  will ,  da  sie  sich  jeder 
leicht  hinschreiben  kann. 

Aus  den  beiden  eben  entwickelten  Ausdrücken  für  Y±i  kann  man 
eine  nützliche  Relation  ableiten.  Setzt  man  — n  Alrn  in  (16),  so  entsteht 

y!tT  =  fi,,,/ycos-V(1— /?')-" F(-n,i—n,  i+1,  /f) 
setzt  man  hingegen  n+A  fürn  in  (17),  so  kommt 

y^\+*^  =  (-1)'\ß.(„^),,^-cos«+V(1-/S^""F(i-n,-n, 
in  welchen  die  FFunctionen  einander  gleich  sind,  da  man  das  erste  und 
zweite  Element  einer  jeden  derselben  mit  einander  verwechseln  darf. 
Diese  beiden  Gleichungen  geben 

(A  o\  v^r  "^ f 4  V  n.n--r..n~t  +  <        ±' 

welche  die  FCoefficienten  für  ein  negatives  n  aus  denen  für  ein  posi- 
tives, und  umgekehrt  zum  Theil,  giebt. 

10. 
Durch  angemessene  Veränderung  des  vierten  Elements  der  FFunc- 
tionen kann  man  naipentlich  in  den  Fällen  wo ,  wie  hier ,  von  den  drei 
ersten  Elementen  nur  zwei  von  einander  unabhängig  sind ,  Relationen 
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findeD,  "*)  die  in  den  oben  angeführten,  allgemeinen  nicht  enthalten  sind. 
Die  zwei  wichtigsten  dieser  will  ich  hier  für  den  vorliegenden  Fall  ent- 
wickeln. Sei 

dann  giebt  die  allgemeine  Differentialgleichung  (1 4)  leicht 
ßi^-^}lp-  +  {2»+1-(4n+2t+i)/S«}^  -  in{n^i)ßF,  =  0     (19) 
Setzt  man  hinein  ^  * 

so  geht  sie  über  in 

+ {2i+1  -  MgfH'O /S«+(2»-i) /S«}  (H/S*)  f  -  4  (n+i)  (n+H-1  )/J(4  — /S«)  F, = 0 
Macht  man  in  dieser  e  durch  die  Gleichung 

zur  unabhängigen  Veränderlichen,  so  wird 

e(1— c*)^  +  {2i+1-2(n+»+<)c«}g— («+t)(n+»+1)eF,  =  0 
Die  Yergleichung  dieser  mit  (1 4)  zeigt,  dass  ihr  durch 

Genüge  geleistet  wird ,  wo  c  eine  willkührliche  Gonstante  ist.  Zur  Be- 
stimmung dieser  dient  der  specielle  Fall  c  =  0,  welcher  ß=0  bedingt, 
und  da  in  diesem  Falle  die  FFunctionen  =  1  werden ,  so  findet  man 
c  =  1.  Substituirt  man  die  vorstehenden  Relationen  in  (16)  und  nimmt 
auf  die  Gleichungen 

e  =  Bmq),   ß=tg^(p,   jt:^  =  oosg),   q:^  =  cos  *^ 
Rücksicht,  so  wird 

r±l=  (_4).fi_^,!l5jVcos>F(i±^,  ^.  »+1,  sin  V) 
Dieser  Ausdruck  ist  für  jeden  Werth  von  sin  9)  <  1  eine  convergirende 
Reihe,  für  ganze  und  negative  Werthe  von  n  gehen  endliche  Ausdrücke 
daraus  hervor.   Transformirt  man  die  FFunction  durch  die  erste  Ver- 
wandelungsfonnel  (4  5),  so  kommt 

y!tn=  (-1)'Ä_„.?^cos9F(l±^,  '-+^,  i+i,  sinV)  (20) 
welche  innerhalb  derselben  Grenzen  wie  die  vorhergehende  conver- 
girende Reihen  giebt,  die  sich  in  endliche  Ausdrücke  verwandeln, 
wenn  n  eine  ganze  und  positive  Zahl  und  grösser  wie  i  ist.  Für  t  =  0 
entstehen  hieraus  die  beiden  Ausdrücke 


*)  S.  Kummers  Abhandlung.  Crelle's  Journal  B.  k  5. 
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yr  ==  C0S9)  jl  +  5=^^ sinV  +  ^V"7';V;r^  s»'^ V  +  etc. j 

Diese  Ausdrücke  der  yCoefficienten  bilden  die  eine  der  oben  angekün- 
digten Relationen,  um  die  andere  zu  erhalten  setzen  wir 

F,  =  F,(1+/S)-''"+''' 
in  die  Gleichung*^4),  die  dadurch  in  folgende  übergeht, 

+  {2i+1-4(»+»)/?+(2t— 1)/S«}(1+/S)^-2(2i+1)(«+t)(1-/?)F,=0 
Macht  man  hierin  ij  durch  die  Gleichung 

zur  unabhängigen  Vei^derlichen,  so  ergiebt  sich 

Vi^-V")!^  +  {«+<-(2»+«+%'}i^  -  2(2i+1)(n+i),F,  =  0 
welcher  durch 

Genüge  geleistet  wird,  und  wo  eben  so  wie  oben  c  =  1  gefunden  wird. 

Setzt  man  nun 

ij  =  siujp 

so  giebt  die  obige  Gleichung  zwischen  ij  und  ß 

co8i)  =  |^=tg(45»— Hp) 

und  die  Gleichung  (1 6)  geht  über  in 

y^-:.=  (_i)»\B_,,,cos>  cos-p^F(ii+i,  ?^,  2i+4,  sin^) 

welche  für  sinp  <  1  stets  eine  convergirende  Reihe  ist,  und  einen  end- 
lichen Ausdruck  giebt  wenn  n+i  eine  ganze  und  negative  Zahl  ist.  Durch 
Anwendung  der  ersten  Gleichung  (1 5)  verwandelt  sie  sich  in 

die  unter  denselben  Bedingungen  wie  die  vorstehende  convergirt ,  und 
in  einen  endlichen  Ausdruck  übergeht  wenn  n — i  eine  ganze  und  posi- 
tive Zahl  ist.  Für  i  =  0  ergeben  sich  daraus 

y^"^  =  cos>cos-p  jl+^sin^p  +l'^Bin*p  +  ^j^-^VT  sin  ^j>  + etc.j 

Es  lassen  sich  noch  viele  andere  Yerwandelungen  hier  hinzufügen,  die 
ich  aber  übergehen  werde,  da  sie  hier  keine  sonderlichen  Yortheile  dar- 
bieten, die  nicht  schon  in  den  vorstehenden  enthalten  wären. 
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11. 
Die  drei  Grössen  e,  ß  und  iy,  oder  wenn  wir  /3  =  sinfc  setzen,  y, 
h  undf  sind  zugleich  Null,  und  zugleich  jene  =  1,  und  diese  =  90®; 
über  dieses  Intervall  können  sie  nicht  hinaus  gehen.  Die  im  Vorherge- 
henden entwickelten  Ausdrücke  sind  nun  vorzüglich  für  die  Fälle  zur 
Anwendung  geeignet,  wo  (p,  k  und  p  sich  nicht  weit  von  ihrer  unteren 
Grenze  Null  entfernen,  während  sie,  namentlich  wenn  n  nicht  klein  ist, 
unbequem  werden  wenn  q),  k  undp  sich  ihrer  oberen  Grenze  nähern.  Um 
Ausdrücke  zu  erhalten ,  die  in  diesem  Falle  bequem  werden,  muss  man 
solche  suchen ,  die  nach  den  Potenzen  von  cos  (p,  cos  k  und  cos  p  fort- 
schreiten. Mit  diesen  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen.  Machen  wir 
in  der  allgemeinen  Diflferentialgleichung  (1 4)  durch  die  Gleichung 

y^  =  1  —  2? 

y  zur  unabhängigen  Veränderlichen,  so  bekommen  wir 
y(<— y*)0+{2«+2/?-2y  +  i— (2«+2/?+1)y'}g— 4«/?yF=0 
und  die  Vergleichung  mit  (1 4)  zeigt,  dass  dieser  durch  die  Relation 

^     F  =  cF{a,ß,a+ß—r+i.  i—2^) 
Genüge  geleistet  wird,  wo  c  eine  willkührliche  Constante  ist.    Es  er- 
wächst hieraus  die.  Gleichung 

F{a,ßr^z^)  =  cF(a,/?,a+/?— y4  i,  <— ^)  (2^) 

deren  Realität  von  der  Möglichkeit  der  Bestimmung  der  Constante  c  ab- 
hängt. Es  zeigt  sich  aber,  dass  diese  im  Allgemeinen  nicht  möglich  ist, 
indem  Fälle  vorkommen ,  wo  sie  sich  wie  eine  Function  von  z  gestal- 
tet, welches  vermöge  der  Art  der  Entstehung  derselben  unmöglich  ist. 
Die  Ursache  hiervon  ist  leicht  zu  finden ,  wenn  man  erwägt ,  dass  jede 
Differentialgleichung  der  m**"  Ordnung  m  von  einander  wesentlich  ver- 
schiedene particuläre  Integrale  haben  muss,  das  heisst  Integrale  die  sich 
nicht  durch  Anbringung  einer  Constante  auf  einander  hinführen  lassen. 
Da  die  Differentialgleichung,  von  welcher  wir  ausgegangen  sind,  von  der 
zweiten  Ordnung  ist,  so  muss  sie  nothwendig  zwei  von  einander  wesent- 
lich verschiedene  particuläre  Integrale  haben,  und  die  beiden. F Functio- 
nen, die  Bestaudtheile  der  vorstehenden  Gleichung  sind,  sind  in  der 
That  solche,  da  sie  im  Allgemeinen  sich  nicht  identisch  machen  lassen, 
wie  ihre  Reihenentwickelung  zu  erkennen  giebt. 

Da  unsere  Differentialgleichung  linearisch  ist,  so  können  wir  zufolge 
eines  bekannten  Satzes  aus  diesen  pärticulären  Integralen  das  voUstän- 

AbbftDdl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wissensch.  iV.  15 
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dige  Integral  derselben  zusammensetzen.  Stellen  wir  nemlich  die  Glei- 
chung auf 

wo  c  und  c^  willkührliche  Constanten  sind ,  so  ist  dieser  Ausdruck  das 
vollständige  Integral  der  Differentialgleichung  (1 4),  nachdem  darin  ü  für 
F  gesetzt  worden  ist.  Aus  dem  vollständigen  Integral  irgend  einer  Dif- 
ferentialgleichung kann  man  dadurch,  dass  man  den  wiliktthrlichen  Con- 
stanten particuläre  Werthe  giebt ,  alle  möglichen  particulären  Integrale 
derselben  hervorbringen.  Giebt  man  daher  den  Constanten  c  und  r  in 
der  vorstehenden  Gleichung  irgend  welche  bestimmte  Werthe ,  so  wird 
U  ein  particuläres  Integral  der  genannten  Differentialgleichung.  Snbsti- 
tuirt  man  im  Gegentheil  für  ü  irgend  ein  particuläres  Integral  derselben 
Differentialgleichung,  und  bestimmt  darauf  die  willkührlichen  Constan- 
ten c  und  6*^  auf  angemessene  Art,  so  bekommt  man  eine  Gleichung 
zwischen  drei  particulären  Integralen.  In  diesen  Betrachtungen  liegt  in 
der  That  der  Grund  zu  der  nach  Kummer  unter  (1 5)  angeführten  letz- 
ten Verwandelungsformel.  Ich  habe  dieses  indessen  nur  beiläufig  ange- 
führt, und  werde  davon  hier  keine  Anwendung  machen,  da  es  besondere 
Fälle  giebt,  in  welchen  die  Gleichung  (21)  Gültigkeit  hat,  und  es  eben 
diese  Fälle  sind,  die  hier  vorzugsweise  in  Betracht  gezogen  werden 
sollen. 

Die  Gleichung  (21)  gilt  allemal,  wenn  die  beiden  FFunctioneif,  die 
darin  vor)iommen,  endliche  Ausdrücke  sind,  die  nicht  unendlich  gross 
werden  können,  denn  es  ist  leicht  einzusehen ,  dass  alsdann  die  beiden 
Theile  links  und  rechts  vom  Gleichheitszeichen  sich  durch  angemessene 
Bestimmung  der  Constante  c  identisch  machen  lassen  müssen.  Sei  zuerst 
in  den  F  Functionen 

a  =  i+1 — n,  /(?=1  —  n,  y  =  i+i,  z  =  ß 
dann  wird  vermöge  (21) 

(22*)F(i+1— n,1— n,i+1,sin*fe)  =  cF(i+1— n,1— n,2— 2n,cos2*) 
oder  wenn  man  die  Reihen  ausschreibt 

1  H .    . ,  , — sin^k  + i   •   .i,!  j..j_Q  > sm*K  +  etc. 

wo  zu  bemerken  ist,  dass  die  Factoren,  die  die  Nenner  gleich  Null 
machen  könnten,  wenn  n  eine  ganze  und  positive  Zahl  ist ,  sich  immer 
zugleich  in  den  Zählern  vorfinden,  und  also  dagegen  verschwinden. 
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Wenn  nun  n  eine  beliebige  Zahl  ist,  so  ist  c  unbestimmbar.  Auf 

der  linken  Seite  ist 

a+ß — r=  ^ — 2n 
und  auf  der  rechten 

a+ß—r  =  i 

Wenn  nun  n  negativ,  oder  positiv  und  <  4-  ist,  dann  wird,  wenn  man  zu- 
gleich k  =  90®  setzt,  die  linke  Seite  von  (22)  unendlich  gross,  *)  und  die 
rechte  Seite  =  c.  Es  würde  also  auch  c  unendlich  gross  sein  müssen. 
Macht  man,  während  n  beliebig  ist,  fc  =  Ö,  so  wird  die  linke  Seite  von 
(22)  =  1 ,  während  der  Factor  von  c  auf  der  rechten  Seite  unendlich 
gross  wird,  und  dem  zufolge  c  unendlich  klein  sein  mUsste.  Nimmt  man 
für  n  einen  positiven  Bruch  an,  dessen  Nenner  =  2  ist,  so  wird  für 
jeden  beliebigen  Werth  von  k  die  rechte  Seite  unendlich  gross,  während 
dieses  mit  der  linken  Seite  nicht  der  Fall  ist;  man  wird  also  bei  der 
Bestimmung  von  c  auf  Widersprüche  hingeführt. 

Ist  hingegen  n  eine  ganze  und  positive  Zahl  und  >  t,  dann  gehen 
beide  Reihen  in  (22)  in  endliche  Ausdrücke  über ,  und  c  lässt  sich  auf 
folgende  Art  bestimmen.  Das  allgemeine  Glied  der  linken  Seite  ist 

fi — i  —  1 .  n  —  i — 2. .  .n — • — m  .  n  —  4 .  n  —  2. . .  n — m 


1.1        ...  ♦»  .  i  +  4 .  t  +  a  .  .  i+m 

und  das  der  rechten 


sin  *"•& 


^^       ^}  m  rr:  m  .  2»-l  .  2n-8...8n-m-1  ^"^      '^ 

im  letzten  mit  der  höchsten  Potenz  von  sinft  und  bez.  von  cosX;  multi- 
plicirten  Glieder  eines  jeden  dieser  beiden  Ausdrücke  ist  also 

fn  =  n — i — 4 
Da  nun  in  der  Entwickelung  von  cos  ^"^k  nach  den  Potenzen  von  sin  k 
das  Glied,  welches  mit  der  höchsten  Potenz  multiplicirt  ist 

=  ( — 1)"'sin^Ä 
wird,  so  bekommen  wir  sogleich  die  Gleichung 

4 c 

i+4.t+a...fi— 4  8»— a.ln  — 8  ...n  +  i 

woraus 

n+<.n4-<+4...an— 8 

folgt.  Substituirt  man  daher  (22*)  in  (17),  so  ergiebt  sich 
V;n=(-ir2»-*;;^;:.':i?j:!',,siD'feF(».h1-n,1-n,2-2n.cos»fe) 
welche  aber  nur  für  ganze  und  positive  n,  welche  überdies  der  Ungleich- 

*)  S.  Gauss,  Disquisitiones  generales  etc. 
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heit  n>t  genügen,  gilt.  Auf  ähnliche  Art  findet  man  die  folgenden  bei- 
den, nach  den  Potenzen  von  cos  9)  und  cosjo. fortschreitenden  Ausdrücke, 

y(n)  (— <)»  4.8..2n— 3    COS«a)       •     «t     17 /i   .    •  2t+<    3— 2n    ^^^o   \ 

für  welche  die  nemlichen  Beschränkungen  wie  oben  gelten.  Für  n  =  i+i 
werden  in  diesen  Ausdrücken  die  FFunctionen  =  1,  und  die  Ausdrücke 

In) 

für  F±(„_i)  reduciren  sich  also  auf  die  vor  den  jP  Functionen. befindlichen 
Factoreo.  Für  « =  0  ergeben  sich  die  folgenden  Ausdrücke 

r«    ^      1.2..n-1C08*C-')Är         «  "+a.S.Sn-3  *^°^  *  8.8.8».  8n-8    *^*>*   Ä  +  eiC., 

V'(")        4.3...an-8 (.        «-<•«-*  „^„ 2      I   n-1.n-8.n-8.n-t         *     -;-     i«  ) 

vi" —    <    <8..an-8  cos«y  (.  ,   n-i  ,     .  8  n-t.n-i  «        8.8  n-4.n-8.n-»   '  Qf.V,TctC  ) 

'O    a»-t<.2..n-<  cos  »-'p  ( '  +  2n-8  ^^^P  +  i  2n-8 .2n-8  ^"^  /» +  O  8n-8.2n-5.8n-7  ^°^  T  +  «»•  j 

Auf  die  nemliche  Art  kann  man  Ausdrücke  ableiten ,  die  blos  Geltung 
haben  wenn  n  eine  ganze  und  negative  Zahl  ist,  man  gelangt  aber  durch 
Anwendung  der  ersten  Gleichung  .(1 5)  leichter  dazu.  Substituirt  man 
darin  die  obigen  drei  Ausdrücke  für  y±„  so  bekommt  man  sogleich, 

Y±i    =      M^ a  — : —  •  :; — ;: i^i'  (* — w»  —  w,  — 2n,  cos'ic) 

•^i«     —  2^  4  .  2   .    .  n-f  351^^^  V"2"'  ~2~~'      2     '  ^^®  V; 

WO  n  >  i  die  Grenzbedingung  von  n  ist.  Für  n  =  i  werden  wieder  die 
FFunctionen  =  1,  also  reduciren  sich  die  Ausdrücke  fUr  V±n  auf  die 
vor  den  FFunctionen  befindlichen  Factoren;  für  i  =  0  bekommt  man 

y(rn)_     n+1.n+2...2u  1  f, ^LcOS^ÄO- -**-'^^^C0S^ikXelr  l 

^^    —         1.2...n     cos>cos2"4         ^.2»    ^  '*+1.2.2n.2n-4^^^  iW+eiC^ 

T|t(-»)        4   n+<.«+2...2n  4  f.        «-«-^  ^^^2       i  «•«-^••*-*-»-8^^^4     -r-^,^! 

»^  =äii    <.8...n      c-5PS^   {^~8i;M<^°sV+g.4.g„.,.a„_3COsV -I- etc.| 

0    =55^    4  . 2 . . .  n    cosny  cosnplH2li:T^Qg  P  +  2.2n^4.2n.8  ^^  f +2.8.2n-4.2n.8.2>>-5  COS  V+etC.} 

12. 
Durch  Anwendung  der  zweiten  und  dritten  der  Verwandelungsfor- 
meln  (15)  kann  man  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Ausdrücke 
auf  solche  hinführen ,  die  nach  den  Potenzen  der  Tangente  oder  Cotan- 
gente  irgend  eines  der  Bögen  &,  qp  oder  p  fortschreiten ;  ich  werde  je- 
doch davon  hier  nur  die  beiden  von  cotg  p  abhängigen  Ausdrücke  ab- 
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leiten.  Setzt  man  die  dritte  Gleichung  (15)  in  die  beiden  von  oosjp 
abhängigen  Ausdrücke  des  vor.  Art.,  so  kommt  sogleich 

(n)    _  [^i )>  4  . 8 . . 2it~»         COS ^y         p  fi -gf    J^^    8-2»   ^^^^t^\ 

^-n)^    ^    »+<+4.»+>4-2..2n  1  p/4-2r>i+4    4-2n  p^.^8^\ 

't«  2«»        4.2...n— <         •  cos«9C08«psinp^   \    *    '     *    '     «     '        ^^^6  FJ 

Diese  sind  zwar  unendliche  Reihen ,  aber  sie  gelten  demungeacbtet  un- 
ter den  für  n  im  vor.  Art.  aufgestellten  Bedingungen ,  weil  die  Relation 
(1 5)  die  angewandt  worden  ist,  um  sie  zu  erhalten,  in  allen  Fällen  gilt. 
Die  vorstehenden  Ausdrücke  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  in  den  un- 
endlichen Reihen  derselben  n  nur  in  den  Nennern  der  Coeflicienten  vor- 
kommt,  je  grösser  daher  n  ist,  desto  mehr  werden  die  Coeflicienten 
abnehmen,  weshalb  sie  sich  besonders  in  den  Fällen ,  wo  n  sehr  gross 
ist,  zur  Anwendung  eignen.  Wenn  cotg  p  <  1  ist  convergiren  diese 
Reihen,  aber  wenn  diese  Ungleichheit  nicht  erfüllt  ist,  so  findet  die  Gon- 
vergenz  nicht  mehr  statt.  Der  Umstand  aber,  dass  n  nur  in  den  Nennern 
vorkommt,  bewirkt  dass  in  den  Fällen,  wo  coigp  >  1,  und  dabei  n  hin- 
reichend gross  ist ,  die  ersten  Glieder  abnehmen  können ,  so  dass  diese 
Reihen  den  Character  der  sogenannten  halbconvergirenden  annehmen. 
Es  ist  jedoch  hiebei  zu  bemerken ,  dass  der  Umstand ,  dass  die  Nenner 
nach  und  nach  die  Factoren  1  —  2n,  3  —  2n,  5  —  2»,  etc.  bekommen 
hemmend  auf  die  Abnahme  der  Werthe  der  Coeflicienten  wirkt,  und  die 
Reihen  daher,  als  halbconvergirende  betrachtet,  keine  sonderliche  Ge- 
nauigkeit geben  können.  Ich  füge  hier  noch  den  ersten  Ausdruck  für 
f  :=:  0  ausgeschrieben  hinzu.* 


r{n)  4    4.3..2n— 8 


2»'*  4.2..n— 4   cos      . 

13. 

•  •  •  *  •  * 

Es  lässt  sich  für  grosse  n  eine  andel'e  halbconvergirende  Reihe 
geben,  die  grössere  Convergenz  besitzt  wie  die  vorstehende.  Diese  will 

ich  jetzt  entwickeln,  werde  mich  aber  nur  auf  den  Fall  f  =  0  beschrän- 

■.  •  •  . 

ken ,  da  dieser  es  ist ,  welcher  vorzugsweise  zur  Anwendung  kommt. 
Nehmen' wir  die  Gleichung  (19)  vor,  welche  für  i=0  in  folgende 
übergeht. 

/?(<-/S^^  +  {<-(4«+<)/S'}g-*nVF=0  (23*) 

> 

Zufolge  des  Vorhergehenden  erhalten  wir ,  wenn  hiedurch  F  bestimmt 
worden  ist, 
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yJ"^  =  cosX1  — /S«)»F 
Auf  die  vorstehende  Differentialgleichung  werde  ich  nun  dieselbe 
Methode,  jedoch  mit  den  im  gegenwärtigen  Falle  nothwendigen  Abän- 
derungen, anwenden,  durch  welche  ich  in  den  »Absoluten  Störungen 
etc. «  die  /Functionen  in  eine  halbconvergirende  Reihe  verwandelt  habe. 
Es  muss  vor  allen  Dingen  in  dem  zweiten  Gliede  dieser  Differen- 
tialgleichung das  mit  n  multiplicirte  Glied  fortgeschafft  werden,  t^id  man 
findet  leicht  auf  directe  Art,  dass  dieser  Zweck  durch  die  Substitution 

•    F —      ^ 

erreicht  wird.  Führt  man  diese  aus,  so  bekommt  man 

und  in  dieser  befreit  man  das  erste  und  letzte  Glied  von  ß,  wenn  man 

«  =  log^ 
setzt,  lind  u  zur  unabhängigen  Veränderlichen  macht.  Es  ergiebt  sich 

Die  eben  gefundene  Gleichung  stelle  ich  wie  folgt 

(23)  g_4;i»L  =  _l±^g_L 

WO  X  =  n — i 

ist,  und  integrire  sie  vorläufig  indem  ich  die  rechte  Seite  gleich  Null 

setze.  Dadurch  wird 

(24)  L  =  w(^  +  w^c''^ 

wo  w  und  w^  die  willkührlichen  Godstanten  sind ,  und  c  die  Grundzahl 
der  naturlichen  Logarithmen  bedeutet.  Das  Integral  der  vollständigen 
Gleichung  erlangt  man. nun  dadurch,  dass  w  und  w^  veränderlich  gesetzt, 
und  als  Functionen  von  u  betrachtet  werden.  An  sich  liefert  die  Lösung 
dieser  Aufgabe  nur  Eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  beiden  Grössen 

•  *  * 

wund  w^,  und  man  kann  daher  die  eine  derselben  willkührlich  anneh- 
men,  oder  vielmehr  eine  willkührliche  Bedingung  -einführen.  In  den  ge- 
wöhnlichen Fällen  fügt  man  die  Bedingung  hinzu ,  dass  das  erste  Diffe- 
rential der  abhängigen  Veränderlichen  dieselbe  Form  erhalten  soll ,  wie 
in  dem  Falle,  wo  die  willkührUchen  Cohstanten  unveränderlich  sind. 
Diese  Bedingung  würde  aber  hier  nicht  zum  Ziele  führen,  ich  werde  sie 
daher  nicht  anwenden,  sondern  statt  dessen,  ähnlich  wie  a.  a.  0.  die 
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Bedingung  aufstellen,  dass  nach  der  Substitution  von  (24)  in  (23)  die 
Coefficienten  der  mit  (?^  und  c""*^  multiplicirten  Glieder,  jeder  für  sich, 
gleich  Null  sein  sollen.  Differentiirt  man  nun  (24),  und  subslituirt  sie  in 
(23),  so  bekommt  man  mit  Zugrundelegung  dieser  Bestimmung  für  die 
Bestimmung  von  w  und  w^  folgende  Gleichungen 

*^{  du   ^     ^ß    ^  )   —    du*  ^      ß      dtt   ^  '*' 

Da  diese  Differentialgleichungen  zweiler  Ordnung  sind,  so  wird  ihre  voll- 
^  ständige  Integration  vier  willkuhrliche  Gonstanten  einfuhren ,  welche 
aber  nothwendig  nach  der  Substitution  der  durch  diese  integrationen 
erlangten  Werthe  von  w  und  w^  in  (24)  zu  zwei  Constanten  sich  zusam- 
men ziehen  müssen,  indem  der  Ausdruck  von  L  nur  zwei  willkuhrliche 
Constanten  enthalten  kann.  Hieraus  folgt,  dass  -wir  nur  nöthi^  haben 
von  jeder  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  ein  particuläres  Inte- 
gral zu  ermitteln ,  welches  Eine  willkuhrliche  Constante  enthält.  Aber 
diese  Gleichungen  sind  linearische,  in  welchen  kein  von  w  und  bez.  w^ 
unabhängiges  Glied  enthalten  ist,  wenn  man  also  zwei  Functionen 

w  =  fu  ,    w^  =  Fu 
kennt,  die  ihnen  Genüge  leisten,  so  leisten  auch  die  Ausdrücke 

w  =  cfu ,    w^  =  c^Fu 
wo  c  und  c*  willkuhrliche  Constanten  sind,  ihnen  Genüge.  Hieraus  folgt, 
dass  man  den  obigen  Gleichungen  nur  Genüge  zu  leisten  braucht.  Fer*- 
ner  geben  die  obigen  Gleichungen  zu  erkennen ,  dass  wenn  der  ersten 
derselben  durch  folgenden  Ausdruck  Genüge  geleistet  wird, 

tt,  =  Co  +  5  +  J  +  §  +  etc. 

wo  C^,  Cj,  etc.  Functionen  von  u  sitid,  die  kein  X  enthalten,  so  wird  der 
zweiten  nothwendig  durch  den  folgenden  Ausdruck  Genüge  geleistet, 

.     ii,t  =  Co_^  +  $-§±etc.  .      . 

Man  brancht  also  nur  der  ersten  derselben  Genüge  zu  leisten,  und.er^ 
hält. dadurch  zufolge  des  Vorhergehenden  die  hier  erforderlichen  par- 
ticulären  Integrale  beider. 

15, 
Die  Gleichung 

*^\da  +  ~iß-^]  —du* j-du      ^ 

kann  vereinfacht  werden.  Setzt  man 
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P 


z  — .  »-*^ 


p 
woraus  vermöge  der  Relation  «  =  log  f^ 

folgt,  so  geht  sie  über  in 

Wenn  man  hierin  den  obigen  Ausdruck 

substituirt,  so  bekommt  man,  da  die  C  Coefficienten  kein  X  enthalten  sol- 
len, allgemein 

16  jf  z-C,) /T+p-*  =  ^(.•+4z')+^'(z»-4.)  +  4C^. 

mit  Ausnahme  von 

Hieraus  kann  man  nach  und  nach  alle  C  Coefficienten  bestimmen.  Der 
Gleichung  für  Cq  ist  durch 

Genüge  geleistet;  hiemit  giebt  die  allgemeine  Gleichung 

welcher  durch  

Genüge  geleistet  wird.  Die  Substitution  dieses  Werthes  in  die  allgemeine 
Gleichung  giebt 

welcher  durch 

Genüge,  geleistet  wird  u.  s.w.    Diese  Werthe  geben  schon  die  allge- 
meine Form  dieser  Coefficienten  zu  erkennen.  Wenn 

i  eine  grade  Zahl 
ist,  dann  wird 

wobei  der  particuläre  Werth  Cq=^  z  ausgeschlossen  ist.  Wenn 

i  eine  ungrade  Zahl 
ist,  dann  wird 
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C,  =  [A^LiZ'^'''  +  a1,z^  +  ...  +  4V  +  Afz]  /T+i? 

Li^i  =  A^ti^  z^-^  +  A^i^x  ir^  +  . . .  +  ilp     2r  +  ilö      "^ 
Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  obige  allgemeine  Gleichung,  und 
vergleicht,  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  %  mit  ein- 
ander, so  ergiebt  sich 

1)  für  i  grade 

8  (i-1 )  4ty  =  1 6  iM^,  +  (2^-3f4L  -  m  4tV 

8(i-3)il^V  =  16(»-2)*il,+  (2i-7)»4L—  32(t-2)4tV 
etc.  bis 

24  4^''  =  256  4'^  +  254'^  — 1284^" 

8Ar'  =  644'-644^'' 

2)  für  f  ungrade 

32(»-<)4^V  =  16(fr-i)«4ti  +  (2»— 3)»4^ 
32(»— 3)4]fö:y  =  16(»— 3fii^+  (2t— 7)«  4"* 
etc.  bis 

4284"^*' =  2564'' +494' 

64Ar'  =  644'  +  94' 
Durch  Hülfe  dieser  Gleichungen  und  mit  Zuziehung  des  Werthes 

■       4"'  =  <  ■     ■ 

kann  man  nach  und  nach  so  viele  Coefficienten  berechnen  wie  man  will. 
Die  ersten,  mit  welchen  man  wohl  stets  ausreicht ,  habe  ich  wie  folgt 
gefunden: 

^(1)  .4  j(»)  9  aC«)  75  j(S)  •        3      .      4(4)  8  675'  ^ 

.-^1     T»      ^^     T-"Mi'  ^^     rm  '      ^*     545'  ^^'   — '524  288.» 

4(4)  __ .  578       ,  4(5)  __^  59  585      .  .         4(5^  2  265      ,  4(8)   ; 27      ^ 

^«.  82768    '      *    ^  -."T  4  494  804   '          ^^  , .   434  072    »  '^^      "^   46384» 

4(6)  2  404  245  4(6)  587  265.  ,      ^(6)  48  863    .       4(7)  57  97294  5     ^ 

"^W            268485456»       •     "7"  46777246»         *'  4048576'     ^*  2447483648» 

4(7)  ^8824  565  ,      4(7)    '  296355  4(7)  2547. 


2^8435456»   .    *  ;  46777246»    '"*  ?097452      ♦ 

Die  oben  angewandten  .Substitutionen  waren,  wenn  man  cos 9) 
durch  ß  ausdrückt 

(,)_j(^^Vn  ^  U  —  lOffH^ 


da  nun  hieraus 


;t 
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hervorgeht,  so  ergiebt  sich 

•'o   —  C(7:j:^f  vfp\^  +  T  +  7  +  T  +  ®"^-) 

+  c  jjq;^  ^  i:::^!«  — -j  +  y  — -p  +  etc. 
wo  c  und  c*  die  beiden  willkuhrlichen  Gonstanten,  und 

^    8  675      Q    ,       678      k 

^4  624288^  "^  32768 

^  i    69588    ^    ,      2  265    ^    ,       27     ^)    /TTTl 

^&=  |4T9ÜÖ4^  +  nn-ÖT^^  +  T6884^Jv  ^+i^ 

p    2  404  246      13    I       887  268       o  48868       k 

^6  268485456^      "*"  46777246*^  +  4048576^ 

^    (    87  972945      13    .     48  824  865     o  296  855      k  __      2  547        j     x-r-j- — j 

^7  (2447488648^     "*"  268  435  456  ^  "*"  46  777  246^  2  097  452^)  V  ^ +i* 

etc. 
Man  kann  diese  Aasdrücke  für  die  Rechnung  geeigneter  machen ,  wenn 
man  cp  einführt,  man  findet  leicht 

und 

y^»^  =  c  cos>  cotg\k^^—i(p)\z  +  ^  +  §  +  J  +  etc. j 

+  c*cos>.   tg^(45^— i9)jz— ^+ J,— 5  +  etc.} 

An  der  Grenze  ip  =  0  wird  dieser  Ausdruck  unbrauchbar,  weil  daan 
z  =  oo  wird,  an  der  Grenze  qp  =  90®  scheint  er  unbestimmt  zu  wer- 
den,  weil  dann  cotg(45® — -yp)  =  oo  und  cosqp  =  0  wird,  aber  der 
obige  Ausdruck  durch  ß  zeigt,  dass  alsdann  ^o"^  ==  0  wird,  man  kann 
also  den  vorstehenden  Ausdruck  bis  an  diese  Grenze  anwenden ,  und 
zwar  für  desto  kleinere  Werthe  von  k,  je  nähör  y  dieser  Grenze  liegt, 
weil  dann  z  klein  wird.  Wenn  9.  sich  wenig  von  der  unteren  Grenze 
Null  entfernt ,  dann  giebt  dieser  Ausdruck  für  kleine  Werthe  von  A  nur 
geringe  Genauigkeit ,  aber  diese  wächst ,  so  wie  A  grösser  wird ,  und 
kann  auch  in  diesen  Fällen,  wenn  nur  X  hinreichend  gross  angenommen 
wird,  zu  jeder  beliebigen  Grenze  gesteigert  werden.  Der  Umstand,  dass 
für  dieselben  Werthe  von  X  oder  n  die  vorstehende  Formel  für  kleine 
Werthe  von  qp  geringere  Genauigkeit  giebt,  wie  für  grössere,  gleicht 
sich  dadurch  in  der  Anwendung  aus ,  dass  man  in  diesen  Fällen  die  obigen 
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endlichen  Ausdrucke  oder  die  convergirenden  Reihen  ohne  Unbequem- 

lichkeit  filr  grössere  Werthe  von  n  anwenden  kann.  Die  Grösse  z  nimmt 

schon  für  kleine  Werthe  von  q>  rasch  ab ,  wie  die  folgenden  speciellen 

Werthe  zeigen 

y  =:  0  giebt  z=  cc 

^  =  1»    ,,     z=  10.70 
y  =  20    .,     z=    7,57 

y  =  3«    „     z=    6,18 
y=4V,     z=    5,35 
y  =  5V,     «  =    4,78 
etc. 
Ich  bemerke  noch  hiezu,  dass  das  Verfahren,  welches  ich  eben 
auf  Fo"  angewandt  habe ,  mit  geringen  Abänderungen  auf  jede  Function 
y  von  X  angewandt  werden  kann ,  die  sich  durch  folgende  Differential- 
gleichung darstellen  lässt, 

S  +  («i*+0)g  ±  («*«+»»«+ y)y  =  0 

WO  P,  Q,  A,  S,  T  Functionen  von  x  sind.  Denn  die  Transformationen, 
die  ich  eben  auf  die  Gleichung  (23''^)  angewandt  habe,  lassen  sich  allge- 
mein mittelst  bekannter  Sätze  auf  die  vorstehende  Gleichung  anwenden. 
Nur  ist  hiebei  zu  bemerken ,  dass  wenn  ausser  n  in  den  Coefficienten 
dieser  Gleichung  grosse  Zahlen  vorkommen ,  die  Gonvergenz  der  halb- 
convergirenden  Reihe  sehr  gering,  und  sogar  illusorisch  werden  kann. 

16. 
Um  die  beiden  willkuhrlichen  Constanten  c  und  c^  zu  bestimmen, 
werde  ich  die  ersten  Glieder  des  Aiisdrucks  von  Tq  auf  eine  andere 
Art,  die  keine  willkührlich^'Conslanten  zulässt,  bestimmen.  Der  Aus- 
druck  des  vor.  Art.  von  F©  durch  ß  giebt  mit  bioser  Rücksicht  auf  diese 
Glieder 

und  es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  diese  Functionen  von  ß  sich  in  kei- 
nem  der  übrigen  Glieder  wiederholen.  Denselben  Ausdruck  werde  ich 
jetzt  durch  das  bestimmte  Integral 

suchen.  Da 

Q  =  \—e  cose  =  ^(<— 2/?cose+/S«),  df=^di 
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ist,  wenn  e  die  excentrische  Anomalie  bezeichnet,  so  wird 

•      ^"*=;^/">-2/?cos«+/?^-M* 
Sei  ^ 

1  — 2/?cose+/J»  =  (1+/?)*c~'T 

wo  c  die  Grandzahl  der  natürlichen  Logarithmen ,  und  u  eine  neue  ver- 
änderliche Grösse  ist.  Setzt  man  nun 

SO  durchläuft  u  das  Intervall  voh  u  =  q  bis  u  =  0,  wahrend  e  das  In- 
tervall von  €  =  0 .  bis  €  =  ;r  durchläuft.  Macht  man  daher  im  vorste- 
henden.  Integral  u  zur  veränderlichen  Grösse,  und  kehrt  das  Zeichen 
desselben  um ,  so  muss  es  von  0  bis  q  genommen  werden.  Die  Glei- 
chung zwischen  e  und  u  giebt 

sin  ed  e  =  —  ^^  ^  c  ~  "T- <f « 

oder  wenn  man  die  Exponentialfunctionen  innerhalb  der  Klammern  in 
unendliche  Reihen  auflöst, 

Substituirt  mau  diese  Ausdrücke,  so  wird 

Man  kann  diesen  Ausdruck  vermittelst  bekannter  Sätze  durch  uüend- 

•  •       .  *  •  -       . 

liehe  Reihen  vollständig  iufegriren,  und  die  Reihen,  dfe.  man  auf  diese 
Art  erhält,  sind  vollständig  convergirende,  aber  sie  enthalten  .A  auch  zu 
positiven  Potenzen,  erhoben ,  und  sind  daher  ftlr  den  Zvveck,  .der  hier 
verfolgt  wird,  nicht  dienlich.  Ich  bemerke  aber,'dass  je  grösser  A  wird, 
desto  mehr  sieb  die  obere-  Grenze  des  Integrals  dem  Unendlitfaen  nähert. 

■  • 

Integrirt  man  daher  von  0  bis  oo ,  so  wird  man  zwar  keine  vollständig 
convergirende  Reihe  bekommen ,  aber  eine  solche  die  sich  einer  cori- 
vergirenden  desto  mehr  nähert,  je  grösser  X  oder  n  wird,  das'  ist  einie 
halb  convergirende  Reihe.  Denn  der  wesentliche  Charakter  einer  halb 
convergirenden  Reihe  besteht  darin ,  dasä  sie  sie))  um  desto  mehr  einer 
vollständig  convergirenden  nähert,  je  mehr  ein  darin  vorkommender 
Parameter  sich  einer  gewissen  Grenze,  gewöhnlich  dem  Unendlichen, 
nähert. 
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Vergleicht  man  üun  den  eben  erhaltenen  Ausdiiick  für  Vj"^  mit  (25), 
&o  ergiebt  sich  sogleich,  dass  man  um  das*  erste  Gh'ed  desselben  zu  er- 
halten,  unter  dem  Integralzeichen  nur  die  Glieder. aufnehmen  darf,  die 
nach  der  Reihenentwickelung  unabhängig  von  ß  sind,  so  wie  dass  Glie- 
der  von  der  Form  des  zweiten  Gliedes  in  (25)  gar  nicht  vorhanden  sind. 
Die  Reihenentwickelung  des  vorstehenden  Ausdrucks' giebt  imi  bioser 
Rücksicht  auf  die  genannten  Glieder; 

•      rjuc-«*ll  — -^^4.-^^'4.etc) 
und  also  da 

£duc-^=y^,  £u^duc^=\yllt;   £'li^duC-'^='-S^ 

ist, 

^0     a(4-|l^»)«r^.rjs|^  256  ;i«  ^^  «624  44.1*  ^  ^"'•) 

Die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  (25)  giebt' 

^  "=  ir^y  266^  +  262U4A«  +  ^^'\ 

und  es  wird  daher  schliesslich 

F^  =  ^  cosV  tg^(45«+i^)jz  +  ^  +  §  +  §  +  etc. j 

and  z,  C^,  C,,  etc.  die  oben  gegebenen  Werthe  haben. 

17, 

Der  eben  für  Vq  gefundene  Ausdruck  gilt  für  jeden  positiven  Werth 
von  n,  vorausgesetzt  dass  dieser  hinreichend  gross  ist,  um  die  gewünschte 
Convergenz  oder  den  gewünschten  Grad  von  Genauigkeit  zu  erhalten, 
für  negative  Werthe  von  n  hingegen  wird  er  wegen  V^X  imaginär;  es  ist 
also  noch  für  diese  Fälle  der  analoge  Ausdruck  zu  entwickeln. 

In  allen  durch  die  unbestimmten  Integrationen  erlangten  Aus- 
drücken darf  man  ohne  Weiteres  — n  statt  n  setzen.  Wir  bekommen 
daher  aus  dem  Art.  1 5 

oder 

^ö'"'  =  ^    »«"(^S"-  i9)|^  -  7  +  ^  +  etc.) 

+  ^««»»"(iS'-l^)!*  +J  +  P  +  e^-t 
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wo  %  und  C|,  Cj,  etc.  dieselben  Ausdrücke  haben  wie  vorher,  aber 

ist.  Die  ersten  Glieder  dieser  Ausdrücke  werden  der  Gleichung  (25) 
analog, 

Es  ist  nun  auch 

und 

.      7  =  ig^(H2/?cos/'+/S») 
also 

^•""' =  ;i?^X"  (H  2/J  cos/'+/S«)-rf/' 
Setzt  man  hier 

1+2/J  cos/'+/S*  =  (1+/J)»c-7' 
SO  durchläuft  v  das  Intervall  von  

y  =  0,  bis  y  =  ;>  =  f  2/i  log  J^ 

während  /*  das  Intervall  voa  /*=  0  bis  /*  =  tt  durchläuft.  Man  bekommt 
daher  auf  dieselbe  Art  wie  oben 

Wendet  man  bei  der  Integration  dieses  Ausdrucks  dieselben  Schlüsse 
an  wie  oben,  so  werden  die  ersten  Glieder 

♦'O        2{<— /?rr^.r^  (  '  256^*  T^  262444/1**  +  ^"^'J 

und  die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  (25^)  giebt 

c  =  0 

ßt  _  _L_  (4 I_  .      <g<^      .  etc  } 

^    2r^  r  W6A*'  ^  262U4/**  ^  *^"'-) 

und  man  bekommt  schliesslich 

V'  =  Jr^3S^t8''(*5"+i^)  I*  +  f  +  ?i  +  «^-i 

II  j  7         ,         4617         ,       . 

WO  *'  =   1  — 156^?  +  2e2Ü47  +  ^tC- 

ist.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Ausdruck  aus  dem  obigen  ftUr  po- 
sitive Werthe  hervorgeht ,  wenn  man  darin  A  in  ^u  und  cos  ff  in  sec  9 
verwandelt. 
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§11. 

EatwickeluDg  der  Sinusse  und  Cosinusse  der  Vielfaehen  der  wahren 
Anomalie  in  Reiben  ^  die  naeh  den  Sinussen  und  Cosinussen  der  Viel- 
faehen der  exeentrischen  Anomalie  fortschreiten^  und  umgekehrt. 

18. 

Ehe  ich  zu  diesen  Entwickelungen  ins  Besondere  übergehe,  werde 
ich  einige  Sätze  ableiten,  die  für  solche  im  Allgemeinen  gelten. 

Seien  f  und  €  ii^end  zwei  Bögen  oder  Winkel ,  zwischen  welchen 
eine  solche  Relation  statt  findet,  dass  die  Differenz  f — e  eine  periodische 
Function  von  f  oder  e  ist ,  die  in  eine  convergirende ,  unendliche ,  nach 
den  Sinussen  und  Cosinussen  der  Vielfachen  von  foderä  fortschreitende 
Reihe  entwickelt  werden  kann.  Ich  nehme  überdies  an ,  dass  diese  Re- 
lation reel,  d.  h.  frei  von  imaginären  Grössen  sei.  Nennt  man  die  zu  f 
und  €  gehörigen  imaginären  Exponentialfunctionen  bez.  x  und  y,  nemlich 

wo  c  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  ist ,  so  kann  man  ver- 
möge  der  angenomiffenen  Relation  zwischen  f  und  e  setzen 

(fy=^±-Ä3./  (26) 

(^y  =  ^1-  SÜ,  x'  (26*) 

wo  h  und  k  ganze  Zahlen,  /n  und  i  aber  beliebige  sind.  Die  erste  dieser 
Gleichungen  giebt  durch  Multiplication  mit  jf,  und  wenn  man  fi+h  =  i 
macht, 

af  =  -S'+S  RT^  y'  (27) 

und  eben  so  giebt  die  zweite,  wenn  man  t+fc  ==  /i  macht 

y'  =  S±Z  ^Ü  ^  (28) 

In  diesen  beiden  Gleichungen  sind  i  und  fi  beliebige  Zahlen ,  die  aber 
dergestalt  von  einer  abhängig  sind,  dass  die  Differenz  i — fi  stets  eine 
ganze  Zahl  ist. 

Sei  RJÜ^j^  der  Werth  den  R^j^  annimmt ,  wenn  man  darin  —  /3Ii 
statt  V^^  schreibt ,  dann  geht  durch  diese  Substitution  die  Gleichung 
(26)  in  folgende  über 

Substituirt  man  nun  die  Wertbe 

x^  =  cos  fif  +  yf^^ .  sin  fif 
y^  =  COS  ie  +  V^^^ .  sin  i« 
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in  (26)  und  in  die  vorstehende  Gleichung,  und  addirt  und  subtrahirt 
hierauf  diese  Gleichungen,  so  ergiebt  sieb  ; 

CCS  fi(f-e)  =i(RT  +  RT)  +i(fiM-.  +  ÄÄ+  Ci  +  fiS)  cos* 

+i(ÄjJ,+  CW  lC»+lC^  cos2*+etc. 

/=T.  sin/,(A-.)=i(fir-Är)+i(Ä2T.-i?Ä + Ct-Ä;i!^i)  cos*  ■ 

+i(fiJi.-ÄÄ  + äJÜi-äS)  cos  2*+etc. 

Da  angenommen  wurde,  dass  die  Relation  zwischen  f  und  e  reei  ist ,  so 
folgt  aus  den  vorstehenden  Ausdrücken,  dass  nothwendig 

/9QN      .  J^aJ+ä  =  ^H-A  +  Ä^A  /^^    • 

sein  muss,  wo  A,,^  und  B^j^  reelle  Grössen  sind.  Es  ist  an  sich  klar, 
dass  die  Form  der  iS  Coefficienteh  die  nemliche  sein  muss. 

Substituirt  man  die  Ausdrücke  (29)  in  die  für  cos /i{f — e)  und 
ydrTsin^(/* — €),  so  bekommt  man 

cos/z(f—e)  =  <^  +  JA^i  +  A^,\  cos^  +  JA^j  +  ^-^j  cos2^  +  etc. 

B^i-Bti]  sine-  |äS*-C.J  sin  2.-etc. 
sin  fi{f—e)  =  Äf  +  1^3^,  +  Blti]  cos«  +  [B^,  +  B'^  cosie  +  etc. 

+  |a)^i — AJ^ij  sin«  +  JA^+B  —  A^Jljj  sin  2«  +  etc. 

Durch  Multiplication  mit  cos/i«  und  sin^,  und  durch  Addition  und  Sub- 
traction  ergeben  sich  hieraus  die  Ausdrücke  von  cos  /uf  und  sin  fjif,  und 
ähnliche  Ausdrücke  bekommt  man  für  cos  ie  und  sin  ü  durch  die  Cosi- 
nusse und  Sinusse  von  ///*. 

Wenn  die  zwischen  f  und  e  statt  findende  Relation  so  beschaffen 
ist,  dass  in  der  Reihe  für  f — €  nur  die  Sinusse  der  Vielfachen  von  f  oder 
€  vorkommen,  dann  muss  nothwendig 


sein,  und  es  wird  daher 
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Die  obigen  Aasdrücke  gehen  in  diesem  Falle  über  in 

cos/i(f—6)  =  R^^  +  JäJJ.!  +  äJI.,)  cos e  +  jitJ»  +  Ritt]  cos  2«  +  etc. 

sin^(/'-«)=  jüJ^j-Äj^jj  sin«+ jfiJl,— Äj!.,j  sin2«  +  elc. 

and  ebenso  bekommt  man 

cosi{e^f)=^^  +  \^Xx  +  Cij  008/"+  j-SÜV»  +  5!l,j  cos2/'+etc. 

.sjn.t{e~/)=  jsS.,  — Stij  siöf+js^i»— S2-»|  sm2/'+etc. 

Wenn  /«  und  t  ganze  Zahlen  sind,  so  bekommt  man  hieraas 

cos/«/'=  Ä^'  +  \rT^  +  ÄÜij  cos«  +  [Rf  +  ÄÜi)  cos 2«  +  etc. 

8m/if=  JÄf'— ÄÜlj  sin«  + JÄ^^— il!!ij  sin2«+etc. 

cos t«  =  S^  +  jV;^  +  SÜ,j  cos/"  +  \^i   +  StJl  cos  2/"+  etc. 

sin«  =  jSi'^  —  S!f, j  sin/"  +  JS^'^  —  SÜ^j  sin 2/"  +  etc. 

19. 
Multiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen 

Seite  für  Seite  mit  einander,  so  wird  im  Product  die  linke  Seite  gleich 
Eins,  und  die  rechte  Seite  giebt  folgende  Bediagungsgleichungen 

i  ==  R^  R^    +  R,^x  Rf4+i  +  Ä/H-j  Rfk^2  +  etc. 

+  Ä^_i  R^i  +  Ä^_t  R^2  +  etc. 
0  =  jR^  Ä^^i  +  Ä^,  i?^     +  R^2  R^\  +  etc. 

+  Rf^i  Ä^»  +  Ä/»-2  Rf»r^  +  etc. 
0;  =  etc. 

Substitnirt  man  die  Ausdrücke  (89)  in  die  erste  dieser,  so  ergiebt  sich 

1  =  (<)•  +  (AZ^y  +  {A%y  +  etc.      . 

+  (4jl,y  +  (iljl,)'  +  etc. 

+  (e.y + (B^iLy + etc. 

welche  za  erkennen  giebt ,  dass  jeder  der  A  und  B  Goefficienten  kleiner 
als  Eins  ist,  wenn  nicht  alle  bis  auf  Einen  gleich  Null  sind ,  in  welchem 
Falle  dieser  gleich  Eins  wird.  Es  zeigt  sich  femer,  dass  in  dem  Falle, 
wo  alle  jB  Goefficienten  gleich  Null  sind,  die  genannte  Eigenschaft  sich 

Abbmdl.  d.  R.  S.  Ges.  d.  Wistenseh.  IV.  1 6 
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unmittelbar  auf  die  R  Coefficienten  bezieht.  Durch  die  Substitution  der 
Ausdrücke  (29)  in  die  zweite  vorstehende  Gleichung  zerfölU  diese  in 
zwei,  wovon  die  folgende  die  eine  ist, 

A  A^f*^        A^f*^        I       A^^       A^^        .       A^f*^       A^^        •     ^« 

0  =A^     A^i  +  A^^  A^     +  A^2  A^i  +  etc. 
+  A^i  A^t  +  A^2  A^-3  +  A„^  A,^^  +  etc. 

+  <   Ci  +  ßS-i  <'  +  ßZ>  ßJ+.  +  etc. 

+  jB^*-i  jB^2  +  Bf^t  Ä^„_s  +  ^A«-«  Ä/^-i  +  etc. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  in  keiner  Entwickelung  der  Gattung,  die 
wir  hier  untersuchen,  lauter  positive,  oder  lauter  negative  Coefficienten 
vorkommen  können,  sondern  dass  stets  positive  und  negative  Coefficien- 
ten vorhanden  sein  müssen,  den  Fall  ausgenommen,  wo  alle  Coefficien- 
ten bis  auf  Einen  derselben  verschwinden. 


20. 
Multiplicirt  man  die  Gleichung  (26)  mit  y^  de  und  integrirt  sie  von 
—  TT  bis  +71,  so  wird,  weil  h  eine  ganze  Zahl  ist, 

aber  die  Gleichung  y  =  c*^^^^  giebt  dy  =  y/—i.d€,  also 


R 


,(/*) 


.c-H»r=i 


V+*  —  »jrir 

and  eben  so  giebt  die  Gleichung  (26*) 

welche  Geltung  haben,  wie  auch  die  Zahlen  /j,  und  i  beschaffen  sind. 
Seien  jetzt  /x  und  i  ganze  Zahlen,  und 

^  +  Ä=:i,    i  +  h  =  /LI 

dann  gehen  die  vorsiehenden  Gleichungen  in  folgende  über 
und  durch  die  partielle  Integration  geht  die  zweite  dieser  tiber  in 


I 
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Vergleicht  man  diese  mit  der  ersten,  so  erhält  man  die  Relation 

in  welcher  aber  fi  und  i  gleich  Null  eine  Ausnahme  bilden. 

Wenn  man  also  filr  alle  Werthe  von  /a  die  R  CoefEcienten  berech- 
net hat,  so  bekommt  man  durch  diese  Relation ,  mit  Vorbehalt  der  an- 
geführten  Ausnahme,  alle  SCoeflicienten,  d.  h.  die  Coefficienten  der  ent- 
gegengesetzten Enlwickelung,  und  umgekehrt. 

21. 
Von  nun  an  soll  f  die  wahre  und  e  die  excentrische  Anomalie ,  so 
wie  X  und  y  bez.  die  diesen  Anomalien  zugehörigen  imaginären  Expo- 
nentialfunctionen  bedeuten ;  es  haben  bekanntlich  diese  beiden  Winkel 
die  Relation  zu  einander,  die  oben  allgemein  zwischen  /*und  e  voraus- 
gesetzt wurde.  Aus  der  bekannten  Relation  zwischen  f  und  e  zieht  man 
leicht 

wo,  wie  vorher,  ß  =  tg^  ist.   Für  irgend  einen  Werth  des  Exponen- 
ten /z  ist  also 

Da  nun 

KT)    —^Tj+-rT^  7' ~    <•«•»      »'  -®''^- 

so  ergiebt  sich,  wenn  man 

«^=^Ä.^'y'  '     (34) 

setzt, 

C    =  <  -  ^  /S*  +  ^^^  ß"  -  "'ir^i-'  ^  ±  etc. 
^,=         ^^-^^^  +  />^f-yV  +  etc. 

etc. 

«A*-t  —  —  T  /^  +      4«.  2      /^ 4*.aV8        ^  ^  ®^- 

'^A^«—         "TTi"/^ IV  a.  3     /^+         4«.  2».  3.  4         /^+  ®"^- 

etc. 
Der  imaginäre  Theil,  den  im  Allgemeinen  die  jR  Coefficienten  zufolge  des 
Vorhergehenden  haben,  ist  in  diesem  Falle  gleich  Null,  und  es  ist  daher 

16* 


2i  6  P.  A.  Hansen,  . 

m 

jeder  jRCoeflficieDt  kleiner  wie  Eins,  ausgenommen  für  fi=  0,  wo  sie 
alle  ausser  Rq  ^  gleich  Null  werden,  und  Ä^  =  1  ist.  Dem  zweiten  Satze 
des  Art.  19  gemäss  sind  hier  negative  und  positive  AGoefficienten  vor- 
handen. 

Wenn  fi  keine  ganze  Zahl  ist ,  so  besteht  jeder  R  Goefficient  aus 
einer  unendlichen  Zahl  von  Gliedern  und  die  Anzahl  dieser  GoefBcienten 
ist  zu  beiden  Seiten  von  R^  ausgehend  unendlich  gross.  Wenn  hinge- 
gen fi  eine  ganze  Zahl  ist,  so  zeigen  die  Ausdrücke  des  vor.  Art.,  dass 
alle  A  Goefficienten  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  bestehen, 
und  dass  die  Anzahl  dieser  Goefficienten  zur  einen  Seite  von  jR^  aus- 
gehend endlich  ist. 

Sei  /n  eine  ganze  und  positive  Zahl ,  da  die  Fälle ,  wo  fi  ganz  und 
negativ  ist,  hieraus  von  selbst  folgen ,  dann  zeigen  die  Ausdrücke  der 
JR Goefficienten  des  vor.  Art.,  dass  die  R^J^  bei  R^  abbrechen  so,  dass 
in  keinem  derselben  der  untere  Index  negativ  werden  kann.  Die  zu 
Ende  des  Art.  1 8  aufgestellten  allgemeinen  Reihen  werden  daher  in  un- 
serm  Falle 

cos/if=  JR^^  +  rT^  cos«  +  Ä^^ C0S2«  +  1^^  cos  Sc  +  etc. 

sin  fif  =  R^^  sin  e  +  Rf^  sin  ie  +  Bl^^  sin  3s  +  etc. 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Entwickelung  von  sin  f^f  dieselben  Goeffi- 
cienten hat  wie  die  von  cos  /if. 

23. 
Löst  man  die  Gleichung  (30)  in  Bezug  auf  y  auf,  so  kommt 

Dieselbe  Gleichung  geht  aus  (30)  hervor,  wenn  man  darin  x  und  y  mit 
einander  vertauscht,  und  — ß  statt  ß  schreibt.  Setzt  man  daher 


ir  =  -s'sji*^* 


so  wird 

(32)  SS*  =  M)*ä!S* 

es  mag  k  positiv  oder  negativ  sein.  Die  Gleichungen  des  Art.  1 8  geben 

demzufolge 

cos  AM  =  ±  Ä^"'  +  M"'  cos  f  ±  ät  cos  2/"  +  B^^  cos  3f  +  etc. 
sin I««  =  +  Rf  sin f±II^^ cos 2/"  +  ^»^  sin 3f ±  etc. 
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WO  die  oberen  Zeichen  für  ein  grades,  und  die  unteren  für  ein  ungrades 
^  gelten. 

Also  auch  in  den  Entwickelungen  von  cos  fie  und  sin  fie  sind  die 
Coefficienten  dieselben  wie  in  den  Entwickelungen  von  cos  fif  und 
sin/i/*,  nur  haben  sie  abwechselnd  das  entgegengesetzte  Zeichen. 

24. 
Aais  der  Gleichung  (SSI)  folgt 

da  aber  hier  augenscheinlich 
ist,  so  giebt  der  Satz  des  Art.  20, 


in  unserm  Falle  wird  also 


tRi    =  fiö^ 


<  =  Mr*7Ä.^^  (33) 

Diese  Gleichung  ist  eine  specielle  Relation  zwischen  den  jR  Coefficienten, 
und  ist  von  grossem  Nutzen,  wenn  man  für  ^  =  1 ,  ^  =  2,  ^  =  3,  etc. 
diese  Coefficienten  zu  berechnen  hat.  Denn  nachdem  man  durch  irgend 
eins  der  weiter  unten  anzugebenden  Verfahren  diese  für  die  Fälle  be- 
rechnet hat ,  wo  der  untere  Index  dem  oberen  gleich,  oder  grösser  ist, 
so  giebt  die  obige,  einfache  Gleichung  alle  Coefficienten,  in  welchen  der 
untere  Index  kleiner  ist,  wie  der  obere.  Hievon  ist  jedoch ,  wie  schon 
oben  angemerkt  wurde ,  der  Werth  fi  —  0  ausgeschlossen ,  weil  diö 
Gleichuqg  für  diesen  Fall  nicht  gilt;. 

•  g 

."••'..■■.■■  -25. 

Um  andere  Gleichungen  zwischen  den  JR  Coefficienten  zu  erhalten, 

■ 

bemerke  ich  zuerst,  dass.iqs^  durch. Hülfe  der  Gleichung 

unmittelbar  qine. Gleichung  zwischen  vier  jR  Coefficienten  ableiten  könnte, 
die  ich  jedoch  weglassQ,  weil  sich  zweckmässigere  finden  lassen.  Das 
Differential  der  vorstehenden  Gleichung  giebt 

und  die  Gleichung  selbst 
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hieraus  folgen  die  beiden  Gleichungen 

Substituirt  man  hienn  die  Gleichungen 
so  bekommt  man 


(34) 


ÄS'^^Är-^^iJiJii 


die  den  Uebergang  von  den  ÄGoefficienten  der  Potenz  /n  zu  denen  der 
Potenz  /ii+i  zeigen,  von  welchen  jedoch  nur  die  zweite  stets  diese  aus 
jenen  mit  der  erforderlichen  Sicherheit  giebt. 

Wenn  man  die  i? Coefficienten  für  dieWerthe  /i=i,  fi=%  ii*=3, 
etc.  zu  berechnen  hat ,  so  kann  man  auf  folgende  Art  mit  Leichtigkeit 
und  Sicherheit  verfahren.  Die  Gleichung  (30)  giebt,  wenn  man  den  Nen- 
ner derselben  in  eine  unendliche  Reihe  auflöst, 

Hieraus,  so  wie  aus  den  allgemeinen  Ausdrücken  des  Art.  21  für  die 
jRCoefficienten  folgen, 

I^'\=  -ß-  rT  =  1-/S«;  Ft^'  =  ßii-f);  M*'  =  ^{^-^;  etc. 

die  zur  Berechnung  der  Coefficienten  fnv  /j,=  \  dienen.  Nachdem  man 
diese  berechnet  hat,  bediene  man  sich  der  zweiten  Gleichung  (34)  zur 
Berechnung  derjenigen  Coefficienten  für  /i  =  2,  ^=^3,  etc.,  in  welchen 
der  untere  Index  nicht  kleiner  ist  wie  der  obere,  und  der  Gleichung  (33) 
für  die  übrigen,  mit  Ausnahme  von  1=0,  für  welche  diese  nicht  gilt. 
Setzt  man  aber  i  =  —  1  iji  die  zweite  (34),  so  wird  wegen  A^i  =  0, 

(35)  <'  =  -/SiC'' 

und  diese  dient  endlich  zur  Berechnung  der  R^ . 
Da 

ist,  so  führt  die  Entwickelung  von  x~''*  auf  dieselben  .Coefficienten  wie 
die  von  a?+'*,  nur  enthält  jene  blos  die  negativen  Potenzen  von  y.  Mit 
andern  Worten  aus 

o;^  =  äJT^  +  Äi^\y  +  fif  y«  +  etc. 
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erbalt  man  sogleich 

und  ebenso  verhält  es  sich  mit  der  entgegengesetzten  Entwickelung. 

26. 

Wenn  man  nur  für  einzelne  Werthe  von  fi  oder  für  andere  wie 
ganze  Werthe  die  ÄCoefficienten  zu  berechnen  hat,  oder  wenn  man  die 
nach  den  Regeln  des  vor.  Art.  ausgeführte  Rechnung  einer  ControUe 
unterwerfen  will,  so  kann  man  sich  des  folgenden  Verfahrens  bedienen, 
welches  auf  ähnliche  Art  wie  im  vor.  §  die  Verhällnisse  dieser  Coeffi- 
cienten  durch  KettenbrUche  giebt. 

Setzt  man  i+  1  statt  i  in  die  erste  Gleichung  (34),  und  eliminirt  dann 
zwischen  dieser  und  der  zweiten  (34)  den  Coefficienten  jR,^.i  ,  so  kommt 

ßiä^'—[i+\—[i^-[i+\^^fi)ß']R'tlx  +  ß[i  +  ^^  (36) 

welches  eine  Gleichung  zwischen  je  drei  auf  einander  folgenden ,  einem 
und  demselben  Werthe  von  (i  zugehörigen  Ä  Coefficienten  ist. 
Sei  nun  für  positive  Werthe  von  % 


„(W 

—  Pi 

Vi  — 

FiYi 

{i+ft-t)ß 

<+A»-< 

<+{<+2/»)/»* 

•»(<+a/*8ia'i9>) 

dann  geht  die  Gleichung  (36),  nachdem  darin  ^+i  statt  i  gesetzt  wor- 
den ist,  über  in 

0  =  1—7,  +  Yi  Yij^x  Xij^x  (37) 

und  es  entstehen,  gleichwie  im  vor.  §,  die  Kettenbiilche 

4— etc.  h—lj^x 

4 —  etc. 

wovon  stets  der  folgende  aus  dem  vorhergehenden  durch  Hinzufügung 
Eines  Gliedes  entsteht. 

Hat  man  hieraus  die  y,  und  daraus  wieder  durch  die  Gleichung 

Pi  =  Fi  Yi 
die  Pi  berechnet,  so  wird  schliesslich 

Rf^i  =  n^  PiPzPs  '*^Pi 
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Um  die  Grenze  za  finden,  nach  welcher  die  yi  hinstreben,  verfohre 
ich  wieder  wie  oben.  Es  wird 

X^  =  ^sin^y 

0  =  4— 4y^+sinV    f^ 
woraus 

hervorgeht.  Es  hat  also  y  hier  denselben  Grenzwerth  wie  oben  bei  der 
Entwickelung  der  positiven  Potenzen  des  Radius  Vectors. 

27.  ■ 
Uta  die  Verhältnisse  der  jRGoefBcienten,  in  welchen  der  untere  Ini- 
dex  kleiner  ist  wie  der  obere,  durch  Kettenbrüche  auszudrücken,  be- 
merke ich ,  dass  aus  den  Ausdrücken  dieser  Coefffcienten  im  Art.  21 
hervorgeht,  dass  man  diese  aus  jenen  erhält,  wenn  man  in  den  Aus- 
drücken der  letzteren  — /i  statt  /n  schreibt  Man  braucht  daher  nur  die- 
selbe Veränderung  mit  den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  vorzunehmen,  um 
die  verlangten  Kettenbrttche  zu  erhalten.  Sei  zur  Unterscheidung 

M 


^/«-i+i 


•  2(i — 2f*  sin  *^9)          ' 

dann  wird  die  Relation  (36)  .  .  : 

und  man  zieht  daraus 

'         t  —    ^ 


4— &,+! 


etc. 


4— etc. 

•  •      •  •  •  ••        1. 

Der  vorstehende  Ausdruck  für  ik,- zeigt,  dass  wenn  fi  eine  ganze 

Zahl  ist, 

•   fc^  =  0  und  fc^i  =  0 
ist,  und  daher 

f^i  =  1  und  f^  =  1 

werden.  Der  Kettenbruch  bricht  also  in  diesem  Falle  bei  k^^i  ab ,  und 
es  wird 
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Der  Ausdrack  für  6,-  zeigt,  dass 


ist,  und  es  wird  daher 


iRÜÜ  =  Jliüi  =  etc.  =  0 


wie  oben  auf  andere  Art  bewiesen  wurde. 


28. 
Die  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  des  Art.  6  auf  den  vor- 
liegenden Fall  verlangt,  um  einfache  Ausdrücke  zu  erhalten,  eine  beson- 
dere Zerlegung.   Im  vorvor.  Art.  wurde  gezeigt,'  dass  die  Grenze  der 
Yi  für  wachsende  i,  sec  ^+a)  ist.  Ich  setze  nuö 

WO  also  für  wachsende  %  das  Product  A,-  g,-  nach  der  Grenze  Eins  hin- 
strebt. Subslituirt  man  diesen  Werth  von  y,,  so  wie  den  Ausdruck  (38) 
für  Xi  in  (37) ,  so  entsteht 

Den  eingeführten  Factor  A,  werde  ich  nun  benutzen,  um  den  zusammen- 
gesetzten Nenner  des  letzten  Gliedes  dieser  Gleichung  fortzuschaffen. 
Zu  diesem  Ende  brauchte  ich  nur  hi  der  Grösse  %  +  (i+2^)/3*  gleich  zu 
setzen,  allein  wenn  ich  diesem  Ausdruck  noch  im  Nenner  die  Grösse 
f(1+/f^  hinzufüge,  so  wird  bewirkt,  dass  für  wachsende  ♦  der  Factor 
A^nach  der  Grenze  Eins  hinstrebt,  und  dass  nun  folglich  auch  qt  die- 
selbe Eigenschaft  besitzen  muss ,  weil  sonst  das  Product  hi  qi  sie  nicht 
besitzen  kann.  Sei  also 

dana  geht  die  obige  Gleichung  in  folgende  über 

1  — g.|i+-^/^ jjiipij — F9^ij 

Vergleicht  man*  diese  mit  der  Gleichung  (A)  des  Art.  6,  so  findet  man 
und  hiemit  geben  die  Endformeln  des  genannten  Artikels 

etc.  etc. 
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^—ßi 


'-r! 


4  —  etc. 

Wenn  fi  ganz  und  positiv  ist,  können  die  /*,,  d„  etc.  nie  Null  wer- 
den, aber  von  den  Grössen  a„  y],  etc.  w^ird  stets  die  ^^*  gleich  Null,  und 
der  Kettenbruch  besteht  daher  aus  2(^—1)  Gliedern. 

29. 

Den  analogen  Kettenbruch  für  die  R^^i  bekommen  wir  wieder 
durch  die  Substitution  von.— ^  statt  /n  in  die  Formel  des  vor.  Art.  Es 
wird  also  hier 

•  »•(•+4)    ^    '  r«  (,  +  4j(,  +  2)      H 

'^«—    «4.2)(»+8)   ^'   '  ^»—  (,  +  3)(i+4)  f^ 

etc.  etc. 


Si 


4 —  «1 


4-/?i 


4 — etc. 


Unter  der  oben  angeführten  Bedingung  werden  hier  die  Grössen 
«n  y.-,  etc.  nie  Null  werden,  hingegen  von  den  /?,-,  dV,  etc.  stets  die  {fi^if* 
und  die  (jti — i+1)^.  Der  Kettenbruch  ist  daher  endlich  und  besteht  aus 
2(/i— i)qpi  Gliedern. 

30. 
Für  die  Anwendung  der  eben  entwickelten  Formeln  ist  noch  flbrig  zu 
zeigen,  wie  Ä^'  bequem  berechnet  werden  kann.  Man  wird  zwar  immer 
den  im  Art.  21  gegebenen  endlichen  Ausdruck,  nemlich 

ity  =  1  -  g-> + e!^  ^  -  ^\^'-:'.'a  ~>  ±  etc. 

anwenden  können,  aber  wenn  /n  eine  grosse  Zahl,  und  dabei  ß  nicht 
klein  ist,  so  wird  die  Anwendung  desselben  beschwerlich,  weil  die  ein- 
zelnen Glieder  sehr  gross  werden,  und  sich  bei  derSummirung  fast  auf- 
heben ,  indem  stets  it^  <  1  werden  muss ,  wie  oben  gezeigt  v^rurde. 
Die  ÄCoefficienten  sind  hypergeometrische  Reiben  derselben  Gattung 
wie  die,  die  uns  im  vor.  §  begegneten,  nur  hängen  sie  von  andern  Ele- 
menten ab  wie  jene.  Aus  den  Ausdrücken  des  Art.  21  findet  man 
leicht,  dass 
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äJ+.-  =  B^iß'F{—fi,fi+i,i+i,^ 

WO  ii^i—  4  .  j  .  .  .  < .        ^-M,.  — 4.J...i 

und  auch  diese  beiden  Ausdrücke  lassen  sich  in  Einen  zusammen  zie- 
ken,  wenn  man  — ^  statt  /i  schreibt.  Man  kann  nun  die  obigen  Ver- 
wandelungsformeln  auf  diese  Functionen  anwenden,  und  ihnen  dadurch 
eine  Menge  anderer  Formen  geben,  wenn  gleich  es  scheint,  dass  diese 
FFunctionen  wegen  der  Beschaffenheit,  ihrer  EJemerite  einer  geringeren 
Anzahl  von  bequemen  Verwandelungen  fähig  sind,  wie  jene. 

Ich  werde  hier  nur  eine  Verwandelung  anfuhren ,  und  zwar  die, 
wodurch  das  vierte  Element  /?  d.  i.  sin  *fc  in  cos  *fc  übergeht.  Zufolge 
der  dazu  dienenden  Formel  (21)  wird  nun  zwar 

F(— ^,  f^+i,  i+i^f)  =  cF{—fi,  /i+1,  0,  cos^fc) 
und  diese  Form  ist  nicht  anwendbar,  weil  die  FFunction  rechter  Hand  un- 
endlich wird,  aber  vermöge  der  ersten  Formel  (1 5)  bekommt  man  zuerst 

F{—fi,  ^+i,  i+i,f)  =  cos'kF{i+i  +  /i,  1— /i,  i+1,  /S^ 

und  wenn  man  die  Formel  (21)  auf  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
anwendet,  so  ergiebt  sich 

F{—fi,  fi+i,  i+i,lf)  =  c  cos*&F(i+ 1  +fi,  1  —  ^,  2,  cos^ft) 
wo  man  nur  noch  die  Constante  c  zu  bestimmen  hat,  welches  hier  mög- 
Uch  ist,  weil  beide  FFunctionen  endliche  Ausdrücke  sind.   Das  mit  der 
höchsten  Potenz  von  ß  oder  sin  k  in  der  Function  linker  Hand  multipli- 
cirte  Glied  ist 

und  das  mit  der  höchsten  Potenz  von  cos  k  rechter  Hand  multiplicirte 
GUed 

V  /  2.3 fi 

Hieraus  folgt 

/•  ( 4\M-*  ^  •  ^    ....  ^ 

und  wenn  man  diesen  Werth  substituirt 

Ä^.,  =  (~  1  )'^'  fi  sin  *  cos  *fc  F(i  + 1 + iti,  1 — iti,  2,  cos*fc) 

welche  fUr  alle  ganzen  und  positiven  Werlhe  von  fi  und  i  gilt. 

Schreibt  man  —  fi  statt  /t,  so  wird 

F{fi,  —,1+i  i+1,  /3«)  =  ccos*fcF(i+1— /i,  i+fi,  2,  cos^fc) 
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und  wenn  man  diese  Gleichung  eben  so  behandelt,  erhält  man 

'äjti  =  (—1)^*  [i  sin'fc  cos^Ä F(i+ 1— ^,  1+|ti,  2,  cos^fc) 
die  auch  für  alle  ganzen  und  positiven  Werthe  voa  fi  und  i  gilt ,  aber 
dabei  die  Erfüllung  der  Ungleichheit 

(JL  — 1>0 

verlangt,  weshalb  der  Werth  von  B^    davon  ausgeschlossen  ist.  *)  Für 
.   i  =z=z  0  geben  diese  beiden  Ausdrücke 


3i.  .  ^ 

Für  die  Fälle,  in  welchen  die  vorstehenden  Formeln  sich  nicht 
bequem  anwenden  lassen ,  dient  wieder  die  halbconvergirende  Reihe, 
die  ich  jetzt  auf  ähnliche  Weise  wie  die  im  vor.  §  ableiten ,  und  bei 
welcher  ich  mich  auf  i{^  beschränken  werde.  Wenn  man  die  Differen- 
tialgleichung (1 4)  auf  die  F  Function  anwendet,  wodurch  A^  dargestellt 
wird ,  so  findet  man ,  wenn  man  zur  Abkürzung  sich  erlaubt  blos  R  zu 
schreiben,  weil  hier  daraus  keine  Verwechselung  entstehen  kann, 

deren  eristes  und  letztes  Glied  man  von  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen befreit,  wenn  man  k  durch  die  Gleichung  /?==  sinft  als  solche 
einführt.  Es  wird  somit 

dÄ«  +  dk  sinft  C08&  +  *^  -"  —  " 

deren  Integral  mit  Uebergehung  des  zweiten  Gliedes 


*)  Ich  führe  beiISu6g  an,  dafö  die,  Vergleichung  der  /sbea  gefundenen  Ausdrücke 
von  i?^,.  und  i{^,.  mit  dön  ursprudglichen.  auf, merkwürdige  Relationen  fuhrt,  von 
welchen  ich  hier  die  folgenden  anführen  will.  Die  fiinominalcoefficienten  für  jede. ganze' 
Potenz  lassen  sicU  wie  folgt  ausdrücken : 

Ferner  ist  für  jeden  ganzen  unci  positiven  Werth  von  (1,%  und  n — %, 

"       '      <.<+<  ^      4.a.t-Hi+«      + 

0  =.  1  —  ^^:^^*  +  tt±Lt=±ti±±-j:  fAc 


U.  8.  W. 
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R  ==  ie?c*«>*  +  wic-»*>*  (39) 

ist,  wo  w  und  w^  die  wiilkührlichen  Gonstanten,  und  i=  ^1Ij[  ist. 
Wendet  man  nun  zur  vollständigen  Integration  die  im  Art.  1 4  des  vor.  § 
erklärte  Methode  an ,  so  bekommt  man  zur  Bestimmung  von  w  und  w^ 
die  folgenden  Gleichungen 

i  •      f—  j to        \ d^to dw         i 

*^f*\dk^%sinkcoskJ  dk*  dÄsinJkcos* 

*^f*\dk   "•"  asinüpcos*/  "SF  "•"    dk  sinkcosk 

von  welchen,  wie  a.  a.  Orte,  nur  der  einen  Genüge  geleistet  zu  werden 
braucht. 

32. 
Setzt  man,  um  diese  Gleichungen  zu  vereinfachen, 

so  geht  die  erste  derselben  in  folgende  über 
und  um  dieser  Genüge  zu  leisten,  sei 

^  =  Co  +  r^  +  7^  +  ^  +  ^^- 

Die  Substitution  dieses  Ausdrucks  giebt  die  allgemeine  Gleichung 

mit  Ausnahme  von 

Dieser  ist  durch  0^  =  x  Genüge  geleistet,  und  die  Substitution  dieses 
Werthes  in  die  rechte  Seite  der  allgemeinen  Gleichung  giebt 

welcher  durch 

genügt  wird.  Setzt  man  diesen  Werth  in  die  rechte  Seite  der  allgemei- 
nen Gleichung,  so  kommt 

<to^         ^^^ 428^  +  488  0?» 

welcher 

genügt,  u.  s.  w.  Man  erkennt  schon  hieraus  die  Form  des  allgemeinen 
Ausdrucks  fUr  C„  nemlich 
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wo  die  ganze  und  positive  Zahl  i  von  0  bis  oo  ausgedehnt  werden  muss, 

Al    =1, 

und  für  alle  übrigen  Werthe  von  % 

ist.   Setzt  man  diesen  Wertb  von  C,-  iü  die  obige  allgemeine  Gleichung, 
so  bekommt  man 

4  6  (fr-1 )  4i.t'  =-  (2»-3)'  i4«_,  +  (2»  + 1 )  (2i-3)  l^^n 


46(i— 3)Ä  =  (2»-7)ML,  +  (2i-3)(2t— 7)ilL. 
etc.  bis 

-16(i-4)l!!I-^,=(2t-1)*il!^^,,+  (2»-5)(2t-1)4!i!(^._5, 

woraus  man  nach  und  nach  alle  ACoefficienten  berechnen  kann.  Man 
kann  diese  Gleichungen  in  eine  allgemeine  zusammen  ziehen,  wenn 
man  die  ganze  und  positive  Zahl  i^  einführt ,  die  von  0  bis  t  + 1  ausge- 
dehnt werden  muss,  es  wird  alsdann  allgemein 

1 6(i-2i>+1 )  iii2^!.,^= (21- W+1)M;14,+i  +  (2i- W+5)(2i-4i*+1  )1^..^ 
Setzt  man  hierin  für  jedes  ungrade  i 

t«  — »±1 
*  —    s 

so  wird 

die  als  Gontrolle  benutzt  werden  kann.  Setzt  man  für  jedes  grade  t  nach 
einander 

i»  =  ii  und  i'  =  •+* 


so  kommt  wegen  A^  =  0, 


2 


.(•4-1)  5     Ai)  .(•+!)  9     .(0 

deren  man  noch  mehrere  geben  kann. 

33. 
Geben  wir  nun  den  beiden  willkührlichen  Gonstanten  die  imagi 
näre  Form  äc~*'  und  Ac'',  wo  t  =  v^^^,   und  multipliciren  die  Aus- 
drücke von  w  und  w^  damit,  so  wird 

w  =  hc-«(C,  +  |  +  j§,  +  ^.  +  elc.) 
«.•  =  Äc«    (c,-|  +  ^.-^  +  etc.) 
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Sabstituirt  man  diese  in  (39)  und  gehl  zum  Reellen  über,  so  kommt 

Ä  =  2Acos(2/ifc-^/)(C„  — g  +  ^+etc.)  (40) 

+  2A  sin (2^fc-/)(f-  -  ^  +  ^  +  etc.) 

« 

WO  noch  die  beiden  willkührlichen  Gonstanten  h  und  /  zu  bestimmen  sind. 

Aus  den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  habe  ich  die  Werthe  der  ersten 
C  CoefBcienten  wie  folgt  gefunden, 

r  9    k       45 

^»  —  Mi^  —  57äl? 

p    8  675       a  495.      k  ^^     825 4  725 

*  524  288^    •"  65  536  65536a?*  5242880?' 

p    59  585       11   I   _88_125_    7«       ^^75     ^,       7425  ,423  375  72  765 

5  8388608^      »"8388  608^     *"  4  048576       "'4  048  576a?"'"8  388  608aj*  »"  88886Ö8«* 


/ 


y^  2  404  245   13     556  395   o     2  028  825   a      8  384  875 


6    ^268435456    "»33  554  432    »268  435  456**'      268  435456  a;' 

74  5  365 2  837  885 

33  554  432a?'  268  435  456  o;'^ 

p    57  972  94  5       tg  4  28  297  925      n  433749825      7  40444  425       • 

^7  4294967296*      +4294967296^     "*"  4  294  967  296^    "*"  4  294967  29^  ^ 

,        80  432  878  447443985  ,      4  56  808  575  ,       66  894  825 

•"    4294  967  296a?  "''  4  294  967  296a?»  "^  4  294  967  296a?*  "*"  4  294  967  296a?'* 

etc. 


34. 

Die  Bestimmung  der  beiden  willkührlichen  Gonstanten  werde  ich 
vermittelst  des  Ausdrucks  von  R  d.  i.  R^^  durch  bestimmte  Integrale, 
jedoch  auf  eine  andere  Art  wie  im  vor.  §,  ausführen. 

Setzt  man  i  =  /i —  1 ,  und  /?  =  sinÄ  in  die  Gleichung  (36),  so  wird 

M    ___       ^4         wy(M)         ,  /ir—i        nO*) 


oder 


wff*f  A*-r^      D^'       I       f* — ^      D^' 

^f*    a^  sinÄ  '^M-l  i"  2^  sinfc  ^A^l 


wenn  man 


R^^=-^ -^  (41) 

^A.  =  —  i(^3-l  +  ^I^l)l  ,.  ^x 

w,=   i(Ä2ii-d)(  ^*'^ 

schreibt.   Die  Reihen  des  Art.  1 8  geben'  aber  in  Verbindung  mit  der 
Gleichung  (32) 
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C08n{f—e)  =  äJ*  +  2F^  cosf+  etc. 
sin fi{f — e)  =  2W^  si^f+  etc. 

und  man  bekömmt  daher 

W^  =  i£'sin'fi{f-B)Binfdf 

die,  wenu  sie  in  (41)  substitairt  werden,  R^  durch  bestimmte  Integrale 
ausdrücken.  Die  Substitqtion,  die  im  vor.  §  fUr  die  Ermittelung  des  dort 
angewandten  bestimmten  Integrals  benutzt  wurde,  ist  hier  nicht  an- 
wendbar, weil  wenigstens  für  gewisse  Werthe  von  ^  und  k  die  Coeffi- 
cienten  von  df  in  den  obigen  Integralen  mehr  wie  Ein  Maximum  und 
Minimum  haben.  Man  kann  aber  dagegen  für  den  speciellen  Werth 
k  =  ^  die  obigen  Integrale  und  ihre  ersten  Differeutialquotienten  nach 
k  durch  einfache  Ausdrücke  erhalten ,  und  diese  werde  ich  zur  Bestim- 
mung der  beiden  willkührlichen  Gonstanten  h  \md  l  anwenden. 


35. 

Seien  wieder  x  und  y  bez.  die  zur  wahren  und  excentrischen  Ano- 
malie gehörigen  imaginären  Exponentialfunctionen ,  dann  wird,  weil 
ß  =  sink  gesetzt  worden  ist,  die  Gleichung  zwischen  x  und  y 

x{^ — y  sink)  =  y — sink  (43) 

Setzt  man  ferner 

V 

dann  ist  0  die  zum  Unterschiede  der  wahren  und  excentrischen  Ano- 
malie gehörige  imaginäre  Exponentialfunction,  oder  wenn  man 

f «  =  Q) 

macht,  so  ist 

wenn  c  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet.  Aus  der 
Gleichung  (43)  ziehe  ich  durch  die  Elimination  von  y 

s?  sink  —  x{e  —  \)  —  0  sinfc  =  0  • 
woraus 

ix  sink  =  fl_1  + /l  — 2öcos2fc+e» 
folgt,  welcher  Ausdruck  auch  wie  folgt  geschrieben  werden  kann, 

ix  sink  =  e—i  ±  ^y  e  +  j  —  icos2k 
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Die  Yerwaadelung  von  '/— i  in  —  /— 4  giebt  hieraus  sogleich 

m 

und  hieraus  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraction,  und  durch  den 
Uebergang  zum. Reellen 

2  sinÄ  cosf  =  cos«  —  1  +  cos  +co/2  cosco  —  2  cos2fc 

2  sin k  Bmf  =  jsin  w  jf  sin  -i-a>/2  cos«  —  2  cos2/t 

Untersuchen  wir  den  Gang,  den  diese  Functionen  annehmen,  wäh- 
rend f  den  ersten  Halbkreis  durchläuft.  Wenn  /=  0  ist,  so  ist  auch 
«0  =  0,  und  die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  vorstehenden  Glei- 
chungen  zeigt,  dass  der  ersten  derselben  nur  durch  das  obere ,  vor  der 
Wurzelgrösse  befindliche ,  Zeichen  Genüge  geleistet  werden  kann.  Da 
nun  jedenfalls  in  beiden  Gleichungen  zugleich  das  obere  oder  untere 
Zeichen  angewandt  werden  muss,  weil  sonst  nicht  der  Bedingung 
sinY+.cosY=  1  Genüge  geleistet  wird,  und  w  stets  positiv  ist,  wah- 
rend f  und  €  im  ersten  Halbkreise  liegen,  so  muss  von  a>  =  0,  welchem 
fz=:0  entspricht,  ausgehend  in  beiden  Gleichungen  das  obere  Zeichen 
angewandt,  und  hiemit  fortgefahren  werden,  bis  «  sein  Maximum  =  2k 
erreicht.  Für  dieses  Maximum  ist  die  Wurzelgrösse  gleich  Null,  und 
würde  imaginär  werden,  wenn  man  ca  grössere  Werthe  beilegen  wollte; 
cos /*  ist  unterdess  negativ  geworden.  Setzt  man  nun  f=  180^  so  ist 
wieder  co  =  0,  und  der  ersten  Gleichung  kann  nur  durch  das  untere 
Zeichen  Genüge  geleistet  werden.  Hieraus  folgt  eben  so  wie  vorher, 
dass  man  von  w  =  0,  welchem  /*=  1 80®  =  n  entspricht,  ausgehend 
bis  w  =  2fc,  welchem  Gange  von  w  rückwärts  gehende  Werthe  von  f 
entsprechen,  in  beiden  Gleichungen  das  untere  Zeichen  anwenden  muss. 
Um  also  f\on  0  bis  n  wachsen  2o  lassen,  muss  man  zuerst  mit  Anwen- 
dung der  oberen  Zeichen  co  von  0  bis  2fc  zunehmen,  und  dann  mit  An- 
wendung der  unteren  Zeichen  a>  von  2fc  bis  0  abnehmen  lassen.  Man 
sieht  hieraus  leicht,  wie  der  Zeichenwechsel  beschaffen  ist,  wenn  f  den 
zweiten  Halbkreis  durchlaufen  müsste. 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

M  =  cos^^eo  V  2  cos  co  —  2  cos  2k 

N  =  sin^^co  /2  cos  w  —  2  cos  2fc 
so  wird 

Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wifunsch.  IV.  17 
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i» cosctf  — i     I        M 


•     /»  sin  et»         1^       N 


woraus 


S  sin  A      —  2  sin  fc 


«;«  /» J  /*  sin  a>     »     -7-  dir     doj 

'     '  2  sinJk  1^  dcu  2  sinft 

^^«/*J/*  cosor    1      _L  dN     d« 


folgt.  Substituirt  man  diese  in  die  obigen  Ausdrücke  für  7^  und  W^, 
nimmt  auf  die  Grenzen  der  Integrale,  und  die  eben  erklärte  Anwendung 
der  doppelten  Zeichen  Rücksicht,  so  findet  man 

^A*  =  avsirjfeyo  ^^^  f^"^  ^^^ ""  ^"^^  +  i;rii^y2*  ^^^  '^^  ^^^ "  ''^ 
+  i;riirÄ/  cos^a>^(ia>   —  rafc/'^^^^'^'^ä^''^ 

^M  =  STinnfc/    ß^'^/^^  si^«<'«>  +  %^Jl  sin^«  sincödo) 
4       r^   ^         dM  j        .       4       r^    .         dir  , 

2]r  sinA^O  r*      d(tf  '    %n  sinkj2k  ^      dw 

Aber  die  beiden  Integrale  der  ersten  Zeile  eines  jeden  dieser  beiden 
Ausdrücke  heben  sich  augenscheinlich  gegen  einander  auf,  die  der  zwei- 
ten Zeile  sind  auch  einander  gleich,  aber  sie  addiren  sich.  Es  wird  daher 

« 

17-  ^         /***  diV  j  wir  ^         r**    •  dM  j 

Die  Differentiale  von  M  und  N,  welche  hier  vorkommen ,  werden 
an  der  oberen  Grenze  der  Integrale  unendlich  gross ,  und  man  darf  da- 
her die  vorstehenden  Ausdrücke  nicht  anwenden,  aber  es  ist  leicht, 
ihnen  eine  andere  Form  zu  geben,  in  welcher  alle  Elemente,  aus  wel- 
chen sie  bestehen ,  endliche  Werthe  haben.  Durch  partielle  Integration 
wird 

/  COSTCO  ^  do}  =  N  cos/ica  +  fij  N  siüfKodoo 

J  sin fi(o  j^dto  =  M  sinfim  — fij  M cos fiwdw 

aber  an  beiden  Grenzen  a>  =  0  und  w  =  2fc  der  obigen  Integrale  ist 

N  cos /io)  =  0 ,     M  sitifKo  =  0 
es  folgt  hieraus,  dass 

(")      ^^  =  ir4*X    ^sin^cödco;   W^  =  ^^£'m  cos ^(odfo 
in  welchen  kein  Element  unendlich  gross  wird. 
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36. 

Gehen  wir  zu  den  im  vor.  Art.  angegebenen  Aasdrücken  für  M  und 
N  zurück,  und  setzen 

P=  /1— 2öcos2fc  +  fl* 


so  findet  sich  leicht,  dass 


8  cosZJfc  ,    4 


ist.  Da  nun  der  Modul  der  imaginären  Grösse  6  gleich  Eins  ist,  und  die 
Wurzelgrössen  P  und  Q  einen  positiven  Exponenten  haben,  so  kann 
man  diese  in  unendliche,  nach  den  gaifzen  und  positiven  Potenzen  von 
6  und  bez.  von  —  fortschreitende,  unendliche  Reihen  entwickeln,  die  fllr 
jeden  Werth,  den  0  annehmen  kann ,  convergiren.  Bezeichnet  man  die 
Coeflicienten  dieser  Reihen,  die  Functionen  von  k  und  dem  Index  i  sind, 
mit  Ei,  so  wird 

P=\  +  E^  e  +Ej^ti^+E^e^  +  E^e^  +  etc. 

Q  =  i  +  E,^  +  E,^.  +  E,^  +  E,±,  +  elc. 
woraus  sofort 

M  =  i  +  E^cosoD  +  jE'jCosäcö  +  £'3  cos  3(0  +  E^cosito  +  etc. 
N  =        E^sixKo  +  E^  sin  2cö  +  E^  sin  3«  +  E^  sin  4«  +  etc. 

folgt.  Diese  Reihen  sind  deshalb  merkwürdig ,  weil  sie  für  M  und  N 
stets  reelle  Werthe  geben ,  während  die  Ausdrücke ,  aus  denen  sie  ab- 
geleitet sind,  für  gewisse  Werthe  von  co  imaginär  werden.  Die  Beant- 
wortung der  Frage,  was  sie  für  Werthe  von  M  und  iV  geben,  wenn  darin 
Werthe  von  co  substituirt  werden,  die  das  Maximum  dieser  Grösse  über- 
steigen, ist  sehr  leicht  zu  finden.  Setzt  man 

und  bezeichnet  die  daraus  hervorgehenden  Werthe  von  E„,  M  und  N 
bez.  miCEl,  M^  und  iV\  so  findet  man 

El  =  {—iYE,,     M^  =  M,     N'  =  —N 

diese  Reihen  geben  also  in  dem  genannten  Falle  bez.  die  Werthe  von 

sin  iu)  /2  cos2Ä  —  2cosa)     und     —  cos ito  V^2  cos  2fc  —  2  cos ca 

17* 
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Nach  der  Substitution  der  vorstehenden  Reihen  in  die  Ausdrücke 
(44)  haben  die  Integrationen  keine  Schwierigkeiten  mehr,  man  findet 
leicht 

y  =jM!£^  j^  cos2fc  +  ^  cos  4fc  +  ^ 

llkElM, 


^^^^^!-#4sin2fc  +  --^sin4fc  +  -^  + 


n  sink 


-^S?|       ;&sm2*+l^sin4ft+A5.si„6ifc+etc.)  +  |^, 

bei  welchen  zu  bemerken  ist,  dass  die  Glieder  innerhalb  der  Klammem, 
die  mit  fi^ — ^*  dividirt  sind,  und  also  unendlich  gross  werden,  wegge- 
lassen werden  müssen ,  und  die  ausserhalb  der  Klammem  befindlichen 
Zusatzglieder  an  ihre  Stelle  treten. 

Dieses  gilt  jedoch  nur,  wenn  fi  eine  ganze  Zahl  ist;  wenn  dieses 
nicht  der  Fall  ist,  so  fallen  die  von  .E^  abhängigen,  ausserhalb  der  Klam- 
mem stehenden  Zusatzglieder  weg ,  und  innerhalb  der  Klammem  findet 
keine  Ausnahme  statt.  Durch  Hülfe  der  Gleichung  (41)  geben  nun  die 
vorstehenden  Ausdrücke 

^?  =^^  \p  -  A'^^«  ^'^  -  ?S  eos  6ft  -  J5,  cos  8fc  -  etc.  | 
+  SS|^iSi^2fc+^;£;,sin4fc+^sin6Ä+ 

^     hfl    ^f*nsm*k         ^         VTTSin** 

WO  dieselbe  Bemerkung  gilt  wie  oben. 

Durch  dieselbe  Analyse  kann  man  auch  JRJ^i  und  JR^i  ausdrücken ; 
ich  werde  hier  blos  diesen  Coefficienten  geben,  weil  jener  in  dieser 
Abhandlung  nicht  gebraucht  wird.  Die  Gleichungen  (42)  geben 

ß/H-l    =     ^fA  ^f» 

substituirt  man  hierin  die  obigen  Ausdrücke  für  W]^  und  7^«,  so  bekommt 
man  sogleich 

«Ä.  =  ^^S^(^  +  ;i|TCOs2Ä  +  ,-|,cos4Ä  +  ^-$,cos6Ä  +  etc.j 

+  lSffi        ;:|T«'n2Ä  +  4^sin4Ä  +  ^«n6ft  +  etc.j 
WO  kein  Glied  eine  Ausnahme  bildet. 
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37. 
Um  aus  den  vorstehenden  Ausdrücken  die  Summenausdrücke  fui: 
R^    und  jj^  in  dem  speciellen  Falle  fc  =  y  zu  erhalten ,  müssen  wir 

dB 

erst  die  Ausdrücke  von  En  und  -^  für  denselben  speciellen  Fall  kennen 
lernen.  Diese  kann  man  wie  folgt  erhalten.  Sei 


xp  =  /l  —  2äz  +  z^  y     X 


dann  ist- 

■    dip 

da  —         ^X  . 

m 

Wenn  man  nun  a  ==  cos  2k  macht,  so  ist  zufolge  des  Vorhergehenden 

%lr  =  i  ^  E^z  +  E^z^  +  E^^  +  etc. 

Setzt  man  ferner 

X=  i+  U,z  +  ü^z^  +  Ü^^  +  elc. 

so  giebt  die  obige  Gleichung  allgemein 

dEn  rr 

dir  —  —  ^»-1 

Setzt  man  hierauf  fc  =  -^,  so  wird  «  =  0,  und 

V=  ^^+^  .     X  = 


also  durch  die  Entwickelung 

Vergleicht  man  diese  Reihen  mit  den  obigen ,  so  erkennt  man  sogleich, 
dass  wenn  i  irgend  eine  ganze  und  positive  Zahl  ist,  und 

1)  n  =  2» 

t^t, V        •;        1.8.8..,«  V'       da   " 

2)n  =  2t+i 
aber  a  =  cos2ä  giebt  ^  =  —  2  für  ä  =  y,  also 

dfe+i / j \i  1.8.5...gf — <         < 

dk      ^  /    4.8.8  ....  i      '   i^« 


woraus 
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38. 
Es  ist  nun  leicht  die  Summenausdrücke  von  JR^  und  -~  für  fc  =  -^ 
anzugeben.  Setzt  man  fe  =  -|-  in  dem,  im  vorvor.  Art.  abgeleiteten  Aus- 
druck für  Rf,  und 

\)  [1  =  2t 
dann  wird 

sin  2/ufe  =  sin  in  =  Q 

cos  2^fe  =  cos  in  =  ( —  1  )* 
E^=E^  =  etc.  =  0 

2)  ^  =  2i  +  1 

sin  2/ufe  =  sin  (in  +  y)  ^^^  ( — '' )* 
cos  2^fe  =  cos  (in  +  y j  =  0 
und  der  genannte  Ausdruck  füi*  JR^    giebt 

welches  jedoch  eine  schwach  convergirende  Reihe  ist.  Man  kann  aber 
den  Fall,  wo  fi  ungrade  ist,  auf  den  wo  ill  grade  ist  hinführen ,  und  da- 
durch zugleich  die  Summe  der  vorstehenden  Reihe  geben.  Setzt  man 
2i  statt  i,  und  darauf /t  =  2i  in  die  zweite  Gleichung  (34),  so  kommt 

(45)  Ä2,+i    =  Ä2,- ^  it2,4.i  sm  fc 

Der  Ausdruck  für  JR^t  des  Art.  36  giebt  aber,  wenn  man  darin  ^  =  2i 
und  fc  =  "T  setzt, 


hervorgeht.  Sei 
dann  wird 


Ä,  =  0 


es  wird  also 


und  wir  bekommen  zugleich  für  die  obige  Reihe  folgenden  Summen- 
ausdruck 

(46)   ?^£,,  =  (_4).+«^jJ,  +  -^_J^  +  j^H:etc.j 

WO  2i  + 1  für  fi  gesetzt  werden  muss. 

Dififergntiirt  man  die  Gleichung  (45),  und  verschiebt  den  Index  um 
eine  Einheit,  so  wird 
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dk 

M 


dk 


>(M+i) 


4f+8  rf.A^gS^sinfc 
2i+4  dk 


Der  Ausdruck  von  R^i  des  Art.  36  giebt  durch  die  Differentiation 


d  .  Ä^jj  siD  k 
dk 


2   2  cos  ^M 

*  IC 

sin  3/<fc 


+     l* 


n 

C08  gjufc 

sin  t(ik 

n 

cos  2/iA: 


i.  +  ^cos2fc  +  ^cos4fc  +  etc. 
-^  sin  2fc  +  -xä  '^^^  **^  +  ®*^- 


Hl 

8£i 


4£, 


sin  %k  +  ^  sin  4fe  +  etc. 

4£i 


^  cosäfc  +  ^  COS  4fc  +  etc 


dBt 


dB* 


^  cos  SIA  +  ^  cos  4Ä  +  etc 


dF. 


dg. 


Setzt  man  hierin  /4 


^  sin  2fe  +  ^  sin  4fc  +  etc. 
2i  +  4  und  ä  =  y ,  so  ergiebt  sich 

=  0 


d.A^S^^sm* 


und  es  wird  also 


dR- 


dk 

(2t) 


dk 


dk 


if) 


Differentiirt  man  endlich  den  Ausdruck  von  R^   des  Art.  36  nach  k,  und 

setzt  nach  der  Differentiation  fi  = 

zuerst 


2i  +  i  und  Ä  =  ~,  so  bekommt  man 


dA 


,(2»+l) 


Ä+l 


dk 


und  dieser  verwandelt  sich  vermöge  der  Gleichung  (46)  in 

dE2i+l 


<t^ 


{2i—i)Etc~i 


dk      —  ^'''         ■  >'  •"»*         '     d& 

womit  die  speciellen  Summationen  ausgeführt  sind.   Substituirt  man  die 
Werthe  der  f^CoeflSicienten  des  vor.  Art.,  so  ergiebt  sich  für  k  =  y, 


^d(2H-2) 

dk 


n 


,(«4-1) 


2i+l 


(j  \,'     4. 3. 5....  2t — 4  4 

^  i      4. S.S....     t      •  ¥h 

V         V         4.8.8...     f        •    "SF" 


39. 
Um  die  eben  gefundenen  Ausdrücke  zur  Bestimmung  unserer  beiden 
willkührlichen  Constanten  bequem  anwenden  zu  können,  ist  erforderlich, 
dass  sie  in  halb  convergirende  Reihen  umgewandelt  werden.  Die  einfachste 
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Art  dahin  zu  gelangen  scheint  mir  die  folgendQ  zu  sein.  In  Euler'g  InsL 
cal.  diff.  Cqp.  VI.  ort.  459  ist  folgende  Gleichung  bewiesen, 

logl  +  log2  +  ... +  log»  = 

ilog27r  +  (n+i)logn-«  •+ j4^  —  ,-5j-.  +  j^.  +  etc. 

WO  A,  B,  Cy  etc.  die  Bernouillischen  Zahlen  sind,  nemlich 

Nennt  man  nun  wieder  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  c, 

und  «etzt  ^         " 

n{n)  ==  1.2.3  ...»     •_. 

« 

SO  verwandelt  man  diese  £u/^sche  Gleichung  leicht  in 

n{n)  ==  nrcr^^ftm  .  c^" 


aber  es  ist 


also  auch 


wo 


4.3.5...2n— 4  JI(2n) 


4.a.8 n  a*»(/Z(n))» 


4.2.8...    n  -^  mt 


Ü2n  —  iU,  =  —  ±  +  ^  _  j^  +  etc. 
Löst  man  dieExponentialgrOsse  in  eine  unendliche  Reihe  auf,  so  findet  man 

4.3.5...2n— 4  2**      j 

4.2.3....  .n  yim 

WO 

f    j 4_    .        4  _6 24 899         ,       . 

*'«  8n  T"  428n«  +  4024n'  82768n*  2624  44n»  "•"  ®"^' 

.  Wendet  man  nun  diese  Entwickelung  auf  die  zu  Ende  des  vor.  Art. 
gegebenen  Ausdrücke  an,  so  wird 

in 


2i  /        iw      ii 


i-^y-^j^ 


dk 

Diese  Ausdrücke  nehmen  eine  nicht  minder  merkwürdige  Form  an, 
wenn  man  in  darin  einftlhrt ,  und  zwar  in  dem  ersten  und  dritten  durch 
die  Gleichungen, 
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»  =  Y  ,     t*  =  y  ,     etc. 
und  in  dem  zweiten  und  vierten  durch 

ry — 77  •  /;zx~  K7 1  "^ «i^ "*■  8/t*»  +  iv  +  428^- + mp  +  ®^-) 

eic*  t. 

Es  wird  diirch  diese  Substitution 

1)  wenn  fi  eipe  grade  Zahl  ist, 

it^    =(—\)T-l-K      ' 


wo 


4.4.5  34  S9> 


^=i^-Kf^_K 


[in 


^  —  ^       47i  +  55^  +  m7?       iö487?       8m^  +  ^^' 
2)  wenn  ^  eine  ungrade  Zahl  ist, 


M 


/*-! 


K  =  (-1)^  P=4^  ä: 


TTi 


/tn 


«W^>  .        ..i»-I 


•t  =  -i-,f?^K' 


WO 


Ä-i  _  1  .  jL  .  J :  -J_  _     ^^     4.    »^<»    4.  etc 


^  ~  82^»  428/*'  2048/**    ^    8492^* 

Diese  letzteren  Ausdrücke  unterscheiden  sich  von  den  ersteren  nur  da- 
durch ,  dass  die  mit  den  ungraden  Potenzen  von  fi  behafteten  Glieder 
das  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 


.         40.        ^ 

* 

Set^t  man  nun  ä  ==  ^  in  die  Gleichung  (40),  und  erwägt,  dass  da- 
durch a?  =  1  wird,  so.  entsteht 


wo 


«2:^  =  2 A8  cos  (f  —  /)  +  2  AJW  sin  (f  —  /) 

^  =  4^  4024^?  +  70486767?  "*"  ®^^* 
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Differentiirt  man  die  GleichuDg  (40)  nach  k,  setzt  nach  der  Differentiation 
Jk  =  y,  und  erwägt  dass  daraus 

dx 


folgt,  SO  bekommt  man 


äU--^ 


dk 


i^hism^^  —  l)  —  itihmcoa(^  —  i) 


sm 


wo  die  Reihen  dieselben  sind  wie  in  dem  vorstehenden  Ausdruck  von 
R^ .  Wenn  nun  /^  eine  grade  Zahl  ist,  so  wird 

lin  0^  — 1\  ^=  ^— ( — 1)T  sini 

cos(^  — /)=       (— 1)fcosr 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  vorstehenden  Ausdrücke ,  und  setzt 
diese  dann  den  bez.  Ausdrücken  des  vor.  Art.  gleich,  so  erhält  man 

^pj=  K  =  ih  cosl  .i  —  U  sin/.2R 
Ä=2Ä  sin/.g  — 2Äcoß/.2» 


Hieraus  geht  hervor  dass 
ist,  welcher  durch 


cos  /  =  sin  I 


n 


i  =  T 


Genüge  geleistet  wird.  Substituirt  man  diesen  Werth,  so  wird 

und  wenn  man  die  obigen  Ausdrücke  von  f,  S  und  3R  substituirt,  und 
die  Division  ausführt, 

Wenn  fi  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  wird 

sin(f —  /)  =  (— i)^cosl 

cos(^  — /)  =  (— 4)^  sin/ 
und  hieraus  bekommt  man  auf  dieselbe  Art  wie  oben 

-^ir»  =  2Ä  sin/ .  8  +  2A  cos/ .  a» 

-^JSr»  =  2Acos/.8  +  2Ä  sin/.ÜR 


also  wieder  sin  /  =  cos  /.    Setzt  man  daher  wieder  l  =  -j  in  diese 


Gleichungen,  so  geben  sie 
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ir»  =  2A  {8  +  m) 


/in 

Die  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  oben  für  h  gefundenen  zeigt, 
das3  daraus  derselbe  Werth  für  h  hervorgeben  muss.  Es  wird  also 
ohne  Rücksicht  auf  die  Form  von  ^  allgemein 

R^^  =  c  cos(2/ifc— 45^  j  -c  _  g  +  ^  +  etc. j 
+  c  sin(2M-45<0  j-^  -  ^  +  ^  +  etc.j 


wo 


h+«f;?  — ä6^*  +  etc-) 


und  die  Werthe  von  C^,  Cj,  etc.  des  Art.  33  anzuwenden  sind. 

Es  wurde  oben  gezeigt,  dass  die  endlichen  Ausdrücke  des  Art.  30 
für  Ä^  in  den  Fallen ,  wo  bei  grossem  fjb  der  Winkel  k  Mittel  werthe 
zwischen  seinen  Grenzen  0  und  90®  einnimmt,  am  wenigsten  geeignet 
sind,  auf  bequeme  Art  den  Werth  von  it^^  zu  geben.  Der  Ausdruck  für 
X  zeigt ,  dass  grade  in  diesen  Fällen  bei  übrigens  gleichen  Wertheu  von 
lA  die  vorstehende  halbconvergirende  Reihe  am  stärksten  convergirt.  Je 
mehr  sich  h  einer  seiner  beiden  Grenzen  nähert,  desto  schwächer  wird 
bei  gleichen  Werthen  von  (a  die  Convergenz  derselben ,  aber  grade  in 
diesen  Fällen  wird  der  eine  der  Ausdrücke  des  Art.  30  zur  Berechnung 
geeignet.  Bei  gleichen  Werthen  von  h  nimmt  bei  wachsendem  ijl  jeden- 
falls die  Convergenz  der  halbconvergirenden  Reihe  zu,  und  wenn  daher 
bei  kleinem  oder  grossem  k  die  Zahl  (jl  so  gross  ist,  dass  die  Benutzung 
der  beiden  Ausdrücke  des  Art.  30  unbequem  wird ,  so  wird  die  halb- 
convergirende Reihe  dienen  können.  Die  Anzahl  der  oben  numerisch 
entwickelten  C CoeflBcienten  wird  wohl  in  jedem  Falle,  wo  es  der  vor- 
hergehenden Auseinandersetzung  zufolge  zweckmässig  ist  sich  ihrer  zu 
bedienen,  hinreichend  sein.  Ich  bemerke  noch,  dass  diese  Coefficienten 
von  fji  unabhängig  sind,  und  dass  sie  daher  in  den  Fällen,  wo  man  den 
Coefficienten  Ä^  zwar  für  mehrere  Werthe  von  fi,  aber  einem  und  dem- 
selben Werthe  der  Excentricität  oder  k  entsprechend,  zu  berechnen  hat, 
dieselben  bleiben,  und  nur  ein  Mal  berechnet  zu  werden  brauchen. 


41 


Im  Vorstehenden  ist  alles  enthalten,  welches  zur  bequemen  Be- 
rechnung von  R^  erforderlich  ist,  ich  wilj  indess  noch  einen  merk- 
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Würdigen  Satz  geben,  welcher  sich  aus  einer  der  obigen  Relationen 
leicht  ableiten  lässt.  Schreiben  wir  jetzt,  da  verschiedene  Werthe  von 
k  in  Betracht  gezogen  werden  sollen ,  R^  ^  statt  Ä^  ,  setzen  in  den  im 
Art.  36  entwickelten  Ausdruck  von  R^\  k^  statt  k,  und  bezeichnen  die 
daraus  hervorgehenden  Werthe  der  jECoeflicienten  durch  E*,  so  wird 

.   f^i  pl  Bin  if,k'        ,  ,v    fc'g;. 


Setzt  man  nun 


&>  =  f-fe 


SO  bekommt  man  die  Gleichungen 

sin  W  =  cos  *Ä 

sin  2/ifc*  =  —  (— iy  sin2^ifc 

cos  2/ifc*  =        {—^Y  cos  2/ifc 

sin  ifik^  =  —  sin  ifik 

sin2fc*  =        sin2fc 

N  sin  4Ä*  =  —  sin  ik 

sin  ßk^  =        sin  6ft 
etc. 

cos  ik^  =       cos  4A 

cos  6Ä*  ==  —  cos  6ft 

etc. 

wodurch  der  vorstehende  Ausdrück  in 

Ä(-T-*)  =  _(_,y.^^*jJ,__^eos4Ä-^cos6fe-;^cos8fc-etc.j 

-HrSFJ^iSi°2Ä+gE?^,sia4&+^£,sin6H^£.sin8*+etc.j 

übergeht.  Vergleicht  man  diesen  mit  dem  Ausdruck  fürÄ^  des  Aft.  36, 

■  ••  . 

so  kommt  sogleich 

durch  welche  Relation  die  Werthe  von  R^  für  ein  grosses  fc  auf  die  fUr 
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ein  kleines  k  zurück  geführt  werden.  Es  folgt  hieraus  von  selbst  die 
entgegengesetzte  Relation,  wodurch  R^  für  ein  kleines  k  auf  A^  für  ein 
grosses  k  hingeführt  wird. 


§  m. 

Entwickelung  der  Functionen  (>"  cos  mf  und  (>''  sin  mf  in  Reihen ,  die 
nach  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  der  excentrischen 

Anomalie  fortschreiten. 

42. 

Die  Entwickelungen  der  beiden  vor.  §§  geben  schon,  wenn  sie  mit 
einander  verbunden  werden,  die  Auflösung  dieser  Aufgabe.  Es  war 

Setzt  man  daher 

Q^ar  =  SW"i'"'  y' 

so  erhält  man  aus  der  Multiplication  der  beiden  ersten  Reihen  mit  ein- 
ander, 

w-'"  =  y^^'^r'  +  vrÄr+"  +  yrÄ!"+*'  +  etc. 

+  yfÄr''+vri?r''+ etc. 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

r 

43. 
Man  kann  aber  diese  Aufgabe  auch  direct  lösen,  und  bekommt  da- 
durch, namentlich  wenn  n  eine  ganze  und  positive  Zahl,  und  m^n  ist, 
einfache  Resultate,  indem  man  auf  lauter  endliche  Ausdrücke  hingeführt 
wird. 

Die  Gleichung 

{}  =  1  —  sin  qp  cos  « 

giebt,  wenn  wir  die  zur  wahren  und  excentrischen  Anomalie  gehörigen, 
imaginären  Exponentialfunctionen  wieder  mit  x  und  y  bezeichnen ,  wo- 
durch wie  oben 

wird, 

far  =  cos  *"iy  y"  (i —ßyf-"  {\  ^  ■J^)"''""' 
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Durch  die  Entwickelang  der  beiden  Binomien  ergiebt  sich 


/?\H-»»»  --.  i n+f»  /?     ,    fH-m.nrHn-4   /?• 

und  hieraus 


/s'y»- 


<  .  a-.  8 


/S'y'  +  etc. 


( 


i-?; 


4   .   2 


rit,  m 


w:""= 


fi,  m 


m+1  — 
m4J8  — 


cos  ^4^9) 

—  cos  ^\(f 

cos  ^"4^9) 
etc. 

W2r=-cos^-H) 

w:ir=  cos^-^ 

etc. 


rM,  m 


-/^  + 4'  ■  >» .  8  ■  4 /S'  +  etc. 


tl-lfl 


n-t» .  n-1  -m 


i .  n-1  -m  rj»   I 


etc. 


H»  o   ■    «»*-«l* .  »-4-H» 


^^»«-mV(n-<r-m»..,.a.Hn^  +  etC.) 


fi+m.n- 


etc. 


Diese  Ausdrücke  zeigen  sogleich ,  dass  unter  den  oben  genannten 

Bedingungen  nicht  blos  jeder  WCoefficient  aus  einer  endlichen  Anzahl 

von  Gliedern  besteht,  sondern  auch  die  Anzahl  dieser  Coefficienten  end- 

lieh  ist.   Diese  ist  stets  unabhängig  von  m  und  =  2n  +  1 ;  sie  erstreckt 

sich 

von  W?*^  bis  W?»*" 

Die  Anzahl  der  Glieder,  aus  w^elchen  jeder  Coefficient  besteht,  ist 
höchstens  =  n  —  m  + 1 ,  sie  wächst  im  Allgemeinen  mit  der  Differenz 
n — m.  Die  obigen  Ausdrücke  geben  ferner  zu  erkennen,  dass  stets 

rf  t  — t 

ist,  welcher  Satz  auch  schon  eine  nothwendige  Folge  davon  ist,  (>*  cosmf 
und  p"  sin  mf  reelle  Grössen  sind. 


44. 

Man  kann  zwischen  je  drei  aufeinander  folgenden  W  Coefficienten, 
die  denselben  Werthen  von  n  und  m  zugehören ,  eine  linearische  Glei- 
chung finden.  Die  Gleichungea 

=  cos^i9)(l  +  /S«  — /?(y+-i-)) 


(47) 


\x 


^—ßy 
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geben  durch  die  Differentiation 

Hiemit  wird  zuerst 

die  sich  leicht  in 

verwandeln  lässt.  Substituirt  man  hierin  die  Werthe 

so  bekommt  man  sogleich 

(i+lH^)/?W.!;:r— [i-^+(t4m)/5^W;'"+(t^^  (48) 

welche  mit  (36)  übereinstimmt,  wenn  man  n  =  0  macht. 

Um  von  einem  Exponenten  zu  andern  überzugehen ,  lassen  sich 
zwischen  vier  WCoefficienten  zweckmässige  Gleichungen  finden.  Die 
(47)  geben,  nachdem  die  erste  durch  die  zweite  dividirt,  und  der  Quo- 
tient mit  ()"  jf*  multiplicirt  worden  ist, 

^n+i^-i  _  i5os»i9)  (^  — 2/?  +  /S*y)  p" a^ 
woraus 

^n+l,«.-!  ^  ^^g  ,^  y^n^m  _  ^^  ^^^  ,^  W^  *  +  /5«  COS  ^\tp  W^^    (*9) 

folgt. '^)  Durch  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man  aus  dem  einzigen 
Werthe  (>®=1  alle  diejenigen  WCoefficienten  für  jeden  positiven  und 
ganzen  Werth  von  n,  und  jeden  ganzen  Werth  von  m,  welcher  <n  ist, 
berechnen,  die  man  vorzugsweise  in  der  Störungstheorie  braucht,  nem- 
lich  die  Coefficienten  von 

qx\  ()ar"*;  q^ci?\  q^\  p'ar"*;  etc. 

Um  dieses  zu  zeigen ,  will  ich  die  Formeln  für  die  ersten  derselben  an- 
führen. 


*)  Durch  Hülfe  von  (48)  kann  man  hier  einen  beliebigen  der  ITGoeflßcienten  rech- 
ter Hand  eüminiren ,  und  dadurch  eine  Gleichung  zwischen  drei  dieser  Coefficienten 
erhalten. 
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Die  Gleichung  /=i  giebt  Wo'"  =  'l  und  alle  übrigen  WCoeffi- 
cienten  sind  für  n  :=  0,  m=  0  gleich  Null.  Setzt  man  nun  n  :=:  0, 
m  =  0,  und  nach  einander  »==  —  i,  »  =  0,  »=i,in  (49),  so  erhall  man 

W:!:r'  =  cos  *i<p ;  ^  Wo''  ~*  =  —  2ß  cos  »i9 ;  Wl' "'  =  /S*  cos  »i^j- 


ruf  tu  nrlf  ""lil 


und  hieraus  wegen  W,- '    =  W:^- 

Whl  =  ^ Cös'iy;   Wo''*  =^  —  ißcos'i<p;  W/'*  =  cos»i«)  . 

Setzt  man  femer  n  =  1 ,  m  =  —  1 ,  und  nach  einander  »  =  —  2, 
i==  —  1 ,  etc.  bis  t  =  2,  so  entstehen 

w^r*  =  cos  »4<p  wir' 

wtr'  =  co8'i(pWo'~^  —  2/?  cos  »i9)  wir' 

Wo**"*  =  cos  H(pWl'~^  —  2/?  cos  »i^Wo*'"'  +  /S«  cos  *^w!:['^ 
Wl*"  ~*  =  —  2/?  cos  »i9  W,''  ~*  +  /S»  cos  »iy  Wo' "' 

W,''"*=  /J»cos«i^W,''"' 

Setzt  man  n=4,  m=  1,  t  = — 2,  etc.  so  kommt 

Wi"  =  cos»i9)Wl','  ••      ■ 

W!' "  =  cos  *i<p  Wo'' '  —  2/*  cos  «i9  will 

Wo*'"  =  cos  »i9)W,'''  —  2/?  cos  »ig>Wo'''  +  /?»  cos  »iyWi,' 
etc. 

Die  übrigen  Goeificienten  für  n  =  2  bekommt  man  aus  diesen  durch  die 
Gleichung  W."'"  =  Wl'."". 

Setzt  man  «  =  2,  m  =  —  2, » =:  —  3,  etc.  so  geben  die  vorste- 
henden Goeificienten  mit  Zuziehung  von  (49) 

W^"*  =  cos  »iy  wir* 

Wfr'  =  cos  '-kipWtr'  —  2/?  cos  »i^  wV 

W^-'  =  cos  »iyWo**"*  —  2/?  cos  *i(pWLr*  +  ^  cos  'i<pWl:r* 

Wj-*  =  cos»i9W,*'~'  —  2/Jcos»^Wo*'"'  +  /S«  cos'iyWl',"* 

Wf  "'  =  cos  »iy  W,*" "'  —  2/?  cos  «i9  W,*" ""  +  /S«  cos  »i?)  Wo*' "'     . 

W^  ~*  =  —  2/J  cos  »i95  W,^  '^'  +  ^  cos  'i<p  W''  "* 

Wf-'=  /S'cos'fyW,*'-' 
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Mit  »  ^  2,  tn  =  0,  i  =  —  3,  etc.  wird 

wtr^  =  cos  *i<pw!:r* 

Wtr'  =  cos  ^(pWtr'  —  2/J  cos  »i?)  wV* 
Wtr'  =  cos  »i<pyV^~*  —  2ß  cos  «i^w!:r*  +  ^  cos  «i^wV 
W^~*  =  cos  *i(pW^~'  —  2/J  cos'iyWo'"'  +  ^  cos  »i^pW^i"* 
Wf""*  =  cos  ^i<pWs~'  —  2ß  cos »i9 W,*" ~*  +  /S«  cos  »i?» Wo'"* 
Wt ~*  =  —  2/S  cos  *iy W,*'  "*  +  /S*  cos  *i<pWt~* 

Wt'~'=  ^  cos  *i<pWl'~* 

U.  8.  W. 

Diese  Art  der  Berechnung  hat  keine  Unsicherheit  im  Gefolge,  weil  alle 
Multiplicatoren  kleiner  sind  wie  Eins,  und  keine  Subtractionen  vorkom- 

4 

men,  indem  die  WCoefficienten  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind. 
Man  kann  durch  dieselben  Gleichungen  auch  die  Coeflicienten  fttr  die 
zwischenliegenden  Werthe  von  m  berechnen ,  wenn  man  ursprünglich 
ausser  der  Gleichung  p^  =  1  auch 

Q  =  —  /S  cos ^i(p  .  y^  +  [\+f)  cos ^(p  —  ßcos^icp  .y 

zu  Hülfe  nimmt,  welche 

Wi'^  =  Wl:^  =^—ßcos^i(p;     Wo'""  =  (1+/S^  cos^iy 

giebt.  Man  kann  diese  Rechnung  auch  noch  auf  andere  Art  ausfuhren, 
denn  auf  ähnliche  Weise,  wie  (49)  gefunden  wurde,  findet  man  auch  dass 

^.+1,^+1  ^.^Qg,^  ^«,»  _  2^  ^Qg2^^  wr" + /^  cos«i<p  w;5.r ' 

ist.  Für  Wj*'**  ergeben  sich  aus  den  Ausdrücken  des  Art.  43  sofort  die 
folgenden  einfachen  Ausdrücke 

W::^  =  —  '^ßW:Ll;  etc. 

die  in  dieser  Rechnung  auch  mit  Vortheil  angewandt  werden  können. 
Es  lassen  sich  noch  viele  Gleichungen  zwischen  den  WCoefficienten 
ableiten,  die  ich  aber  hier  weglasse,  weil  die  vorstehenden  ihren  Zweck 
sicher  und  leicht  erfüllen. 
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46. 
Die  WCoefficienten  können  auch  auf  ähnliche  Weise  wie  die  der 
vor.  §§  durch  Eettenbrüche  berechnet  werden ,  und  wenn  man  sie  auf 
die  im  vor.  Art.  dargelegte  Art  berechnet,  so  ist  es  zur  Controlle  dien- 
lich, auch  einige  derselben  auf  die  folgende  Art  zu  berechnen.  Setzt 
man  fn+i  statt  i  in  die  Gleichung  (48),  so  kommt 

0  =  (m+n+i+1)/?  W:+V  -  0+(»+2i»)/S«)  W:iP  +  (m-n+i-1)/?  W:VLi 
Nimmt  man  i  stets  positiv,  und  setzt  von  t=  1  bis  t  =  n — m, 


»^m4-,— 1 


P  ^ » — m — 1-|-4    ^ n — m — i-|-4        siny 

*  i-f  (i+Äw)/?*  "         i+lm  sinHy  *  %  « 

2    (fi—m+t)  (n4^---t+^ )  /^  r         n^-tn-l-i  stny 

'^»  [t+{t+2mJ^«l[i-P-4+(f— -l+2m}/?»]  ^^  i—i-^Un  sin  ^(p  *      2 

SO  bekommt  man 

Wm+!-  =  Wm  ""  Pi  P2  Ps  •  •  •  P» 

Der  Anfangswerth  ist  hier 

aber  wenn  die  WCoefficienten  vor  W"'"*  schon  unmerklich  werden,  so 
rechnet  man  am  Zweckmässigsten  für  den  höchsten  Werth  von  t ,  den 
man  braucht,  d^  aus  folgendem  Kettenbruch 

^'~  i  '     i  +  at 


4  4- etc. 


WO 

"»  —  i(i+i)  P    '  P'  {i+i)  (i+J)  ^ 

^•~  {«•+2)(H-8)  '^'  •"  (•+3)(t+*)  '^ 

etc.  etc. 


46. 
Für  die  übrigen  Coefficienten  setze  man,  von  i  =  i  bis  t  =  n+in, 


T»-n,m 


m- 


w: 


Ay  IM 


?. ;    ?.  =  —  G,-  f. 
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G. 


k=  G 5l 


fi— in+f 


sin  9 


dann  wird 


am  sin  '^9>  '      2 


&- 


^  "~  H*i  f. '     ^•"•*  ~  H*^i  Ci-i 


etc. 


rfl,  IR 


pH.  in 


W.W,  »*  nr"'  "* 


Der  Anfangswerth  ist  wieder  ^^^^  = 
wird,, 

_  i — 2m  sin  ^q>      sec  '49 


1 ,  uad  wo  dieser  nicht  gebraucht 


wo 


& 


(»-HiHH) 


J^ 


(H-i)  (1+3)       ^^ ' 
etc. 


4+  etc. 


(n~m.fi4.4)(fi+m-i)^j 

(H-4)(i+2)  /^ 

(n-m+t+2)  (n+m~t— 4)  ^ 

(i+3)(i+4)  /^ 

etc. 


47. 
Es  wird,  um  die  vorhergehendeD  Rechnungen  auszuführen,  wieder 
nurW,«'    gebraucht;  ich  werde  aber,  wie  vorher,  so  auch  hier  etwas 
weiter  gehen.  Die  Ausdrücke  des  Art.  43  zeigen  sogleich,  dass 


w::;  =  (^i)''cos^''i^ 


rMy  OT 


WZ7  ==  {- iy  cos^w 


VT^  ~.  .  .    i 

n+m ,  <M-m-4 . .  .fi-H»-t4-4 
4    .  2     .  .  .    t 


ß'F{-'n+m,  -w~m+t,  t+1,  /S®) 


und  der  daraus  folgende  Werth.von  W^'  kann,  wenn  ß  klein  ist,  oder 
allgemein  weiin  n — m  klein-  ist ,  zur  Berechnung  angewandt  werden. 
Dieser  ist  aber  der  a.  a.  0.  gegebene  Ausdruck,  nemlich 

r««,»         j„.      {,  ,   n*—m*^   ,   n'— m».(»— 4)»— w» 


w: 


^  + 


/S*  +  etc.j 


=  C0S*»i9)j1+^,     ^    -r  <..  j. 

Ich  werde  nun  ß  =  sink  setzen ,  und  die  von  cos k  abhängigen  Aus- 
drücke suchen.   Durch  die  Gleichung  (21)  bekommen  wir  sogleich 

F( — n-^-f»,  — n+m-^,  »+1 ,  /S«)  =:  cF{ — n — m,  — n+m+t,  —  2n,  cos^fc) 

Wenn  fn<in  ist,  so  kann  der  Ausdruck  rechter  Hand  nie  unendlich  wer- 
den, obgleich  das  dritte  Element  eine  ganze  negative  Zahl  ist ,  denn  er 
bricht  stets  vor  dem  GUede  ab,  welches  die  Null  zum  Nenner  bekommen 

18* 


248  .  P.  A.  Hansen, 

würde.  Bestimmt  man  nun  die  Gonstante  c  wie  oben  gezeigt  worden 
ist,  so  wird 

n-fm-ft-f 4 .  n-fm4-<-|-a ...an 

1+4 .  i-|-2  ....  n — m 

und  hiemit  erhalt  man 

W:;7  =  (-1)'cos^iy"-^:^-;^^;'V'^(-»-»'.-'H-m+«.-2»,^ 

Um  den  Ausdruck  der  übrigen  Coeffcienten  zu  erhalten,  braucht  man 
hierin  nur  —  m  statt  m  zu  schreiben.  Also 

WZ: = (-1)--  cos  »"iy  '^-;'  :":"1;^'"  ß-Pi-n+m,  -«-«,+».  -2«.  cos'fe)    . 

beide  Ausdrtlcke  geben  übereinstimmend 

„    =cos»"iy   ^.a...n-m  p-7:ä^^os^+<.8.»n.i,-<  cos*fe  +  etc. 


48. 


.n,  m 


Stellt  man  WJ    durch  eine  Differentialgleichung  dar,  so  erhäU  man 

und  aus  dieser  kann  man  auf  die  Art,  welche  in  den  vorhergehenden 
Paragraphen  dargelegt  worden  ist,  W«  durch  eine  halbconvergirende 
Reihe  darstellen.  Allein  wenn  nicht  blos  n,  sondern  auch  m  eine  grosse 
Zahl  ist,  so  wird  diese  Reihe  nur  sehr  beschränkter,  oder  gar  keiner 
Anwendung  fähig  sein,  da  die  Potenzen  von  m  im  Zähler  vorkommen. 
Ich  werde  indess  ein  Verfahren  andeuten,  durch  welches  mUn  den  Aus- 
druck von  IVC'"*  von  denselben  oben  entwickelten  halbconvergirenden 
Reihen  abhängig  machen  kann.  Durch  Hülfe  der  Relationen  zwischen 
denjenigen  FFunctionen,  die  Gauss  Functiones  contigtioe  nennt,  kann  man 
zwischen  beliebigen  drei  FFunctionen,  deren  Elemente  um  ganze  Zah- 
len von  einander  verschieden  sind,  eine  linearische  Gleichung  entwickeln, 
und  da  nun  m  hier  eine  ganze  Zahl  ist,  so  lUsst  sich  eine  Gleichung  der 
folgenden  Form  ableiten, 

i^(«,  /*,  y,  i^*)  =  AF{a+m,  ß—m,  y,  z")  +  BF{a+m—i ,  ß—m—\ ,  y,  «^ 

wo  A  und  B  im  Allgemeinen  rationale  Brüche  in  Bezug  auf  z^  sind.  Für 
W^'"*  ist  nun  dem  Vorhergehenden  zufolge 

a  =  — n — m,  ß  =  — »-l-m,  y  =  1 ,  %  =  sink 

also  wird  für  diesen  Fall  die  vorstehende  Gleichung  ' 
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F( — n — m,  — n+fn,  4,  sin^k)  = 

AF{—n,  — n,  1,  sin^k)  +  ÄF(— n— 1,  —  n— 1,  1,  sin^ifc) 

die  erste  der  FFunctionen  rechter  Hand  ist  aber  die,  die  im  §  I  in  eine 
balbconvergirende  Reihe  verwandelt  wurde,  und  die  zweite  FFunction 
entspringt  aus  jener  durch  Yerwandelung  von  n  in  n+ 1 .  Auf  dieselbe 
Art  könnte  man  auch  W^'    von 

F{ — m,  I»,  4,  sin^Ä)  und  F( — m — 1,  m+1,  4,  sin^Ä) 

abhängig  machen ,  wodurch  man  auf  die  balbconvergirende  Reibe  des 
§  II  hingeführt  würde.  Ich  muss  mich  indess  hier  begnügen,  dieses 
Verfahren  blos  anzudeuten. 


§IV. 

Entwickelüng  der  Cosinusse  und  Sinusse  der  Vielfachen   der  excen- 

trischen  Anomalie  in  Reihen  ^  die  nach  den  Cosinussen  und  Sinussen 

der  mittleren  Anomalie  fortschreiten,  und  umgekehrt. 

49. 
Sei  e  die  excentrische  und  g  die  mittlere  ADomalie,  und  bez.  y  und 
z  die  dazu  gehörigen  imaginären  Exponentialfunctionen,  nemlich 

wo  wie  firüher  c  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet. 
Die  Coefficienten  der  zu  entwickelnden  Reihen  bezeichne  ich  mit  P^ 
und  Qi  \  so  dass 


.(0 


y  =  2±Z  P,  z' 


rh 


(A) 


z^  =  ^±z  QT  y' 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  h  und  i  ganze  Zahlen  sind,  so  ist  zufolge  des  im 
Art.  20  bewiesenen  Satzes,  und  weil  hier  augenscheinlich  Ol,-   =  0,    ist, 

^h  —  T^« 

wo  aber  der  Werth  A  ==  0  eine  Ausnahme  macht.  Es  sind  gleichfalls 
alle  P  und  Q  Coefficienten  kleiner  wie  Eins,  mit  Ausnahme  des  im  Art.  1 9 
genannten  Falles. 
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50. 
Der  Ausdruck  des  vor.  Art.  für  %  giebt  auf  dieselbe  Art  wie  der 
allgemeine  Ausdruck  zu  Anfang  des  §  II, 

(50)  Ol*' =  ^^^^z*  y-t  dy 

aber  aus  der  Relation  zwischen  der  excentrischen  und  der  mittleren 

Anomalie,  nemlich  aus 

g  =  ^  —  c  sin  £ 
zieht  man 

(51)  z  =  yc'-^^^^ir) 
und  hiemit  geht  das  vorstehende  Integral  über  in 


(52) 


Sei  nan  überhaupt 

(53)  c'i'-T)  =  S±^  4'' y 

dann  kann  man  sich  darch  die  Entwickeluog- leicht  überzei^eD,  dass 

y(— m)  '        j(w) 

Die  Substitution  des  Ausdrucks  (53)  verwandelt  den  (50)  in 
Da  nun,  wenn  p  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 


(54) 
ausgenommen 


L„r=ifdy^<^ 


so  giebt  der  vorstehende  Ausdruck  sogleich  h — t — m  =  0;  und  also 
(55)  Qf''=/t"  ■  ■     ■  ■ 

und  hieraus  ergiebt  sich  zufolge  des  vor.  Art. 

(56)  /^;z=i/|-">     . ,  ■ 

wo  aber  A  =  0  eine  Ausnahme  bildet. 
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Dieses  Resultat  ist  in  reeller  Form  schon  von  Jacobi  in  CreUes 
Journal  Bd.  XY  gegeben,  aber  auf  ganz  andere  Art  bewiesen,  und  der 
AusnalimeÜBill  nicht  berücksichtigt. 


51. 

Um  Po  zu  erhalten,  wende  ich  die  Gleichung 


^0—i^Jyr^    y' 


da 

z 


an,  die  aus  dem  Ausdruck  fbr  7^  des  Art.  49  folgt.  Die  Gleichung  (51) 
giebt  durch  die  Differentiation 

T  =  7-T0+^)^y  (37) 

womit  die  vorstehende  übergeht  in 

•  * 

Durch  Anwendung  des  Satzes  (54)  findet  man  sogleich,  dass  dieses 
Integral  im  Allgemeinen  gleich  Null  ist,  die  Fälle  »  =  0,  i=1,t  =  —  1 
ausgenommen.  In  diesen  wird 

für  alle  übrigen  Werthe  von  iist  also 


52. 

Von  den  hier  mit  Jx  bezeichneten  Functionen  sind  mehrere  Tafeln 
vorhanden;  ich  habe  eine  in  den  »Absoluten  Störungen  etc.«  gegeben. 
Die  Gleichung  (53)  giebt  übrigens  leicht,  wenn  m  stets  als  positive  und 
ganze  Zahl  betrachtet  wird, 

welche  Reihe  für  jeden  Werth  von  X  und  m  convergirt.  Die  bequemste 
und  sicherste  Art  der  Berechnung  einer  Reihe  dieser  Functionen  ist  die, 
dass  man  eben  so ,  wie  in  den  vor.  §§  gezeigt  wurde ,  das  Yerhältniss 
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VOD  Jx  ZU  Jx  durch  Hülfe  eines  Kettenbruches  berechnet,  und 
schh'esslich  daraus  und  durch  Jx  die  Functionen  selbst.  Es  dient  dazu 
der  erste  der  beiden  KettenbrUche,  die  ich  a.  a.  0.  gegeben  habe,  nach- 
dem  darin  i*  y  ==  0  gesetzt  worden.  *)  Setzt  man  nemlich 


X  t+1 


^  —  etc. 
wo  die  Null  der  Grenzwerth  der  Glieder  ist,  so  wird 

f{m)        •    ,(0) 
Jx      =  •'Ä     Pi  ft  •  •  •  Pm 

Wenn  A  eine  grosse  Zahl  ist,  so  kann  man  Jx  ^  durch  die  halbcon- 
vergirende  Reihe,  die  ich  a.  a.  0.  entwickelt  habe,  mit  weit  geringerer 
Mühe  berechnen,  wie  aus  der  oben  angeführten,  die  stets  convergirt. 

Ich  bemerke  noch ,  dass  diese  /Functionen  in  die  Kategorie  der 
hypergeometrischen  Reihen  gehören ,  die  in  den  vorigen  §§  vorkamen. 
Man  findet  leicht 

wo  V  eine  unendlich  grosse  Zahl  ist. 


53. 

Man  kann  P^  und  Ol-  auch  durch  andere  Functionen  ausdrücken, 
die  in  die  Klasse  derjenigen  gehören,  wovon  ich  in  den  folgenden  ^ 
einen  ausschliesslichen  Gebrauch  machen  werde,  und  die  man  früher 
nicht  gekannt  zu  haben  scheint.  Die  Differentialgleichung  (57)  lässt  sich 
wie  folgt  schreiben, 

wo  wie  früher 

ist.  Sabstitairt  man  diese  nebst  (öl)  in  die  Gleichung 


*)  Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  a.  a.  0.  gegebenen  Integrationsfactoren  als 
/Functionen  definirt  werden  können,  in  welchen  der  obere  Index  keine  ganze  Zahl  ist, 
wie  er  seiner  ursprünglichen  Bedeutung  nach  sein  muss. 
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so  entsteht 

wo 

fi  =  k  cos  ^^(p 

ist.  Der  Goefficient  von  dy  unter  dem  Integralzeichen  lässt  sich  in  fol- 
gende drei  Factoren  zerlegen, 

von  welchen  der  dritte  aus  dem  zweiten  entsteht,  wenn  nmn  darin 

/lin  —  fi,  und  y  in  y* 
verwandelt.  Es  ist  aber 

H—ßy) 0^  =  [i-ßy]  jl  +  A*/%  +  iß^f  +  f,^f  +  etc. 

=  i—ßy 

+  ixßy  —  fi^y' 


+  0/5"!^  — etc- 


Setzt 

man  daher 

^       - 

i  +  fi 

^       - 

^+'t 

>*.       - 

2      '     2.8 

etc. 

i*  — - 

0 

etc. 


2 
I 

8 


k 


■).      «'  =  .-:i3=T(Hf) 

etc.  etö. 

so  wird 

{]—ßy)  cf^        =^  +  A^ßy  +  4/S«y*  +  4/?'y»  +  etc. 
{i-ßy-^)<r'^'  =  i-B,^^B,  g    -  Ä,   ^  ±etc. 

und  der  eben  angerührte  Goefficient  von  dy  unter  dem  Integralzeichen 
wird 

=  ^o"  y-^+*-»  {A,  /J*  —  ^+1 B,  13^+'  +  ^+,  Ä,  /S*-H  +  etc.} 

+  itT(_iyy«-*-'-i{B,^  -Ä,^.,  ^/?'+«  +B,+,  A,/SH^  +  etc.} 
Zufolge  des  Satzes  (54)  bekommt  man  hieraus  sogleich 

1)  wenn  h — i  positiv  ist, 
i^;  =  cos  ^iy  { A,^, /?*-•  —  A,^,  B,  /?*-H-2  +  A,.^,Ä,/J*--H  +  etc.} 
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2)  wenn  i — h  positiv  ist, 
I^^  =  (-1)-*  cos'i9,{ß^/J^*-Ä^*+,i,/J*-*+»+Ä^^  il,/J^*+*  + etc.} 

fiXr  i  =  h  sind  beide  Ausdrücke  gleichbedeutend,  und  die  oben  bei  den 
P  Coefficienten  gefundenen  Ausnahmefalle  sind  hier  in  der  allgemeinen 

Form  enthalten.  Durch  Hülfe  der  Gleichung 

0(A) h  d(0 
I    —  T    * 

bringt  man  die  Q  Coefficienten  auf  dieselbe  Form,  wo  aber  i==  0  einen 

Ausnahmefall  bildet,  in  welchem  der  Werth  von  Qo  \  welcher  aus  (55) 

folgt,  stets  angewandt  werden  muss. 

Die  Vergleichung  der  vorstehenden  Ausdrücke  fllr  Pü  mit  (56)  giebt 
neue  Ausdrücke  für  die  /Functionen,  die  noch  nirgends  gegeben  wor- 
den sind. 

Es  lassen  sich  noch  mehr  analoge  Formen  aufstellen ,  die  ich  aber 
weglasse,  weil  sie  minder  einfach  sind,  wie  die  obige ,  und  ihre  Ablei- 
tung dem  Inhalt  der  folgenden  §§  leicht  entnommen  werden  kann. 


54. 
Um  eine  Relation  zwischen  drei  P  oder  Q  Coefficienten  abzuleiten, 
gehe  ich  von  der  identischen  Gleichung 

aus.  Substiluirt  man  hierin  für  -^  seinen  Werth  aus  (57),  so  bekommt  man 

woraus  vermittelst  der  Gleichungen 

die  folgende 

0  =  heQf  —  2(A— »-1)  0[+,  +  A«Ol+, 
sogleich  hervorgeht.  Durch  Anwendung  der  Gleichung 

bekommt  man  hieraus 

i>  =  7  n  —  2  -i+r^^      +  i+i  ^* 
welche  jedoch  für  i  =  0  ihre  Geltung  verliert. 
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* 

■  §v. 

Entwickelung  d«r  Cosinusse  und  Sinusse  der  Vielfachen  der  wahren 
Anomalien  in  Reihen,  die  nach  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Viel- 
fachen der  mittleren  Anomalie  fortschreiten  9  und  umgekehrt. 

55. 
Diese  Aufgabe  lässt  sich  erstlich  aus  dem  Inhalt  der  §  II  und  lY 
lösen.  Dort  hätten  wir  nemllch,  wenn  wir  wieder  die  zur  wahren ,  ex- 
centrischen  und  mittleren  Anomalie  gehörigen,  imaginären  Exponential- 
funetionen  bez.  mit  x,  y  und  z  bezeichnen, 

3f=SRTy' 

Multiplicirt  man  diese  beiden  Reihen  mit  eiqander,  so  bekommt  man 
wo 

CT' =Ä^'/^%i?ri^;'+ie'/^/r+i^'i^/^ + etc. 

Dieser  Coefficient  besteht  also  aus  einer  unendlichen  Reihe  von  Pro- 

• 

ducten,  deren  jedes  aus  zwei  Factoren'  besteht.  Dieses  ist  in  der  That 
die  Form ,  die  alle  vorhergebenden  Entwickelungen  haben ,  die  ich  in 
jedem  §  aus  dem  Product  zweier  Factoren  abgeleitet  habe.  In  fast  allen 
vorhergehenden  .Fällen  bestand  jeder  der  beiden  Factoren-  eines  jeden 
Gliedes  der  Goefficienten  aus  einem*  einzigen  Gliede,  und  ich  habe  da- 
her den  Goefficienten  selbst  sogleich  mit  Einem  Buchstaben  bezeichnet. 
Nur  in  der,  der  vorstehenden  analogen ,  Entwickelung  des  Art.  42  und 
in  der  Entwickelung  des  vorletzten  Art.  des  vor.  §  bestand  jeder  Factor 
aus  mehr  wie  Einem  Gliede,  weshalb  der  Goefficient  zuletzt  unter  einer 
der  obigen  analogen  Form  dargestellt  wurde. 

Die  beiden  Factoren  eines  jeden  Gliedes  der  Goefficienten  können 
auf  mannigfaltige  Weise  dargestellt  und  verändert  wefrden ,  wie  man  im 
Vorhergehenden  gesehen  hat;  es  giefbt  aber  ausser  diesen  eine  neue 
Art ,  und  zwar  diejenige ,  wovon  ich  im  vorletzten  Art.  des  vor.  §  ein 
Beispiel  gegeben  habe,  die* ein  neues  Lichi  auf  die  Entwickelungen  der 
Functionen  des  Radius  Yectors  und  der  Anomalien  nach  den  Gosinussen 
und  Sinussen  .der  Vielfachen  der  mittleren  Anomalien  wirft ,  indem  sie 
diese  Entwickelungen  auf  einen  bisher  noch  nicht  gekannten  Grad  von 
Einfachheit  und  Regelmässigkeit  hinführt.' 
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Auch  diese  neue  Form  ist,  wahrend  sie  im  Ganzen  dieselbe  bleibt, 
in  ihren  einzelnen  Theilen  vielfacher  Abänderungen  ßlhig ,  von  welchen 
ich  im  Folgenden  nur  die  zunächst  liegenden  entwickeln  werde. 


56. 
Sei  wie  oben 


und  dem  entgegengesetzt 


:^=.2C^\' 


z«  =  -SDJV 


Da  die  Differenz  zwischen  der  wahren  und  mittleren  Anomalie  eine 
solche  periodische  Function  ist,  wie  im  Art.  1 7  allgemein  angenommen 
wurde,  so  finden  hier  die  Sätze  der  Arlt.  1 9  und  20  statt.  Es  sind  also 
alle  C  und  DCoefficienten  kleiner  wie  Eins,  mit  Ausnahme  des  dort 
bezeichneten  Falles,  in  welchem  sie  gleich  Eins  werden.  Da  ferner  hier 
augenscheinlich 

ist,  so  wird 

D'i=^dr' 

oder  df\---^  f-  D'i  • 


57. 

Die  DCoefficienten  kann  man  erstlich  ohne  lategrationen  finden. 
Es  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge 

wo  wieder  /?  =  tg  4^  ist.  Hieraus  bekommt  man 

Um  die  Entwickelung  dieser  Function  auf  eine  regelmässige  Form 
hinzuführen,  bemerke  ich  dass 


a?+/g   oxtk        e^      ^      .       ^+/^^ 


1 


(S8)      ^  =  /?+0-/?*)rfe;   ^  =  /^+(^-/^)7f£ 


<+¥ 
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SubsUtuirt  man  diese  in  dem  Exponenten  der  vorstehenden  Gleichung, 
so  wird 

wo 

m  =    \ß      =  j  cos  9) 

gesetzt  ist.  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  in  drei  Factoren 
zerlegen,  nemlich  in 

wovon  der  dritte  aus  dem  zweiten  entsteht,  wenn  man  darin  — i  statt  i, 
«  — m  statt  Hl,  und  ar~^  statt  x  schreibt.  Es  ist  nun 

mßx 

(1 +/to)-' c  ~  ^'f^ = (H/te)-*  —  (1 +/to)^' «VSic  +  (1 +/te)-*-»  ^ /S*a!»  +  etc. 

=  <-T/*^  +  l^/S*x»-i^^±l:i±^/J«.^  +  etc. 

—  m/Ja;  +m^^^a?  —  m  i±f^  /S»  a;»  +  etc. 

+    ^    /far»  —    ^  ^  /S»a!»  +  etc. 

—  O  <^  ^  ±  etc. 

+  etc. 


Setzt 

man 

daher 

an. 

• 

T  + 

m 

an,- 

•  .•  +  < 

<.2 

+ 

••+< 
4 

m  +  ? 

Ü«, 

4.« 

.3        T^ 

1.S 

etc. 

etc. 
%  =  {  +  m 

«*    i.t— 4  .t— 8    ,    LdLizim  ^  ill  *»'  _L   *^' 

•'^S  4.i.3        +         4.2       ^  "*■     4       2+2.3 

etc.  etc. 

so  wird 

mßx 


(l+zSir)-«    »+'^=1  — aW,/?a;  +  aÄ,/J*ar»  — «Wj/J'a^  +  etc. 

(1+^ar-')'c»+'^'  =1+91,14.$»,  1-   +91,^   4.  etc. 
und  hieraus  folgt  sogleich,  wenn  man  fiz=i+^k  setzt, 
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D'H,  =  (_1)*{2W,^  —  m,+i%ß^'  +  2»*+,  IR, /?*+*  +  etc.} 

Dtk=  { 91* /J»  —  9l*+,  3», /J^*  +  IR*+,  an, /?*+*  +  etc.} 

wo  k  nie  negativ  genommen  werden  darf.  Für  k  =  0  gelten  beide  For- 
mein.  Um  die  entsprechenden  Ausdrücke  für  die  entgegengesetzte  Ent- 
Wickelung  zu  erhallen ,  braucht  man  nur  die  vorstehenden  der  D  Coeffi- 
cienten  in  die  Gleichung    . 

zu  substituiren,  in  welcher  aber  i  =  0  eine  Ausnahme  macht. 


58. 
Um  andere  Ausdrücke  zu  erhalten,  bemerke  ich  dass 

Macht  man  in  dieser  die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen  durch  die 
Gleichungen 

zur  Function  von  y  und  dy,  so  wird 


wo 


n  ===  i  cos  ^\(p 


ist.  Hier  sind 

die  drei  Factoren ,  von  welchen  der  letzte  in  den  zweiten  übergeht,  wenn 
man  darin  — /x  statt  /u,  —  n  statt  n,  und  y^  statt  y  schreibt.  Da  nun 

-   nßy    +  n!^  ^j,._  n  «i=f^  /S«»»  +  etc. 

H-etc. 
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ist,  so  wird  wenn  man 

Pi 

-^  +  n 

p. 

^^=i^  +  V«  +  * 

Ps 

4.8.8              +          i.2         "  +      4        2     ">"  2.3 

etc.                                           etc. 

0. 

^V+n 

0, 

0, 

4.2  .8             »"         4.2        **  ^      i        2     T^  2.8 

etc.                                           etc. 

setzt, 

Der  Coefficient  von  dy  unter  dem  Integralzeichen  wird  hiemit 

=  sr{-iyy'-^-'{Ppß^  —  P,+t  0,/SH-'  +  Pp^Qzß^  +  etc.} 
+  srif^^'  {Q,ß'  —  0,+t  i»,/S^  +  0,+»  i»*  /S^  +  etc.} 

Hiejaus  folgt  sogleich  zufolge  (54) 

1)  wenn  fi—i  positiv  ist, 

D'^={-^>ri^-^{P^iß^-P^^Qir^'+P^.Q.ß'^T^^■\ 

2)  wenn  i—fj,  positiv  ist, 

Fllr  fi  =  i  gelten  beide  Formeln.   Die  Ausdrücke  für  P,,^,  Qi^f»,  etc. 
bekommt  man  aus  den  obigen  Ausdrücken  für  P^,  Q^,  etc.  wie  folgt 

p  A*— 4.^->2...<        ^  — 4.^—2. .t  +  4         , 

'^^—*  ~       4.2..^-i       +       i.2..itt~i-4       »  +  •  •  • 

•••"''       4       2.8..^— i  — 4   +  2.3..^--i 
P       .^,  —  /^-»4./.-2..<--4         i»*-4./i^2..<         , 

•••+4       2.8..|i4  — •  '*'  2.8..|i4--i+4 

etc.  etc. 
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»->*  1.8. .»-u       "*"        4.2..,  — u  —  1        W-h... 


■^       i       2.3..I  — u  — 4     »"  i.8..»  — 


^  _  ^+<.itt+2..t+4         A^  +  4./i  +  >..t 

••'"'"       4       2.8..<— /*  "^  i.8..i--/i*+4 

etc.  etc. 

Durch  Anwendung  der  Gleichung 

nehmen  die  CGoefficienten  mit  Ausnahme  von  » =:=  0  auch  diese  Form  an. 


59. 
Durch  eine  kleine  Veränderung  des  Exponenten  von  c  in  der  Glei- 
chung (59)  kann  man  eine  dritte  Form  zu  Wege  bringen.  Addirt  und 
subtrahirt  man  nemlich  zu  diesem  Exponenten  n,  so  wird 

c 

wo  die  drei  Factoren 

sind.  Auf  dieselbe  Art  wie  vorher  findet  man  nun  den  Coefiicienten  von 
dy  unter  dem  Integralzeichen 

=  sr  {—^Y  jr'^''-'\RpSoß''  —  R^xS^ßP+*  +  Bj^Stß'>+*  +  etc.] 

+  sr  t-^'-'  \S,Boß'  —  S,+,  Äi  /?'+»  +  S,+,  Rt  /?'+*  +  etc.  | 


«•.«'.   — 


wo 

i^=1  +  n  +  ^  +  5=^  +  etc.  =  c' 

B.  =  <^  +  ^»  +  4i^  +  etc. 
etc. 


•»'        «•    .    -.- 


Sj^  =  1  —  n  +  ^  _  ^  +  etc.  =  c 
S,  =  '-^-^n  +  ft=i^  +  etc. 

etc. 
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Es  wird  daher 

1)  wenn  fi—i  positiv  ist, 

2)  wenn  i—fi  positiv  ist, 

.und  vermöge  der  Gleichung 

*  ^  .    * 

nehmen  die  CCoefBcienten,  wieder  mit  Ausnahme  von  y=  0,'auch  diese 

Form  an ,  welche  sich  uüter  andern  von  den  beiden  vorhergehenden 

Formen  darin  unterscheidet,  dass  die  jR  und  S  unendliche  Reihen  sind, 

während  in  jenen  die  analogen  CoefiScienten  endliche  Ausdrücke  sind. 


60. 

• 

Es  wären  noch  die  Ausnahmefälle  Co  der  vorhergehenden  Analyse 
zu  entwickeln ,  allein  wenn  wir  statt  dessen  C7  allgemein  auf  eine  der 
vorhergehenden  analoge  Art  behandefn,  so  werden  wir  auf  noch  drei 
andere  Formen  hingeführt ,  die  auch  die  D  GoefHcienten ,  vermittelst  der 
Gleichung 

jedoch  mit  Ausnahme  von  ^  =  0,  annehmen. 
Aus  der  Gieichun«; 

ergiebt  sich 

Die  obigen  Relationen  zwischen  x,  y  und  z  geben 

substituirt  man  diese,  so  wie 
so  wird 

Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wifsanich.  IV.  19 


*-» 
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WO  wie  oben  m  =  i  cos  (p  ist.  Die  drei  Factoren  sind  hier 

Setzt  man  nun 
etc. 

-■* 4.8. ..fc  +        1.2...J^— i         1»^!-..+        ^        j^    j    i  "T-  J.8.. 

etc. 


•+s 


m 


1/,  —      ^  j      T    ^    w»  -r  2 
etc. 

_  ♦+8.<+a..<+/+4         t+8.t+4..i+HV     ,  ,     i+l+^       m'-'  m^ 

^l  —  4.8. ..Z      ,      **"  4.2../— 4  ''»   -r    ..    -f         ^        a.8..l-4  "T«.«..! 

etc. 
dann  wird  der  Coefficient  von  dx  unter  dem  Integralzeichen 
=  ^0*  ^'^'-*  [Tnß^  —  T,+,  t^, /?*+»  +  etc.} 

und  hiemit 

1)  w«nn  i — ju  positiv  ist, 

(^'  =  ^^  {T^M  r"  -  r^H-i  ^1  /S^'*+*  +  T^^  ü,  /J^H^  +  etc.} 

2)  wenn  [i — %  positiv  ist, 

welches  die  vierte  Form  ist. 


61. 
Um  eine  fünfte  Form  zu  erhalten,  mache  ich  durch  die  Gleichungen 

4  —  ßy-y 

-i(v-y-) 


T  =  ?(<-/SJ/)(<-/Si/-')cos»Jy 
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die  Grösse  unter  dem  Integralzeicben  der  Gleichung  (60)  zur  Function 
von  y  und  äy.  Es  kommt 

a 

wo  wie  oben  n  =  t  cos  *4iP  ist.  Die  drei  Factoren 

geben  durch  ähnliche  Entwickelung  wie  oben  den  Goefficienten  von  dy 
unter  dem  Integralzeichen 

=  S^  jr*+*-*  {K,  ß*  —  Z*^.,  X,  /J»+»  +  etc.) 

+  -ST(-<)'  jT""'-'  {I^i  ß'  —  ii+i  ^.  /?'+*  ±  etc.} 
wo 

etc. 

^* <.«..*  ^  4.8..*— 4  »•r...-t-      ^       8.8.,*— 1   T"  «8..* 

etc. 

^«  —  "TTi"  +  -1~  ^  +  T 
etc. 

« 

^'  4  .  8  . .  J  ■♦■  4  .  8  . .  /-4         w  T  . . .  i-      ^      8  .  8  . .  1-4   ^  8  .  8  . .  / 

etc. 
und  hieraus  ergiebt  sich 

1 )  wenn  i  — fi  positiv  ist, 

d;^  =  cos  ^i(p  \  Ä,.^  /?•-'*  —  Ä,.^,  Li  /?'-H-*  +  Ä,-H-2  ^8  /?"^'  +  etc.  ( 

2)  wenn/i — t  positiv  ist, 

Cf;^={^\  r-cos'iylL^./r- -  V.H.t  Ät  /r-+»+ V,+,ir,/y-'-H  +  etc.} 

6». 
Um  eine  sechste  Form  zu  erhalten,  füge  ich  wieder  dem  Exponen- 
ten von  c  die  Grösse  n — n  hinzu.   Dadurch  werden  die  drei  Factoren 
unter  dem  Integralzeichen  der  Gleichung  des  vor.  Art. 

19* 


1 
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und  der  Coefiicient  von  dy  unter  dem  Integralzeichen . 

.=  :S'o-jr-+*-'  lG,flo/S*-G«+,F,/J*+*±etc.}    . 

+  -S",-  ( -1 )'  jr-'-'-»  { ff/  Co  /?'  —  ff/+i  G,  /?H-«  +  etc. }    . 


WO 


n" 


nr^n 


.     Gj  =  1  —  n  +  -^  +  etc.  = 

etc. 
fl„  —  i  +  n  +  ^  +'etc.  =  c" 

H,  =  41  +  4i„  +  4^^  +  etc. 

^«  =  "4t^  +  ^^±H^«  +  *^±r^*  T  +  etc. 

«  ■ 

etc. 

Es  folgt  hieraus 

1 )  wenn  i  —  /i  positiv  ist, 

Cl^^  =  cos*i^  {  G,.^Ho/?^^  -  G.-H-i^i/?^'^*+G^^^ 

2)  wenn  fi — i  positiv  ist, 

Cl^^==(-1)'-«cos«iip|H^,Go/r-*-F^,G,^^^^ 

wo,  wie  in  der  dritten  Form,  die  6  und  ijfCoefBcienten  unendliche 
Reihen  sind. 

Diese  sechs  Formen  mögen  hier  gnügen,  obgleich  man  noch  meh* 
rere  geben  könnte. 

63. 
Die  Ausnahmefälle,  die  die  Uebergangsformel 

darbietet,  verdienen  eine  besondere  Betrachtung.    Setzt  man  i  =  k  in 
dem  Ausdruck  ({XrD^k  des  Art.  57,  so  wird 

D^'  =  %  /?«  —  9l,+t  %  /?+'  +  %+2  %  ß*^  T  ötc. 
wo 
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%    =i  +  m  +  ^  +  ^,  +  ...  +  ^^ 


191 


:  ^^ —  ».8. .1+4 

etc. 

aw,-  =  ^  +  m 

etc. 

SeUt  man  /i=0  in  dem  zweiten  Ausdruck  fiir  D^'  des  Art.  58,  so  er- 
giebt  sich 

Z)l;'  =  (1—^1  ö,/?'—  ÖH-i>i/?^*  +  Qi^^P.ß'-^  +  etc. } 
wo 


Vi     —  ■  n 

"'S      '     •'•  ^  1.8.. .1 

Oh-1      0. 

^  a.8..<.+i 

«^' 

H  +  S.8..H« 

'    etc. 

•                                                                     • 

A       - 

1  +  » 

Pi       - 

p  j.  •»• 

Ps       - 

etc. 

Setzt  man  endlich  /i  =::  0  in  depi  zweiten  Ausdruck  für  D^  des  Art.  59, 
so  kommt  .       / 

^«'^  =  (<  -f}\  S-Bo  ß'  —  S^i  Ä,  /?t*  +  SiH'»  ikß*^  +  etc.  I 

wo'  '        ,  . 

etc. 
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etc. 
Ich  werde  weiter  unten  auf  diese  Ausdrücke  zurückkommen. 


64. 

Setzt  man  in  den  Ausdiücken  für  Cf  ^  der  Artt.  60,  61  und  68 1=0, 
so  wird  vor  Allem 

m=0,     n  =  0 
und  man  bekommt 

C^>  =  (_<y.  {^{ü^^.  _  u^,  T,^H-t  +  u^  T,ß'^  +  etc.} 


WO 


ü'A*'=i^+^»  ^H-«  =/*+*'  ^M+»  =  /*+3.  etc. 
T,  =  -^2,  r,=  3,  T,  =  — 4,  etc. 

d^'  =  (_i)A»cos^i9{L^/?^  — L^i¥,/JH^»+  l^^K^ß*^  +  etc.} 


WO 


i^  =  /ti  +  < ,  i'H-i  ==  < ,  Lfj^t  =  0,  etc. 
Jirj  =  ^— 1,  Ä^  =  4-^(/i  — 1);  etc. 

d^'  =  {—iy  cos^i?)  jff^  Co/?'*  —  ^H-1  Gii*'^*  +  H^,  G,fi^  +  etc.} 
wo 

H^  =  fi+i,  ff^i  =  1,  7/^1^+2  =  0,  etc. 

Go=<'  G^  =  fi—i.  G^  =  ^fi{fi—i);  etc. 

Die  beiden  letzten  dieser  Ausdrücke  sind  identisch,  und  geben  für  C^^ 
einen  endlichen  Ausdruck,  welcher  nach  der  Substitution  der  Factoren 
so  steht 

(6ä)  C?"  =  (— 1)^/J''cos»i^ j^+1—0t*  —  1)/S^  =  (—<)'•/?•(<+/« cosy) 

Man  kann  diesen  Aufdruck  auch  auf  andere  Art  finden.   Setzt  man 
1  =  0  in  die  Gleichung  (61),  so  wird 
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Aber  zufolge  des  §  I  ist 

Substiiuirt  man  diesen  Werth,  so  wird  weil 

COSip  =  J=^ 
ist, 

c 

Diese  Gleichung  zeigt ,  dass  Co  cos  (p  gleich  dem  Goefiicientep  von  af 
oder  von  x^**  in  der  Entwickelung  von  p*  nach  den  Potenzen  von  x  ist. 
Alle  fttr  diesen  CoefBcienten  im  §  I  entwickelten,  verschiedenen  Formen 
kann  man  also  hier  nach  und  nach  substituiren.  Diese  Coefficienten 
wurden  dort  allgemein  mit  y^,-  bezeichnet,  setzt  man  also  darin  n=3=2 
und  + 1  =  /Ti,  so  wird  überhaupt 

0    - 


cos  9 

Um  hieraus  den  oben  gefundenen  endlichen  Ausdruck  wieder  zu  erhal- 
ten, braucht  man  nur  den  Ausdruck  (17)  zu  substituiren.  Dieser  wird  in 
unserm  Falle 

Schreibt  man  hierin  die  FFunction  aus.  und  substituirt  in  die  vorher- 

0 

gehende  Gleichung,  so  wird 

C  =  (-1)''7|^{i«+1-(^-1)/?'l 
welche  wegen  1+/?'  =  sec^^^qp  mit  (62f)  identisch  ist. 

65. 
Ausserdem  will  ich  noch  die  Functionen 

cos  ^(6 — g)  und  sin^(« — ^), 

wo  /Ti  eine  beliebige  Zahl  ist,  in  Reihen  entwickeln ,  die  nach  den  Cosi- 
nussen und  Sinussen  der  Vielfachen  der  wahren  Anomalie  fortschreiten. 
Gehen  wir  zu  den  imaginären  Exponentialfunctionen  tlber,  so  kommen 
wir  auf  die  Function  (-jY»  die  nach  den  ganzen  Potenzen  von  x  zu  ent- 
wickeln ist.  Sei  daher 


^ 
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wo  i  noth wendiger  Weise  eine  ganze  Zahl  ist.  Die  Gleichungen 

z  =  yc    * 

geben  hier 

« 

Erhebt  man  diese  Gleichung  Seite  für  Seite  zur  Potenz  /i ,  und  nimmt 
auf  die. Gleichungen  (38)  Rttcksicbt,  so  wird 


ar- 


m» 


m*   .    m» 


WO  m  =  (i  cos  9  ist. 

Behandelt  man  diese  Gleichung  eben  so  wie  die  vorhergehenden, 
und  setzt 

etc. 
G,  =  m  +  ^ 

etc. ' 
so  erhält  man 

i )  für  die  positiven  Wexthe  von  t, 

2)  für  die  negativen  Werthe  von  i, 

E^'  =  [-\Y\G,ß'  —  G^,F,ß^^  ^  G^F^ß''^J  ^\c.\ 

Fttr  i  =  0  gelten  beide  Ausdrücke. 

Die  F  und  GGoefficienten  können  hier  durch  das  folgende  Ver- 
fahren gebildet  werden.  Sei 

T  =  ^i^     O  =  '^  '     iTiM  =  •»s  '     ^^' 
Man  schreibe  die  Zahlenwerthe  von  m,  m^,  etc.  unter  einander  und  bilde 
wie  gewöhnlich  die  Differenzreihen  der  verschiedenen  Ordnungen,  nem- 
lieb  nach  folgendem  Schema 
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m 


m. 


tn^  —  1» 


a 


ß 


a 


a. 


m,- 

-"»1  = 

=  ß 

■ 

A- 

-«1  = 

=  «, 

1 

m. 

r- 

-ß- 

=  A 

Ä- 

—  Oj        a,  etc. 

m,- 

-m,= 

-y 

n^ 

-A  = 

=  Ä 

etc. 

m,   • 

d- 

m 

-r  = 

=  rx  . 

etc. 

• 

♦»4- 

-m,= 

=  d 

etc. 

•• 

m. 

etc. 

•  ■'. 

etc. 

• 

^9 

dann  ist 


a 


F,,  ai  =  F3\  a|  =  F^,  etc. 


Bildet  man  eben  so  die  -Summen,  nemlich 


m 


tn^-^^m 


^  +  «1  ^  a, 


Wj  +  f»|  =  6 

m,  c  +  6  =  6j  6,  +  a,  =  a,  etc. 

m^  4-  m^  =  c  c^  +  6|  ^=  6,         etc. 


^ 


d+  c 


etc. 


''^i  +  ****  =F  ^ 


etc. 


etc. 
w  wird 


etc. 


a  =  Gj,  ö|  =  Gj,  Ol  ^=:  G^,  etc. 


66.  . 

Zwischen  den  C  und  D  Goefficienten  lassen  sich  nicht  so  einfache, 
und  wie  es  scheint,  auch  nicht'  so  viele,  endliche  Relationen  angeben, 
wie  zwischen  den  der  vor.  §§.  Ich  werde  hier  nur.  Eine  Relation  ^wischen 
fUnf  dieser  Goefficienten  ableiten.  Es  ist  ' 


dx 

Ix 


COSfp    X 


^  4  cobV 

Substituirt  man  diese  in  die  identische  Gleichung 
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so  kommt 


d,af  =  ijisf^ 


und  wenn  die  Gleichungen 

berücksichtigt  werden, 

0  =  ^sinVC!^*^  +  ^/isintpCfr'^  +  {^(4  +  2  sin»  —  4icosV}C- 

Durch  Hülfe  der  Gleichung 
bekommt  man  hieraus 


(/*) 


0  =  (^-2)sinVßl!-2+  4(^-1  )sm9)J0^i  +  j^(4+2  sin  V)  -  4tcosV}^) 


+  4  {,1+i)  sinyD^-i  +  (/ti+2)  sm^tpD^X^ 


wo  i  =  0  keine  Ausnahme  macht. 


§VI. 

EntwickeluDg  der  Functionen  g*  cos  mf  und  g^  sin  mf  in  Reihen ,  die 
nach  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  der  mittleren  Ano- 
malien fortschreiten. 

67. 
Diese  Aufgabe  kann  schon  durch  den  Inhalt  der  vorhergehenden  ^ 
auf  zwei  Arten  gelöst  werden.  Im  §  I  wurde  p^'af'in  eine  nach  den 
Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  verwandelt,  und  im  §  V  wurden 
die  Potenzen  von  x  in  Reihen  verwandelt,  die  nach  den  Potenzen  von 
%  fortschreiten.  Die  Verbindung  dieser  beiden  Aufgaben  giebt  eine  Anf- 
lösong  der  gegenwärtigen.  Es  wurde  gefunden 

multiplicirt  man  diese  beiden  Reihen  mit  einander,  so  ergiebt  sich, 
nachdem 
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gesetzt  worden  ist, 

X" "  =  Vt'  C  +  C  C["+"  +  vr  Cfr^*'  +  etc. 


68. 

Die  zweite  Auflösung  ergiebt  sich  aus  dem  Inhalt  der  ^  III  und 
rv.  Dort  wurde 

*  / 

gefunden,  und  die  Multiplication  dieser  beiden  Reiben  mit  einander  giebt 

xr"  =  w;'"if  +  w;'"pi*^  +  wr^i^f  +  etc. 

+  wür^r*^ + w::rpr'^ + etc. 


69. 

Ausser  diesen  beiden  Auflösungen  lässt  sich  eine  einfache  directe 
Auflösung  auf  ahnliche  Art  vVie  die  des  vor.  §  finden ,  und  mehrere  der 
dort  gefundenen  Formen  werden  sich  als  specielle  Fälle  der  hier  zu 
entwickelnden  darstellen.   Vermittelst  des  oft  angewandten  Satzes  wird 

^"""  =  i^/_„r^   (,"x«^-Mz  (63) 

und  diese  geht  durch  die  Substitution  der  Gleichungen 


in  folgende  Ober 


X 

■„_„_,_,    /»fi  : 

X              ar-> 

l-fAp       t+44r-< 

1  TT  w  m  a  \        ^  »F 
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WO  ^  =^  f  cos  q)  ist.   Der  Coefficient  von  dx  unter  dem  Integralzeichen 
lässt  sich  wieder  in  die  folgenden  drei  Factoren  zerlegen; 

Da  nun  die  Reihenentwickelang 

(1+/Är)c'^^=  1  —  '^ßs  +  "-^-H'p<+»/?»x»  +  etc. 

•  •    • 

+ /«^  — ./*  ^5r*±l  ^»  a*  +  etc. 

+  ^ /?» a!»  +  etc.  ■ 

+  etc. 
giebt,  so  wird  wenn  man 

etc. 


<.8...p  4.1..    p— 4 

n— t+p  +  4         AiP-^        -T-       ^ 


etc. 

»+1+8 


5R,=m^  +  ^ 

$»    _  n+i+l.n+«+8    ,    »»+i+S       '      ^« 

$l>    _n+H-8.fi+^+8.n+i+4         fi+t+8.fi+i+4  n+t+4  Ai!    ,    J*!. 

•^4  —    •  4.J.8.  »•  4;2  A*  T-         4  2"T"l.S 

etc. 

a>    _  ii+i+a-n+f+8..n+t+g+4         fi+<+8 .fi+i+4 .  .n+i+q+i  ^^    , 

.  etc. 
setzt,  der  Goeffiöient  von  dx  unter  dem  Integralzeichen 

=  J-o* (— l)'  af*-^'-»  {aj^  /J?  +  fOtp+i  %  ß'^'  +  ÜÄp+,  % /?'+*  +  etc.| 
+  .5-,*  (—  1 )'  a;^^-'  (*«,/?'+■  IR^-i  ^i  Z^'"^*  +  5l,+»  %  /?'+*  +  etc.} 
und  hieraus  folgt  auf  dieselbe  Art  wie  oben 
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i )  wenn  i  —  m  positiv  ist, 

2)  wenn  m — t  positiv'ist, 


Für  fn=i  gelten  beide  Ausdrücke.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Anf^ 
lösung  des  Art;  60  des  vor.  §  ein  specieller  Fall  dieser  ist,  welcher 
daraus  hervorgeht,  vvenn  man  ti  =:^  0  macht. 


70. 

Eine  andere  Form  erhält  man,  wenn  man  in  der  Gleichung  (63) 
die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen  durch  die  Gleichungen 

(>  =.cos»ig)  {i—ßy)  i^—ßy-') 


X 


9      t-fiy 


0 

T 


-  — (y-y-') 


t  =  yc 

^  =  cos^^^H-ßy)H-ßr') 
zur  Function  von  y  und  dy  macht.  Man  erhält  dadurch 

wo  V  ::=%  COS  '^  ist.   Zerlegt  man  erst  den  Coefficienten  von  dy  unter 
dem  Integralzeichen  in  die  folgenden  drei  Factoren 

SO  wird  derselbe  nach  der  Entwickelung 

=  -ST  (—1  y  y— •+/'-i  |G^  H^ ßp  +  G^i  JJ,  ß^^  +  etc.j 
+  ^r {—\y  y«-'W-i  jji^  G^ ß^  +  JJ,+i  G,  ^^+»  +  etc.} 

wo  •     -  " 


G,=:C--,       Jyo  =  ^ 


und  ausserdem  allgemein 
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^  4.2...P  "4.S...P  ^ 

I    o — tn  +  8  .  n  —  m4->  ...  » — m — p4"^       ***   1"  äI/i 
+  4  .  J  ...  p  .  ^  +  eic. 

^V  4.1....9  ■*■  4.«...g  ^ 

n+m+8.n+m+a...n+m— g+4      j;!.    ,    At/> 

Es  folgt  hieraus  auf  dieselbe  Art  wie  oben 

1)  wenn  i — m  positiv  ist, 

2)  wenn  m — i  positiv  ist, 


Von  dieser  Form  ist  die  des  Art.  62  ein  specieller  Fall ,  welcher  durch 
die  Annahme  n  =  0  entsteht. 


71. 
Noch  eine  andere  Form  ergiebt  sich ,  wenn  man  den  Goefficienten 
von  dy  unter  dem  Integralzeichen  in  (64)  in  folgende  Factoi*en  auflöst. 

y       ;    i'^—ßy)       ^    ;   \}—ßy)  *)       ^ 

Derselbe  wird  nun  nach  der  Entwickelung 

=  -ST  (— 1)»  y»-'+'-*  [P^  ßP  +  P^+i  Ot  /?"+*  +  etc.j 
+  ^r  (—1)^  y«— ^-»  [Q,ß'  +  0,+i  P,  /?^+*  +  etc.j 

wo 


n— m-t-4 


n  n — m'\'^  »n—^m         n  — m4-4        , 

^»  = TT« A        *'  + 

Pn  —  m4-4.n  — m.n — m  —  h  n — m+4.n  — m       ,    n  —  mA-h   ^  ^ 

etc. 

p   »— m+4 .»  — w. .  n — m — pH- 2  n"-m4-4 . n— m . . n — m — P+>        i 

^'^  4  .  1   .  .  p  4.«    .  .  P--4  ''X     • 


n~m+4        »^*        —       »y 
•     •  ^  4  S.8..P  — 4    +  «.8...P 


etc. 
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*  = -iTt^  +      i^  ""^ -r 

^»  <  .  s .  s  +  Tri         ^  +        4         «"  +  878 

etc. 

n+ffl  +  l  y^~*  y^ 

etc. 
ist,  und  hieraus  folgt 

i )  wenn  t  —  m  positiv  ist, 

2)  wenn  m  —  t  positiv  ist, 

X^-'=(_i)--cos»f*-^^>i9{0_./y--+ 0_^,P,^^^^^ 

wovon  die  Form  des  Art. 61  ein  specieller  Fall  ist,  welcher  durch  die 
Annahme  n = 0  entsteht. 

Ich  füge  hinzu,  dass  man  noch  mehr  Formen  angeben  könnte, 
IDU8S  es  aber ,  um  diese  Abhandlung  nicht  zu  weit  auszudehnen ,  bei 
den  vorstehenden  bewenden  lassen.  Ich  bemerke  noch,  dass  die  Goeffi* 
cienten  P,  Q,  etc.  dieses  §  sich  durch  ähnliche  Algorithmen  berechnen 
lassen,  wie  die  des  Art.  65. 


72. 

Der  Fall  »  =  0  führt  Vereinfachung  mit  sich.   Setzt  man  t  =  0  in 
die  Gleichung  (63),  so  wird 

Aber  es  ist 

d% (g*      dx 

%  cos  9    X 

also  , 

*^  awKITi  .  C08^  J  ,^^Y^^    V  X 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  X^'"^  dem  mit  cos 9)  dividirten  GoeiBcienten 
von  ar""*  in  der  Entwickelung  von  (>"+*  nach  den  Potenzen  von  4?  gleich 
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ist.  Dieser  Coefficient  wurde  im  §  I  allgemein  mit  F„  ^  bezeichnet, 
und  es  ist  also 

Ao  C08<p 

worauf  die  im  §  I  gegebenen,  verschiedenen  Formen  der  FCoeflRcienten 
nach  Belieben  angewandt  werden  können. 

Von  diesem  Ausdruck  ist  wieder  der  im  Art.  64  abgeleitete  ein 
specieller  Fall. 

73. 

Aus  der  Analyse  dieses  §  geht  die  unerwartet  einfache  Auflösung 
des  Keppler' sehen  Problems  hervor,  die  ich  schon  verö£fentlicht  habe, 
und  die  sich  als  ein  specieller  Fall  der  hier  behandelten  Aufgabe  dar- 
stellt. Da 

(65)  f  =  f^dg 

ist ,  so  kommt  es  fUr  die  Erlangung  des  Ausdrucks  der  *  Mittelpunkts- 
gleichung nur  auf  die  Entwickelung  von  q"^  nach  den  Potenzen  von  z 
an.  Setzt  man  nun 

1 )  n  ==  —  2  und  w  =  0  in  die  Formeln  des  Art.  69 ,  so  wird, 
wenn  man  zugleich  die  Zeichen  der  mit  ungradem  Index  versehenen 
3R  CoefiScienten  umkehrt, 

/**  j_  A**    I        I      /*' 


2.8. .t 


2»,    =1  +  ^  +  ^  +  ^  + 

anH.  =  -2»H.i(i-^) 

2».^=       aR..,,(l_2^  +  q:^) 
etc. 

etc. 
X,-**"  =  i^  {Wli  ß'  —  2»,+i  91,  /?•■+'  ±  etc.{ 
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Substituirt  man  nun  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung 

und  diesen  in  (65),  geht  zum  Reellen  über  und  integrirt,  so  wird 

f—g  =  sr  I  jün,/?'  —  ü«,+i9lii**+*  +  aÄ,+»5«,/?'+*  +  etc.}  sinn^ 
Eine  andere  Auflösung  findet  man,  wenn  man  , 

2)  n  =  —  2  und  m  =  0  ip  die  Formeln  des  Art.  70' setzt.'  Kehrt 
man  zugleich  die  Zeichen  der  G  Goelicienten  um ;  deren  Index  ungrade 
ist,  so  wird 

G^=,^-  (-ir  .-£;ip  j,_^  ,  +  g  4  +  e.o. j  ■ 
etc. 

etc. 

•  -  ■  ■ 

.  xr*''  =  (1+/?*)  {G,H,ß'  -  G^,H^ß**'  +  G,^,H,ß'^*  +  etc.! 
woraus  auf  dieselbe  Art  wie  oben 

f—g  =  {]—ß^)  sr  T  [GiH,ß'  —  G,^,  H,ß'^'  +  etc.j  sinij/ 
folgt.  Setzt  man 

3)  n  =  — 2  und  m=  1  in  die  Formeln  des  Art.  71  und  kehrt 
zugleich  die  Zeichen  aller  mit  ungradem  Index  versehenen  P  und 
0  Coefficienten  um,  so  entsteht 


Pi 

4_LijJ__l-         J_       *^ 

^+   ^+     «    +•••  +  «. 3. .1 

p^.- 

P  -u      •''^' 

^»  +  2.3...«+^ 

p 

p         1          ^+^ 

-^+1  +  1.3..H-2 

etc. 

Qi 

1  —  a/ 

Q. 

Ö.  +  4 

Q. 

^2         J.3 

etc. 
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■ 

und  hiemit 

f-  9  =  (<—/?')  ^r  T  \Piß'  +  ^.fi  Qxß'^"  +  ^+«  Q^ß'^"  +  ete)  sin  ig 
Jede  dieser  drei  Auflösungen  des  Keppler' sehen  Problems  ist  bei  Weitem 
einfacher  wie  die  vorher  bekannten ,  und  besonders  die  letzte  lässt  an 
Einfachheit  nichts  zu  wünschen  übrig. 

Vergleicht  man  die  im  Art.  63  abgeleiteten  Werthe  der  Coeffi- 
cienten  Do  mit  dem  Vorstehenden ,  so  zeigt  sich ,  dass  sie  den  CoeflS- 
cienten  der  Mittelpunktsgleichung  gleich  sind.  Man  darf  daher  nicht 
hoffen,  sie  auf  endliche  Ausdrücke  hinführen  zu  können,  wie  im  Art.  64 
bei  den  Coefficienten  Co""  möglich  wurde. 

Ueber  die  Convergenz  der  in  diesem  und  in  dem  vorhergehenden  § 
vorkommenden  unendlichen  Reihen  habe  ich  noch  nichts  gesagt.  Man 
findet  aber  leicht,  dass  sie  alle  für  jeden  Werth  von  /ti  und  i,  so  wie 
für  alle  Werthe  von  /?  <  1,  also  auch  für  alle  Werthe  von 

e  <  1 

convergiren. 

74. 
Um  Relationen  zwischen  den  XGoefTicienten  abzuleiten,  bediene 
ich  mich   wieder  der  oben  mehrmals  angewandten  Methode.    In  die 
identische  Gleichung 

substituire  ich  in  die  Gleichungen 

^  d  .  <>«  __  nsiny     „_i  /J \ 

2  COStp  "  \x  ) 


dz 

z  "  j— =  fn  cos  q)  (f^  ßf" 


d-^"  .-t 


Hieraus  entsteht 


(66)         z  '-^  =  ,^  r'  (^'  -  ^+')  +  m  cos  y  (,"-  ar 

Diese  lässt  sich  auf  mehrfache  Art  durch  den  Ausdruck  von  ()  durch  jr, 
nemlich  durch 

sin  (p  {x"^  .+  x)  —  2  cos  ^tp  ()~*  +  2  =  0 
verändern.  Multiplicirt  man  nemlich  diese  Gleichung  nach  und  nach  mit 

—      2  COStp  %  COStp 

und  addirt  die  Producle  zur  rechten  Seite  von  (66),  so  erhält  man 
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*  T^ = ^ r'  ^'  +  («-«)  cos<p  (,-' ar  +  -^^  r*  ^    (67) 

«.fa."  _  (n+w)  Sin y    ^,  ^^,  _  («i-w)  gjny    -_, ^i    ,    _m_    ,-i  ^    r^g^. 
ds  1  cosy     ^  Scosf)     "  ^cosy"  ^      ' 

welche  Gleichungen  zwischen  vier  XGoefficienten  geben  werden.  Mul- 
tiplicirt  man  die  rechte  Seite  von  (69)  mit 

i^<'(^'+^)  +  ^=^ 
so  entsteht 

d,^  ^  (*fm)«iaV    ,  ^,      <H««»'  ,"°y  p-  ar-'  (70) 

djT  4co8>       ^  ^       3  cos '9       "  ^    ^ 

(w  -  2m)  sin  y     -  ^^i  (n^m)  sinV     -     -,4.2 

S  cos'9        t*  4  cos '9        P 

welche  eine  Gleichung  zwischen  fünf  XGoefTicienten  geben  wird. 

Diflerentiirt  man  die  Gleichungen  (67)  und  (68) ,  so  bekommt  man 
leicht 

+  n(ii— 1)  p-'a?  +  m(n— 1)  sin 9)  p'^  (ai^*_jf*+»)  (71) 

und  hieraus  ergeben  sich  durch  Hülfe  der  Gleichung 

sin(p{xr^  +  x)  —  2  cos V p~*  +  2  =  0 
die  folgenden  beiden 

+ n(n-i  )f^ar  +  2m(fi-.  1 )  sin  9)  p'^  oT'  (72) 

^  d^^^^d^^  [n(n-2)  +m*+  2m(i^i)]  cos  Vp""^-  [n(2n-.3)  +  2m(n-1)]  (>-'a;^ 

+ n(n-1 )  (>"-'a^-  2m(i^-1 )  sin  y  p»"*  jT*"*  (73) 

Substituirt  man  nun  die  Gleichungen 

dz  ' 

2»^:g^=^'i(i_<)2[;'-2. 

in  die  Gleichungen  (66)  bis  (73),  so  bekommt  man  die  folgenden  Re- 
lationen, 

20* 
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(a)  0 = »  sin  q>  x^*"*"*"^  —  n  sin  y  x^*"*"^*  +  gm  cos  V  XT^"  —  2i  cos  q>  JC'"* 

(b)  0=nsing)X,""*'"*"*  +  (m — njcos^yX,""*'"*  +  n J*"*'"*  —  icostpl^"^ 

(c)  0  =  —  n  sin  9)  X,**"^'"*"*'*  +  (m+n)  cos^yX*'**"*  —  nX^***'"*  —  tcosyX,*'"' 

(d)  0  =  (n+m)sin9Xr"''""'—  (n— m)sin9)Xr'""^'  +  2mX;*'"  —  2icos9)Xr" 

(e)  0  =  (n4^)sinVX;''"V2(n+2m)sinyX;''"'  +  (4m+2msin V-«c^^       K^ 

—  2(n— 2m)  sinyXT"^'  —  {n—m)  sin  ^  X."""^' 

(f)  0  =  [n(n— 2)+m*]  cosVX*"''"  —  n(2n  — 3)X;"''"'  +  n(n— 1)  X;"*-" 

+  m  (n — i )  sin (p X,   '"*"*  —  fn{n — 1 )  sin q>  X^!'"^"*+*  —  i*  Jf^"'"' 

(g)  0  =  [n(n-2)+m*— 2m(n-1)]cosV^"^'"— [»(2n-3)  — 2m(n-1)]X;'''" 

+  n(n— IjXr"*"  +  2m(n— 1)sin9)Xr'""*  —  i^XT" 
(h)  0  =  [n(n-2)  +  m*+2m(n-i)]cosV^"^*—  [»(2n— 3)  +  2m(n— <)]Xr^" 

+  n(n— 1)X;"''*  —  2m(n— 1)  sinyX."^"^*  — t^XT'" 

.  Man  kann  hieraus  durch  Eliminationen  noch  viele  Gleichungen  aiehr 
ableiten ,  von  welchen  ich  nur  einige  hier  entwickein  werde.  Schreibt 
man  in  (a)  erst  n+i  statt  n  und  m+1  statt  m,  dann  n+i  statt  n  und 
m — 1  statt  m,  und  eliminirt  hierauf  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen 
und  der  Gleichung  (a)  die  beiden  Coefficienten  X*^*»*"*  und  X""*»"^*, 
so  bekommt  man 

0  =  inm{n+i)sm^<pX^'"  +  im{m*—i)(X)S^g>X^'^'^  —  n{f^^ 

—  n(n  +  i)  {m — 1)  sin^yX,"'"*"*"^  +  2m(m+  i)  sin^)  cos(pX^^^'^'^ 

—  2m(m — 1)  siny  cos (p X^^^'"^^  —  4i(m^ — 1)  cos'9)X,"'"' 

die  sich  ftlr  m=0  vereinfacht,  und  dann  in  Verbindung  mit  (a)  nützlich 
wird. 

Eliminirt  man  X,''*  entweder  zwischen  (a)  und  (d),  oder  (b)  und 
(c),  so  ergiebt  sich 

0  =  smw X,-  +  smopX,  +  2 X,         —  2  cos ^X, 

die  man  auch  ohne  Differentiation  aus  der  Gleichung  zwischen  x  und  (> 
hätte  finden  können. 

Eliminirt  man  X""  "*  zwischen  (f)  und  (a),  nachdem  man  in  letz- 
terer n—i  statt  n  geschrieben  hat,  so  verschwindet  zugleich  X," 
und  man  erhalt 
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0  =n[(n— 2)*— m*]  cosV^r"^"  —  <^—^)  (2n— 3)  X;-«'« 
+  (n-i)[n(n— 2)  +  2imcos9]Xr*'"'  — »"(n— 2)Xr"' 

Eliminirt  man  J,-      "  zwischen  (f)  uQd  (d),  aachdem  man  in  dieser  n— 2 
statt  n  gesetzt  hat,  so  wird 

0  =  [2mXw-<) +n(2»-3)(fi+i«~2)  sin  (p  JC"^'""'  -  [2m>-i )  +  n{2nr-3){n-fn-  2)]  sin  tp  JC"^"^* 
+  2m [n(fir-.2) +m^ cos V  j;""' "  +  [2mn{n-l) - 2in{2w-3) cos (p] I,""'" -  2i*m Z."-" 

deren  man  noch  mehrere  ableiten  kann. 
Ich  bemerke  noch,  dass  man,  da 

•         ^t -7"  ^m 

ist,  Relationen  zwischen  den  JCoefiicienten  und  den  CundDGoeßi- 
cienten  des  vor.  §  aus  den  vorstehenden  erhält,  wenn  man  darin  entweder 

n  =  0,  oder  n  =  1 ,  oder  n  =  2,  etc. 
macht,  von  welchen  mehrere  sehr  einfach  sind. 
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DER 
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DER 


QUADRATWURZEL  DER  FUNCTION 

r*+r'^—  irr'  (cos  ü  cos  ü'+^nü  sin  V  cos  J). 


VON 
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Abhindl.  d.  K.  8.  Gm.  d.  Wltseateh.  IV. 


21 


«  m 


ENTWICKELUNG  DER  NEGATIVEN  UND  UNGRADEN  POTENZEN 

r 

DER  QUADRATWURZEL  DER  FUNCTION 
r^+r'^  —  2rr'  (cos  ü  cos  V  +  sin  ü  sin  V  cos  /). 

Die  EntwickeluDg  der  Potenzen  der  in  der  Ueberschrift  genannten 
Function  ist  an  sich  von  besonderem,  mathematischen  Interesse,  weil  sie 
zu  den  schwierigsten  Aufgaben  gehört,  und  auf  merkwürdige  Formen  hin- 
führt. Die  negativen  und  ungraden  Potenzen  der  Quadratwurzel  derselben 
haben  ausserdem  ein  hohes  Interesse,  weil  sie  in  der  Mechanik  des  Him- 
mels allenthalben  erscheinen,  sowohl  in  der  Theorie  der  Bewegung  der 
Himmelskörper  um  einander,  wie  in  der  um  ihre  Axen,  und  nicht  minder 
in  der  Theorie  der  Figur  derselben.  Die  Entwickelung  der  Potenz  — -1 
dieser  Function,  weiche  vorzugsweise  in  den  genannten  Theorien  erscheint, 
ist  namentlich  in  zwei  verschiedenen  Formen  behandelt  worden.  Für  die 
Anwendung  auf  die  Theorie  der  Bewegung  der  Himmelskörper  um  ein- 
ander, für  welche  U  xxnd  V  die  Argumente  ^der  Breite  irgend  zweier 
Körper  bedeuten,  während  r  und  r'  die  Radii  Ve.ctoren,  und  /  die  gegen- ' 
seitige  Neigung  der  Bahnen  ist,  hat  man  sie  sonst  immer  in  eine  Reihe 

* 

entwickelt,  die  nach  den  Sinussen  und  Cosinussen  d^r  Vielfachen  der 

.    .  ■  .  ••     •        .         . 

«  « 

mittleren  Anomalien  fortschreitet.  Ich  habe  sie  für  diesen  Zweck  in  den 

*  ■  ■        *  *  * 

«Absoluten  Störungen  in  Ellipsen  von  beliebigerExcentricilät  und  Neigung» 
für  den  einen  Körper  nach  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  der 
excentrischen  Anomalie,  und  in  meiner  Pariser  Preissschrift  nach  den 
Cosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  anderer  Bögen  oder  Winkel,  die 
ich  partielle  Anomalien  nenne,  entwickelt.  Die  -zweite  Form;  .die  man  der 
Entwickelung  der  in  Rede  stehenden  Function  gegeben  -hat,  ist  die  nach 
den  Potenzen  von  r  und  r  geordnete,  welche  vorzugsweise  in  der  Theorie 
der  Rotation  und  der  Figur  der  Himmelskörper  zur  Anwendung  kommt.  In 
den  «Absoluten  Störungen  etc.»  habe  ich,  um  die  beabsichtigte  Form  zu 
erhalten,  erst  die  Entwickelung  nach  den  Potenzen  von  r  und  r'  vorgenom- 

21* 
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men,  und  bin  dadurch  dahjn  gelangt,  die  Berechnung  derEntwickelungs- 
coefficienten  überhaupt  in  sehr  kurzer  Zeit  ausführen  zu  können. 

Spätere  Untersuchungen  haben  mich  überzeugt,  dass  in  vielen  Fallen 
diese  Art  der  Entvvickelung  dieser  Function  auf  weit  kürzere  Arbeil  bei 
des  Berechnung  der  numerischen  Coefficienten  hinführt,  wie  alle  anderen 
bisher  bekannten  Verfahrilngsarten.  Wenn  r  und  r  so  beschaffen  sind, 
dass  ihr  Verhältniss  der  Eins  nahe  kommen  kann,  dann  wird  dieses  Ver- 
fahren freilich  nicht  mehr  kurz,  aber  es  ist  schon  nicht  mehr  unbequem, 
wenn  r:r'  zwischen  0,5  und  0,6  liegt,  und  kann  selbst  immer  noch 
mit  NutzeiDi  bei  Werthen  dieses  Verhältnisses  angewandt  werden,  die 
etwas  grösser  sind.  Ist  hingegen  der  grösste  Werth  desselben  kleiner 
wie  0,5,  so  wird  es  schon  beträchtlich  kürzer,  und  überhaupt  um  desto 
kürzer,  je  kleiner  der  grösste  Werth  dieses  Verhältnisses  ist.  Diese  Ent- 
wickelungsarl  wird  sich  daher  mit  Nutzen  bei  der  Berechnung  der  ab- 
soluten Störungen  der  kleinen  Planeten«  die  jetzt  in  so  grosser  Menge 
auftauchen,  anwenden  lassen;  eine  Berechnung,  die  dringend  noth- 
NVendig  wird ,  um  nicht  den  einen  oder  andern  derselben  wieder  ver- 
loren gehen  zu  lassen. 

Namentlich  für  diese  Planelen  bietet  die  genannte  Entwickelungsari 
wesentliche  Rechenvortheile  dar,  die  in  dem  Umstände  ihren  Grund 
haben,  dass  die  störenden  Planeten  immer  dieselben  sind.  Es  kann 
nemlich  ein  nicht  unbeträchtlicher  Tbeil  der  Rechnung  ein  für  alle  Mal 
ausgeführt  werden,  weil  die  numerischen  Werthe  der  bezüglichen 
Coefficienten  von  den  Elementen  der  Planetenbahnen  unabhängig  sind. 
Ein  anderer,  auch  nicht  unbedeutender,  Theil  kann  deshalb  ein  für  alle 
Mal  ausgeführt  werden,  weil  es  blos  von  den  Excentricitäten  der  Bahnen 
der  störenden  Planeten  abhängt,  so  dass  schliesslich  bei  der  Anwendung 
auf  einen  specielten  Fall  nur  die  dritte  Abtheilung  der  Rechnung  aus- 
zuführen ist,  welche  von  den  Elementen  der  Bahn  des  gestörten  Planeten 
abhängt.  Die  ins  Einzelne  gehende  Auseinandersetzung  dieses  Verfahrens 
und  die  Anwendung  desselben  auf  ein  Beispiel  muss  ich  indess  einer 
anderen  Abhandlung  vorbehalten,  wovon  ich  schon  einen  Theil  aus- 
gearbeitet habe. 

Die  Entwickelung  der  in  Rede  stehenden  Function  nach  den  Po- 
tenzen von  r  und  r'  ist  schon  längst  auf  eine  elegante  Form  gebracht 
worden,  allein  diese  kann  hier  nicht  angewendet  werden,  da  in  der- 
selben  die  Glieder  grade  die  entgegengesetzte  Form  haben,  deren  man 
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zum  oben  genannten  Zwecke  bedarf.  Sie  sind  nemlich  nach  den  Po- 
tenzen der  Sinusse  und  Cosinusse  von  17  und  V,  und  nach  den  Co- 
sinussen der  Vielfachen  von  /  geordnet,  wahrend  wir  sie  nach  den 
Cosinussen  und  Sinussen  der  Viel  fachen  von  U  und  U\  und  nach  den 
Potenzen  des  Sinus  oder  Cosinus  von  J  liaben  müssen,  weil  U  und  U' 
die  Afi^umente  der  Breiten,  und  /  die  gegenseitige  Neigung  der  Bahnen 
des  störenden  und  gestörten  Planeten  bedeuten. 

Eine  Entwickelung  dieser  Art  ist  noch  nirgends  gegeben  worden; 
die  welche  iciLhier  gebe,  hat  daber  auch,  abgesehen  von  ihrer  astro- 
nomischen Anwendung,  das  reid  mathematische  Interesse,  dass  sie  die 
Coeflicienten  von  r  und  r' in  einer  neuen,  bisher  unbekannten  Form 
darstellt.  Der  allgemeine  Ausdruck,  den  ich  für  diese  Coefiicienteii  er- 
halten habe,  ist  sehr  einfach ,  er  besteht  für  die  positiven  und  negativen 
Coefficienten  abgesondert  aus  einem  einzigen  Gliede,  und  ist  eine 
Function  von  Factoriellen,  oder  mit  andern  Worten  Function  der  Gaussi- 
schen //Functionen  mit  Argumenten,  die  ganze  und  positive  Zahlen  sind. 
Aus  diesem  Ausdruck  setzen  sich  die  Coeflficienlen  der  Cosinusse  der 
VielGachen  von  (/und  U'  dergestalt  zusammen,  dass  sie  ganze  und  ratio- 
nale Functionen  von  tg'^4^/sind.  Die  numerischen  Werthe  der  Coefficienten 
derselben  sind  bis  zur  21.  Potenz  von  r  berechnet  und  dieser  Ab- 
handlung angehängt.  Die  Berechnung  selbst  habe  ich  ausgeführt,  und 
Hr.  Dr.  Scheibner  hat  die  Controllen  derselben  nach  Anleitung  des 
Art.  26  berechnet. 

Da  die  ganze  Entwickelung  strenge  ausgeführt  ist,  so  gilt  sie  für 
jeden  Werth  von  /,  aber  da  die  Coefficienten  der  höheren  Potenzen  von 
ig%J  bedeutend  gross  werden,  während  die  ganze  und  rationale  Function, 
welcher  sie  angehören,  nur  bedeutend  kleinere  Werthe  annehmen  kann, 

•    * 

so  wird  ihre  Anwendung  in  dieser  Form  beschwerlich,  wenn  /  eine 
gewisse  Grösse  übersteigt.  Da  man  sie  jedoch  noch  ohne  Unbequem- 
lichkeit für  die  grösste  jetzt  bekannte,  in  unserm  Planetensystem  vor- 
kommende, Neigung  —  die  der  Pallasbahn  von  ohngefUhr  35®  —  an- 
wenden kaan,  so  hätte  ich  mich  mit  derselben  begnügen  können,  aber  um 
auch  Formeln  für  den  nicht  undenkbaren  Fall  zu  geben,  dass  Planeten 
mit  grösseren  Neigungen  bekannt  werden  sollten,  habe  ich  mehrere 
Umforoaungen  damit  vorgenommen.  Es  zeigt  sich  leicht,  dass  diese 
ganze  und  rationale  Function,  abgesehen  von  einem  allgemeinen  Factor, 
welcher  hervortritt,  in  die  Classe  der  Gaussischen  hyi)ergeometrischen 
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*  • 

•     •        .  '  '  '  • 

Reihet)  gehöit,  und  dasS  folglich  die  Uraforraungen,  deren  diese  Reihen 
fähig  sind,  hierauf  angewandt  werden  können. 

Bei  den  Formen,  die  ich  hier  beabsichtigte  dieser  Reihe  zu  geben, 
trat  das  Bedürfniss  hervor  sie  in  Fällen,  wofür  man  bis  jetzt  keine 
Summenformeln  hatte  (namentlich  im  Falle. wo  das  vierte  Element 
=  —  1  wird)  Summiren  zu  müssen,  und  dieser  Umstand  veranlasste 
eigene  Untersuchungen  über  die  Sitmmation  dieser  hypergeomelrischen 
Reihe,  und  gab  Veranlassung  zum  Inhalt  des  ersten  Paragraphen  dieser 
Abhandlang.  Man  darf  hierin  daher  nicht  eine  vollslSindj|;e  Abhandlung 
über  die  Summation  dieser  Reihen  erwarten,  sondern  nur  die  Sum- 
mation  derstelben  in  den  Fällen,  die  im  zweiten  Paragraphen  zur  An- 
wendung kommen.  Ausser  diesem  wird  man  jedoch  darin  mehrere 
neue  Summationsformeln ,  die  sich  mir  in  dieser  Untersuchung  gelegent- 
lich darboten,  sowie  einen  neuen  allgemeiaen  Ausdruck  finden,  der 
eine  weit  allgemeinere  Benutzung  zuzulassen  scheint,  wie  die,  die  ich 
Jiier  daraus  gezogen  habe. 

Während  im  grössten  Verlaufe  des  zweiten  Paragraphen  die  Ent- 
Wickelung  der  Potenz  — -f  der  Eingangs  genannten  Function  ausgeführt 
wird,  zeige  ich  am  Schlüsse,  nachdem  ich  die  Formeln  zum  Uebergang 
zu  den  Coefficienten  der  Cosinusse  und  Sinusse  der  Vielfachen  der 
wahren  Anomalien  entwickelt  habe,  wie  man  davon  zu  derEntwickelung 
der  Potenzen  — f ,  — ^,  etc.  der  genannten  Function  übergehen  kann. 
Der  dritte  §.  endlich  behandelt  kurz  ein  paar  Formen,  die  ich  nicht 
glaubte  mit  Stillschweigen  übergehen  zu  dürfen. 

Von  der  Summation  der  Gaussischen  hypergeometrischen  Reihe. 

1. 
Euler  h'dt,  [Inst.  calc.  integr.  Vol.  IL  probl.  134)  durch  ein  sehr  ele- 
gantes, in  späteren  Schriften  oft  nachgeahmtes,  Verfahren  eine  hyper- 
geometrische Reihe  summirt,  die  der  Gaussischen  [Disquisiliones  ca. 
8er.  infinit,)  analog  ist,  und  auf  diese  hingeführt  werden  kann.  Eulers 
Resultat  umfasst  aber  nicht  alle  Fälle,  auf  welche  es  bezogen  werden 
kann,  sondern  ist  einer  Erweiterung  fähig,  von  welcher  ich  hier  das 
Wesentlichste  entwickeln  werde.    Sei  die  Reihe 

xp  (x)  =  i  +  a^  bj^  X  +  a^  h^  x  +  ffg  feg  ar^  +  . . . 
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ZU  sammiren ,  in  welcher  a^,  a, ,  etc.  irgend  welche  numerische  Co- 
efficienten,  und 

I       £         L      ß'ß+^         L      ß.ß  +  i.ß+% 

^1  y   '    ^t  y.y  +  4   »    «'s  y.  y  +  4.y  +  2   '    ^^' 

sind.    Sei  femer 

ijp  {xu)  =^i  +a^xu+  a^a^v?  +  a^a:^ffi  +  ...  • 

.Wenn  nun  P  irgend  eine  Function  von  u,  und  a  und  b  ohne  Indices  ^wei 
beliebige  Grössen  bezeichnen,  dann  ist  identisch 

/    P(p  [xu)  du  =  I  Pdu  {i  +  a^  XU  +  a^a^ vr  +  a^a^  1^  + . .) 

Ja  •/(* 

Stellt  mao  hierauf  die  folgenden  Gleichungen  auf 

f''Pu^du  =  Kl*Pdu 

Ja  Ja 

f^Pu^du  =  b^pPdu 

etc. 
und  substituirt  sie  in  die  vorstehende  identische  Gleichung,  so  wird 

/    P(p{xu) du  =  (1  +aj b^x^  a^b^ x^  +  (^zK^^^  +  ■  •  •)  /  t^du 

Ja  «^a 

woraus  sogleich 

nb 

I     Ptp  [asu)  du 

folgt,    in  welcher  Gleichung  noch   die  Function  P  und   die  Grenzen 
a  und  b  der  Integrale  zu  bestimmen  sind. 

2. 

Die  oben  aufgestellten  Gleichungen  geben 

f^  Pu  du  =  fcj  f^  Pdu 

Ja  Ja 

b^ß Pw'du  =  hjj^ Pu  du 
b,  f^  Pu"  du  =  b^  t  Pu"  du 

Ja  J  d 

etc. 


also  überhaupt 


•6  _    .  .      rh 


6,-.!  f  Pu'du  =  6,  f  Pu'-^du 

Ja  Ja 


290  P.  A.  Hansbn, 

Die  obigeu  Ausdrücke  Tür  b^ ,  b^ ,  etc.  geben  aber  allgemein 

h    —   ß'ß+^"'ß  +  i-^ 

es  wird  daher 

(2)    '  {y  +  i  —  \)ßPu'du  =  [ß  +  %—\)ßPu'-^du 

wo  im  Allgemeinen  die  ganze  und  positive  Zahl  i  von  1  bis  oo  ausgedehnt 
werden  muss.  Sei  durch  die  unbestimmte  Integration 

(y  ^  i—\)Jpufdu  =  {ß+i—\)fPu'-'du  +  Quf 

erlangt,  wo  Q  auch  eine  Function  von  u  ist.  Bestimmt  man  nun  nach 
der  Ermittelung  der  Ausdrücke  für  P  und  Q  durch  diese  Gleichung,  die 
Grenzen  a  und  b  der  Integrale  durch  die  Bedingung,  dass 

Qu'  =  0 
an  jeder  derselben ,  und  dass  innerhalb  derselben  Qvf  nicht  unendlich 
werde,  so  ist  es  klar,  dass  die  Gleichung  (2)  erfüllt  ist.  Differentiirt  man 
zu  dem  Ende  die  vorstehende  Gleichung,  so  kommt 

{y  +  i—i)  Pyfdi$  =  {ß  +  i—i)  Pu'-^du  +  iQu'-Uu  +  u'dQ 

und  diese  zerfölk,  weil  sie  für  jeden  Werth  von  i  gelten  muss,  in  fol- 
gende zwei 

Pu  =  P+Q 

(y  — 1)  Pudu  =  {ß—i)Pdu  +  udQ 


woraus 

^-^ 

Q    ~ 

=  {r- 

-^)-^-iß- 

1 

hervorgeht.  Durch  die  Integration  dieser  wird,  wenn  k  die  willkührliche 

Gonstante  bezeichnet, 

(3)  Qu'=ku^+''-'{i—uy'^ 

nnd  da  die  Eins  der  kleinste  Werth  von  i  ist,  so  sieht  man  sogleich, 
dass  wenn  ß>0  undy>ß 

sind ,  die  Werthe  u  =  0  und  w  =  1  die  Gleichung  Qu*  =  0  erfüllen, 
ohne  dass  zwischen  diesen  Grenzen  Qu*  unendlich  wird.  Wenn  daher 
diese  beiden  Ungleichheiten  statt  finden,  so  wird  der  Ausdruck  (1) 

(3*)  y,  (X)  -  J^^-^- ^-^^ 

I     u^       (<— «)  dt* 
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Zu  bemerken  ist  hiebei  sowohl,  wie  bei  den  andern  unten  folgenden 

Summenformeln ,  dass  die  Bedingungen ,  unter  welchen  Qu'=:  0  wird, 

die  Gleichung  (2)  im  grössten  Umfange  erfüllen ,   und  dass  es  daher 

Fälle  geben  kann,  in  welchen  aus  der  (2)  eine  der  folgenden  Gleichungen 

hervorgehen  : 

0  =  0  oder  oo  =  oo 

Die  Fälle,   in  welchen  diese  Identitäten   statt  finden,    müi^sen  ausge- 
schlossen werden. 


3. 
Die  Gaussiscbe  Reihe  ist 

es  ist  also  in  Bezug  auf  diese 

*i  —  T»  S  --^  "TT«     '  ^s  —       47173      '  ^^' 
und  es  wird  daher 

=  (1 — m)-' 
Substituirt  man  diesen  Werlh  von  qp  {xu)  in  (3*),  so  ergiebt  sich 

F  (a,  /?,  y,  ^)  =4— — (4) 

welches  die  Eulersche  Summenformel  ist,  wenn  man  in  seiner  Reihe 
die  Substitutionen  macht,  die  nothwendig  sind,  um  sie  in  die  Gaussische 
umzuwandeln.  Da  in  der  letztgenannten  die  beiden  ersten  Elemente 
a  und  ß  mit  einander  verwechsel|  werden  dürfen,  so  folgt  aus  der  vor- 
gehenden Summenformel  sogleich  die  folgende 

f    «•-*  (4-^  «)»"-*•--*(<- «?»)""''<'» 

F  («,  ß,  y,  X)  =^^ (5) 

Jo 

welche  das  ErfUUtsein  der  Ungleichheiten 

a  >  0  und  y>  a 
verlangt. 
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Ausser  den  obigen  Bedingungen ,  unter  welchen  Quf  =  0  wird, 
giebt  es  noch  andere,  die  bei  Euler  nicht  vorkommen,  und  die  ich  auch 
sonst  nirgends  aufgestellt  gefunden  habe.  Schreiben  wir  die  Gleichung  (3) 
wie  folgt, 

Qu'=k    *^ 


und  setzen  wir 

/?>0  und/?— />/?+ t — 1 

dann  wird  Quf=Q  für  u  =  0  und  ti  =  —  oo,  ohne  für  irgend  einen 
Zwischenwerth  unendlich  zu  werden. 

Die  zweite  dieser  Bedingungen  kann  erfüllt  werden ,  wenn  a  eine 
ganze  und  negative  Zahl ,  und  /  überhaupt  eine  negative  Grösse  ist, 
denn  vermöge  dieser  Beschaffenheit  von  a  ist  stets 

i  <  —  a 
Es  wird  demzufolge,  wenn  man  —  a  statt  a,  und  —  y  statt  y  schreibt, 

/       «'^      (<-«)■ 
Ja  . 

in  welcher  man  durch  die  Substitution  / 

ß 

die  Grenzen  der  Integrale  auf  0  und  1  zurückführen  kann.   Da  vermöge 

dieser  Substitution  die  Werthe 

M  =  —  cx)  und  y  =  1 

tt  =  0  und  y  =  0 
correspondiren ,  und 


-« -  ^     >-(r+-'+«)d« 


U  ::= 


""du 


-  ~~ ,   I  —  u  ^^=  -. — ,  du  =  —  TM-^t 
wird ,  so  ergiebt  sich 

(6)         F  (-  «,  ß,  -y,  o:)  =  Jf^-^ 

wenn 

/?>  0,  Y>  «  — ^ 

und  a  eine  ganze  und  positive  Zahl  ist.  Dieses  ist  eine  neue  Summen- 
formel, die  für  eine  Reihe  anderer  Fälle  wie  die  obige  gilt.  Durch  Ver- 
tauschung von  a  und  ß  mit  einander  findet  man  hieraus 
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F  («,  -ß,-Y,x)^  Jf,-^^ 

Jo 

welche  voraussetzt,  dass 

«>  0,  y>^  — 1 

und  dass  ß  eine  ganze  und  positive  Zahl  sei. 


5. 

Seien  ferner  ß  und  y  negative  Grössen,  dann  wird  die  (3),  wenn 
man  — ß  statt  ß,  und  — y  statt  y  schreibt, 

und  dieser  Ausdruck  wird  Null  für  «  =  1  und  u  =  oo,  ohne  für  irgend 
einen  Zwischenwerth  unendlich  zu  werden,  wenn 

.    ß>r>i—^ 

ist.    Die  zweite  Ungleichheit  kann  wieder  erfüllt  werden ,  wenn  a  eine 
ganze  und  negative  Zahl  ist.   Es  wird  daher  alsdann 


.et 

du 


F{—a,—ß,—r,x) 


7f»00 


^  -^^^'U^-uf-''''du 


Man  fuhrt  hier  die  Grenzen  der  Integrale  auf  0  und  1  zurück,  wenn  man 


4 

u  =  — 

y 


setzt,  und  erhalt  dadurch 


_x 


u^    "(4— t*)'*    ^    *(«— ®i"di# 


F  (-  «.  -  ß,  -Y,x)  =  -L^— j-^^ (7) 

wenn 

/¥  >  y  >  a  —  1 

und  a  eine  ganze  und  positize  Zahl  ist.  Durch  Vertauschung  von  a  und  ß 
mit  einander  ergiebt  sich 


du 
Jo 

wenn 


r   u     (4— u) 

0 


«  >  y  >  /?  —  1 
und  /?  eine  ganze  und  positive  Zahl  ist. 
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6. 
Die   in   den  Nennern   dieser  Saramationsrormeln   vorkommenden 
Integrale  lassen  sich  durcli  die  Gaussischen  //Functionen  erhalten,  da 
unabhängig  von  der  Theorie  der  FFunctionen  bewiesen  werden  kann, 
dass  allgemein 

ist,  wenn  A  und  fi  positive  Grössen  sind.  Da  in  dem  speciellen  Falle 
X  =  i  die  Zahler  dieser  Summationsformeln  dieselbe  Form  annehmen, 
so  kann  man  in  demselben  auch  diese,  und  folglich  auch  die  FFunctionen 
selbst  durch  die  //Functionep  ausdrücken.  Aus  (4)  und  (5)  erhält  man 
ohne  Unterschied 

welches  die  bekannte  Gaussiscfae  Summationsformel  ist.  Wegen  des  im 
Zähler  von  (4)  und  (5)  enthaltenen  Integrals,  welches,  nachdem  x  =  1 
gesetzt  worden  ist,  den  Factor  (1 — w)«'~''-^«-'  enthalt,  muss  hier  zu- 
folge der  einen  Bedingung,  die  die  Gleichung  (8)  verlangt, 

Y  —  a  —  /?>  0 

sein ,  und  es  scheint,  als  müsse  auch  entweder  a  oder  ß  positiv  sein, 
dieses  ist  aber  nicht  nothwendig,  denn  der  Factor,  welcher  den  Aus- 
druck (A)  unbestimmt  machen  könnte,  wenn  weder  a  noch  ß  positiv  ist, 
ist  in  dem  Quotienten  der  Integrale  verschwunden.  Ausser  dieser  Sum- 
menformel geben  die  Ausdrücke  (6)  und  (7)  für  den  Fall  o?  =  1  die  fol- 
genden : 

(B)         F{—a  8  -y  \)      =  //(/?+y)  (//(y^!. 

\p)         r  \^      a,  p,       y,i)       —  n{y)  ir [y  +  ß-a) 

^V,j  /y   ^_a,  _^,  _y,   1j  _  ^~1j  jT(y)IT{ß^y^i) 

und  die  zu  (6)  und  (7)  correspondirenden  Summationsformeln  geben 
zwei  ähnliche,  die  man  auch  aus  den  Vorstehenden  durch  Vertauschung 
von  a  und  ß  mit  einander  erhält.  Die  Vorstehenden  gelten  für  eine 
Reihe  von  andern  Fällen  wie  (A),  worunter  ich  hier  nur  den,  wo  in 

ist,  hervorheben  will,  welcher  durch  (B)  summirt  werden  kann,  während 
er  von  (A)  ausgeschlossen  werden  muss.  Die  Summationsformeln  (B) 
und  (C)  setzen  jedenfalls  voraus,  dass  das  in  der  FFunction  mit  a  be- 
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zeichnete  Elsmeat  eine  ganze  und  posißze  Zahl  sei,  in  Bezug  anf  die 
übrigen  Bediogungen  sind  sie  aber  einer  weiteren  Ausdehnung  f^big 
wie  die  der  allgemeineren  (6)  und  (7),  aus  welchen  sie  hier  abgeleitet 
worden  sind.  Man  wird  dieses  ans  den  folgenden  einfachen'  Be- 
trachtungen erkennen,  aus  welchen  sie  auch  heiTorgehen.  Dieselben 
Betrachtungen  fuhren  llberdiess  auch  noch  auf  eine  andere  Summations- 
fürmet  hin,  die  mit  keiner  der  vorstehenden  identisch  ist. 


7. 
In  meiner  vorigen  Abhandlung  habe  ich  gezeigt,  das;;  die  Gleichung 
F{a,  ß.  y,x)  =  cF{a,fi,  a  +  ;i~  r+^-  '  — a:) 
wo  c  eine  Function  von  a,  ß  und  y  ohne  x  ist,  allemal  statt  findet,  wenn 
beide  FFunclionen  endliche  Beihen  (ganze  und  rationale  Functionen  von  x 
und  bez.  von  1 — x)  sind,  die  nicht  nnendticb  werden  "können.  Setzt  man 
Dun  x=\  in  die  vorstehende  Gleichung,  so  wird  die  FFnnction  rechter 
Hand  gleich  Eins,  und  man  erhalt 

F  («,  ß,  Y,x)  =  c 
Setzt  man  x  =  0,  so  wird  die  FFunction  linker  Hand  gleich  Eins,  und 
es  ergiebt  sich 

in  welcher  man  darauf  yfiira+(?  — /+1  schreiben  kann.  Die  obige 
Bedingung  findet  statt,  wenn  entweder  a  oder  ß  eine  ganze  und  negative 
Zahl  ,*)  und  nur  nicht  y  eine  kleinere  oder  eben  so  grosse,  ganze  und 
negative  Zahl  ist.    Ich  will  daher  die  obige  Gleichung  so  schreiben: 

F( — a,ß,r,  x)  =  c  F{ — a,ß,  ß  —  a  —  y+],i — x) 
wo  a  ejne  ganze  und  positive  Zahl  sein  soll,  ß  und  y  aber  beliebige 
reelle  Grossen  sind ,  -  letztere  jedoch  dem  oben  aufgestellten  Ausnahme- 
fall unterliegt. 

Die  Constante  c  kann  nun  durcli  die  Yergleichung  des  in  jeder 
FFunction  mit  der  höchsten  Potenz  von  x,  das  ist  mit  af,  multipUcirten 

*)  Die  FFuDCtionen  Icönoea  auch  bei  gebrocheneD  Wenhen  der  beiden  ersten 
Elemente  derselben  endliche  Reihen  werden,  wenn  nur  zwischen  o  und  ß  gewisse  Re- 
lationen statt  finden;  z.  6.  für  er  ^  —  y,  ß  => ^—,  wenn  a  eine  ganze  und 

positive  Zahl  ist.   Dtese  FSDe  werde  ich  aber  hier  aussch Hessen. 


> 
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Gliedes  bestimmt  werden.    Man  findet  leicht  das  allgemeine  Glied  der 
FFunction  links  vom  Gleichheitszeichen  = 

und  das  der  FFunction  rechts  vom  Gleichheitszeichen  = 

^  /    4.2 i./?— a—y  +  ^./^  —  a— y  +  «. ../?  —  «— y  +  i    ^'         •'; 

Das  letzte  Glied  wird  daher  = 

und  bcz..=  (— irM+l-\f+"^^^—   .  ,--^ — ■{\  —  xY 

Aber  das  in  der  Entwickelung  von  (1 — a;)"  mit  sf"  multiplicirte  Glied  ist 
=  ( — j?)",  hiemit  wird  sogleich 

^  —  \~^i  y.r+4 y+«-4 

Um  diesen  Ausdruck  auf  //Functionen  hinzufuhren,  dient  die  Funda- 
mentalgleichung der  Theorie  dieser  Functionen ,  nemlich 

(z+ 1)(z+ 2)...  (.  +  «)= -"^?+")- 

WO  %  jede  beliebige  reelle  Grösse  sein  kann,  n  hingegen  eine  ganze  und 
positive  Zahl  sein  muss.  Wir  bekommen  hiemit  die  Gleichung 

(9)     F(-«,^,y,a.):=(-1)--j^§i^^|^F(-«,A/?-«-y+<,1-a-) 

die  auch  in  §  %  Anwendung  finden  wird.   Setzt  man  nun  hierin  j;  =  1, 
so  bekommt  man  die  Summenformel 

und  setzt  man  ^  =  0,  so  bekommt  man  eine  Formel,  die  nach  der  Sub- 
stitutfon  von  y  für  /?— -«  —  y  +  1  mit  dieser  identisch  wird.  Da 

wenn  z  eine,  ganze  un<j  positive  Zahl  ist,  so  ^iebt  die  Formel  (D)  fol- 

*  • 

genden  merkwürdigen  Satz,  dass 

.F(— «,/!?,  y,  1J=G. 
wenn  ß — a  —  x  ^''^^  ganze  und  negative  Zahl,  und 

•  /^  —  y  >  0 

ist.  Wenn  /S  =  y  ist,  so  versteht  sich  dieses  von  selbst,  da 

F(— «, /?,  ^,  l)=(l  — 1)« 
ist,  aber  wenn  das  zweite  und  dritte  Element  einander  nicht  gleich  sind, 
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SO  ist  die  F  Function  keine  Binomialformel.  Die  Summen  formel  (D)  wird 
unbestimmt)  wenn  ß  oder  y  ganze  negative  Zahlen  sind,  welches  davon 
herrührt,-  dass  in  diesen  Fallen  die  Constante  c  eine  andere  Form  an- 
nimmt. Sei  überhaupt  ß  eine  negative  Grösse,  dann  ist  leicht  zu  finden, 
dass  der  obige  Ausdruck  für  c  die  folgende  Form  annimmt : 

y-y+<  •  •  • y  +  «  — < 

Hiemit  ergiebt  sich 

und  nachdem  x  =  \  gesetzt  worden  ist 

die  mit  der  Gaussischen  Summenformel  (A)  identisch  wird,  wenn  darin 
—  a  statt  a,  und  — ß  statt/?  geschrieben  wird.  Die  vorstehende  Ab- 
leitung setzt  zwar  voraus,  dass  a  eine  ganze  und  positive  Zahl  sei, 
welches  die  vorhergehende  Ableitung  der  Formel  (A),  so  wie  die  von 
Gauss  selbst,  nicht  verlangt,  die  vorstehende  Ableitung  zeigt  da- 
gegen aber,  dass  wenn  a  oder  ß  ganz  und  positiv  ist,  die  Bedingung 
Y  —  ß  —  a  >  0  nicht  für  die  Gültigkeit  derselben  erforderlich  ist, 
welcher  Umstand  nicht  aus  jenem  Beweise  hervorgeht.  Setzt  man 
iF=  0  in  (1 0)  und  schreibt 

y  für  «  +  /?+./  —  ^ 
so  bekommt  man 

welche  mit  der  Summationsformel  (B)  identisch  wird«  wenn  man  darin 
- — ß  für  /?  schreibt,  woraus,  folgt,  dass  diese  auch  für  negativ.e  Werlhe 
von  ßixnd'y  gilt,  wenn  nur  niclity — ß  oder  y  negative  und  ganze  Zahlen 

sind.  Es  folgt  ferner  aus  der  vorstehenden  Summationsformel  dörSatz, 

'■•  .    *  .*       • 

dass    •   •■     •.  F  •(— a,\— ^; -^Vi  "l )  =  Ö 

ist,  wenn  y — a— r/J  eine  ganze  und  negative  Zahl  ist,  und  nur  nicht  zu- 
'  gleich  y — «und  y — ß  ganze  und  negative  Zahlen  sind.  Setzt  man  end- 
lich —  ß  für  /?,  und  — ;^  für  y  in  den  obigen. Ausdrück  für  c,  so  entsteht 

^  —  ^        '/     y.y-4 y  — «+'< 

und  hieraus  ergiebt  sich,  sowohl  filv  x  =  i  wie  für  J7  =  0, 

F(—a  —ß  —y  i\  =  (—  i)'  jgL^J^**^  nja  +  ß^r^i)  ,ßv 
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welche  mit  (C)  identisch  ist.  Ich  bemerke  schliesslich,  dass  man  diese 
Summenformeln  auch  aus  der  Gaussischen  vermittelst  der  angeführten 
Fundamentalgleichung  der  /ZFunctionen  ableiten  kann. 


8. 

Wenn  man  u  auf  reelle  Weise  beschränkt,  so  sind  im  Vorher- 
gehenden alle  Fälle  erschöpft,  in  welchen  0w'  =  0  werden  kann ,  giebt 
man  aber  u  imaginäre  Werthe,  so  werden  andere  Bedingungen  möglich, 
und  es  öffnet  sich  ein  neues  Feld  fur  die  Summation  der  FFunctionen. 
Der  allgemeinste  Ausdruck,  den  man  füriu  wählen  kann,  ist  der  folgende: 

ti  =  r  (cos  sy  +  / — i  .  sin  sy) 

wo  8,  r  und  y  reelle  Grössen  sind,  von  welchen  ich  hier  nur  y  als  ver- 
änderlich betrachten  werde.  Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  (3), 
und  verleibt  den  constanten  Factor  r^+*-i  der  willkuhrlicben  Gonstante  k 
ein,  so  ergiebt  sich 

Qu' =  kf-fi  {cos  [(y-/?)?+(/?+i-1)«y]  +  /:=T.  sin  [(y-/S)g+0?+t-1)^)} 

wo  i  —  r  cos  sy  =p  cos  q 

—  r  sin  sy  =p  sin  q 

ist.  Derselbe  Werth  von  u  giebt  femer,  wenn  man  stets  die  constanten 
Factoren  der  Gonstante  k  einverleibt, 

Pdu  =  kpy'fl-'{cos[{r-ß-^)q  +  ßsy]+yr=^.sm[{r-ß-^)q+ßsy]} 

q)  {m)  =  hr""  (cos  al  — y/—\.  sin  al) 

^^  1  —  ar  cos  «y  =  A  cos  / 

—  OT  sin  «y  =  A  sin  / 

ist.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  (1 ) ,  und  setzt  darauf  den  reellen, 
und  den  imaginären  Theil  dieser  Gleichung,  jeden  fUr  sich,  gleich  Null, 
so  bekommt  man  die  folgenden  zwei  Ausdracke  : 


•4 

F  [et,  ß,  Y,  X) 


f    k    "/    "^^  cot  [(y-/»- <)«  +  /»«» -«J]d» 


F  {a,  ß,  y,  x)  = 
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wo  die  Grenzen  der  Integrale  wieder  durch  die  Bedingung  bestimmt 
werden  müssen,  dass  an  jeder  derselben  der  obige  Ausdruck  für  Qu*  =  0 
werde,  ohne  zwischen  denselben  unendlich  werden  zu  können.  Es  ist 
hiebei  noch  zu  bemerken,  dass  Wenn  nur  die  eben  ausgesprochenen 
Bedingungen  erfUUt  werden,  die  Grenzen  des  imaginären  Theils  anders 
aagenommen  werden  dürfen  wie  die  des  reellen. 

9. 

Es  würde  mich  zu  weil  führen,  wenn  ich  jetzt  alle  Falle  unter- 
suchen  wollte,  in  welchen  die  Bedingungen  für  Qu*  =  0  erfüllt  werden 
können,  ich  muss  dieses  auf  eine  andere  Zeit  verschieben,  und  darf  mich 
hier  nur  mit  d6m  Falle  beschäftigen,  welcher  in  §  2.  angewandt  werden 
wird ,  und  überhaupt  die  Veranlassung  dieser  Untersuchungen  gewesen 
ist.  In  diesem  Falle  sind  — a,  — ß  und  y  ganze  und  positive  Zahlen,  und 
es  ist  überdiess  x  =  —  1 .  Führen  wir  diese  Annahmen  in  die  Formeln 
des  vor.  Art.  ein ,  so  dürfen  wir  r  =  1  und  «  =  2  setzen ,  wodurch 

p  =  2  siü  y,  q  =  ~  +  y 

wird,  wenn  n  dasVerhUltniss  desKreisumfanges  zum  Durchmesser  bezeich- 
net, Hiemit  erhalten  wir,  wenn  wir  fortfahren  alle  constanten  Factoren 
der  willkührlichen  Constante  einzuverleiben ,  und  —  ß  slatt  ß  schreiben, 

*  ^ 

Qu'=ksiny+f'y  {cos(y-/?+2i-2)y  +  /-l4.  sin(y-/?+2i-2)y} 

Da  nun  y  und  ß  positiv  sind,  so  wird  unabhängig  von  i,  Ow*  =  0,  wenn 
y  =  0,  =  ;r,  =  27r,  etc.  wird,  ohne  je  unendlich  zu  werden.  Für  die 
Integrationsgrenzen  können  wir  also  setzen 

a  =  0,  5  =  TT 
Verbindet  man  ferner  die  Annahme  x  =  —  i  mit  r  ==  1  und  «  =  2, 
so  wird  A  =:  2  cos  y,  /  3=  y 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  beiden  Summenformeln  des  vor.  Art. 
substiluirt,  und  darin  —  a  statt  a,  und  —  ß  statt  ß  schreibt,  so  wird 

/  <*  y-\-ß — 1 

1      cos  y  sin  y.  cos  {y  — ß  +  a  —  i)y.  dy 

F  (-«,_/?,  y,   _  1)   =   2«  -Jj- 

/      sin^"*"         y.  cos  (y  — /?  — Ijy.  dy 

Jo 

I      cos"j/sin''     ""  y.  sin  (y  —  ß-^a  —  ^)y.dy 
F  i-a,  — /?,  y,  _  1)  ::=  2"  A_ _ 

/  «sin'''*"         y.  sin  (y-^ß—i)y.  dy 

Jol 

Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wisseosch.  IV.  22 


300  P.  A.  Hansen, 

Ich  lege  in  diesen  Formeln  den  Elementen  a,  ß  und  y  die  Bedeutung 
unter,  dass  sie  ganze  und  positive  Zahlen  sein  sollen,  weil  dieses  der  Fall 
ist,  in  welchem  ich  sie  weiter  unten  anwenden  werde.  Es  ist  aber  leicht 
zu  erkennen,  dass  die  Gültigkeit  derselben  nicht  auf  diese  Bedingungen 
beschränkt  ist. 

10. 

Für  die  Anwendung  der  eben  gefundenen  Summenformeln  auf  den 
genannten  Fall  ist  vor  Allem  zu  bemerken,  dass  man  sich  der  ersten 
bedienen  muss,  wenn  y  +  ß  —  ^  ^^^^  grade  Zahl  ist,  indem  in  diesem 
Falle  der  zweite  Ausdruck  -j  wird.  Wenn  dagegen  y+  /?  —  1  eine  un- 
grade Zahl  ist,  so  muss  die  zweite  Summenformel  angewandt  werden, 
indem  dann  der  erste  Ausdruck  — wird.  Es  tritt  hier  der  Fall  ein,  dessen 
in  Art.  2  gedacht  wurde,  dass  nemlich  in  den  angeführten  Fällen  die 
Gleichung  (2)  0  =  0  wird,  und  daher  nichts  bedeuten  kann. 

Um  die  Integrationen  auszuführen ,  sei  nun 

wenny  +  ^ — 1  gradeist, 
cos  "y.  sin"'  +^-'y  =^ 


Z 

+  aj  cos  (— y  — /9— «  +  'l)y  +  r7o  ^^s  (— y  — /^— «  +  i)y} 

und  wenn  yVß — ^  ungrade  ist, 
cos  "y.  sin  '+'*"'* j/  = 

(-4) 


TTT+TTzn-K  sin  {y  +  ß+ct—\)y.+  a^  sin  (y +  /?  +  «— .3)y  +  .  •  • 
—  a,  sin  (— y  — /?  — «+3)f/  — a„  sin  (— y  — /?— «  +  1)y] 

dann  ist  od'enbar  im  ersten  Falle 


cos 


[-^) 


;+/^-i 


"y.  sin'+'^-'y.  cos  [y  — ß  + a  —  \)y.  dy  =  n  i-_ji^-^----  a. 


und  im  zweiten  Falle 


cos  Y  sin''+'*-'y.  sin  {y  —  ß+a  —  \)y.  dy  =  ti  ^^rfl+a-l  'V 


Die  Integrale  der  Nenner  können  wir  bekannten  Formeln  entnehmen, 
denn  man  weiss  dass 
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sin ^^y .  cos  2py .  dy  =  ( —  i)Pn  -q- 


0  '  '         %''  n{q+p)n{q-p) 


siü^+'y.  sin  {2p  +  i)y  .dy  =  {—  i)Pn  -ji+i 


'O  X  .  .-        .  X  ,  j   y-r    n(q+p  +  i)n{q--p) 

ist,  wenn  p  und  q  ganze  und  positive  Zahlen  bedeuten ,  und 

ist.  Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Summenformeln  des  vor.  Art., 
so  ergiebt  sich ,  y  +  ß  mag  grade  oder  ungrade  sein, 

F{-a,  -ß,  r,-\)  =  (- \Y  ^'f.V^^y  «^         (^^) 

für  welche  nur  noch  der  Ausdruck  von  üß  zu  ermitteln  ist.  Es  ist  viel- 
leicht überflüssig  diesem  hinzuzufügen,  dass  wenn  z  eine  ganze  und 
positive  Zahl  ist, 

II  [%)  r^  1.  2.  3...Z 

und  ausserdem 

/7  (0)  =  1 

ist.  Zur  obigen  Summenformel  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  durch  die 
Vertauschung  der  Elemente  a  und  ß  mit  einander  daraus  eine  ahnUche 
entsteht,  die  im  Allgemeinen  die  Summation  vermittelst  anderer  Zahlen- 
werthe  der  in  dem  Ausdruck  vorkommenden  Factoren  giebt>  und  dass 
daher  Fälle  vorkommen  können,  in  welchen  es  in  den  Anwendungen 
vortheilhafter  ist,  sich  der  durch  diese  Vertauschung  entstehenden  Sum- 
menformel zu  bedienen. 

Diese  Formel  giebt  nicht  blos  die  Summe  der  bezeichneten  FFunction, 
sondern  auch  die  einiger  anderen.  Die  allgemeine  Verwandelungsformel 

F  («,  /?,  y,  X)  =  H  —  x)-^  F  {a,  y  —  ß,  y,  -^) 
giebt 

F  (— «,  r  +  ß^  y^  i)  ^irFi-  «,  —ß  Y.  -  1) 

F  (y  +  a,  — /?,  y,  i)  =  {fF{-  «,  —ß  r,  —1) 

und  die  Summenformel  (11)  giebt  daher  auch  die  Summe  dieser  beiden 
FFunctionen ,  in  welchen  das  vierte  Element  =  i  ist.  Ferner,  die 
Gleichung  (1 0)  des  Art.  7.  giebt  wenn  man  a:  =  —  1  setzt 

F(-«.-/?,-(«+/J+y-1).2)=fi^±J^i^i^F(-a,-^,^-1) 

und  die  vorstehende  allgemeine  Verwandelungsformel  giebt,  wenn  man 
X  =  2  setzt, 

22* 
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F(-«,-/?,-(a+/?+y-1),2)  =  (-i)-F(-a,-(«+y-1).-(a+/?+y-1),2) 

weshalb  raan  auch  die  Summe  dieser  FFunctionen,  deren  letztes  Element 
=  2  ist,  durch  (1  \ )  erhält. 


Zur  Ermittelung  des  Ausdrucks  für  «^  werde  ich  mith  der  imagi 
nären  Exponentialfunctionen  bedienen.  Setzt  man 

2  cos  y  =  z  +  — 

und    substituirt  diesen  Werth,  so  wie  die  andern  auf  bekannte  Weise 
daraus  folgenden ,  in  die  Gleichungen 


k..  _  (-<) 


k_ 
2 


COS  "y  sin  *y  =  —rrr  [%  ^^^  («  +  ^)y  +  ^i  ^^s  (a  +  fc  —  2)y  +  . . . } 
und  bez. 


*-i 


cos  «y  sin  *y  =  '   Jj^.^     Ksin  {a  +  k)y  +  a^  sin  (a  +  Ä—  2)y  +  . . .} 


des  vor.  Art. ,  in  welchen  ich  zur  Abkürzung  k  statt  y  +  ß  —  i   ge- 
schrieben habe,  so  werden  beide  durch  die  folgende  Eine  dargestellt, 

die  man  durch  Anwendung  bekannter  Verfahren  entwickeln  kann.  Nimmt 
man  die  Logarithmen ,  so  wird 

alog(z+i)+&log(;r  — y)  =  log(aoZ«+^  +  a,z«+*-^  +  a,^«+*-H...) 
welche  Gleichung  durch  die  Differentiation 


'*  -  4. 


u4-k    ,  a  +  A  — 2    ,  o  +  A  — 4    , 

Oo  5f  ^    +0,  a    '  +  a,  sr    '  +  ••• 

giebt.  SchaflTt  man  hier  die  Nenner  weg,  vergleicht  die  gleichartigen 
Glieder  mit  einander,  und  schreibt  wieder  ß  +  y  —  1  statt  k,  so  be- 
kommt man,  da  ausserdem  leicht  zu  finden  ist,  dass  aQ  =  1  wird, 
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a. 


a. 


a. 


% 


a. 


a, 


^  1 

=      (« 

=  i  (« 


ß  —  y+i) 
/?  — y  +  1)a. 


l-{a  +  ^  +  y  — 3)0, 


(12) 


etc. 

woraus  jeder  aCoefBcient  mit  Sicherheit  berechnet  werden  kann. 
Um  dieses  durch  ein  Beispiel  zu  zeigen,  sei  ausser  x  = 


1, 


a 


12,  (i=S,  y=1, 


dann  wird 


a 


/?  —  y+1  =4,  a  +  ft  +  y  —  i  =20 


a^ 


a« 


a. 


4 
4 

7«» 


=  -2 


«4  ==  T  '»s 


20 

T 


a.  =  ^  a,  —  ^  0,  =  +  80 


a. 


a. 


a 


8 


5    "* 
4 

4 

4 
T«7 


+  104 


46 
-6"»4  = 

^a,  =  -112 
^  a,  =  -  238 


Es  ist  leicht  zu  finden ,  dass 


(ik 


{—\y-^r-^a„^,+,_,^, 


ist,  und  wenn  man  daher  diese  Rechnung  weiter  fortsetzt,  so  muss  man 
nothwendig  auf  dieselben  Zahlen  zurückkommen,  wodurch  man  eine 
Controlle  der  Rechnung  erhält.  Eine  andere  Eigenschaft  der  aCoefiicienten 
ist  die,  dass  sie  alle  unter  den  obigen  Voraussetzungen  ganze  Zahlen  sehi 
müssen ,  diese  kann  auch  oft  dienen  um  Fehler  in  der  Berechnung  der- 
selben zu  entdecken.    Durch  die  Summenformel  (11)  erhält  man  nun 

F(— 12,  — 8;  1,-1)  =  —  238-^^^'^^^^ 

Rechnet  man  die  Reihe  selbst,  so  wird 


/Z(8) 


238 
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F(-12, -8,  1. -i)  =  <  - -^«- +^^4^  +  etc. 


wie  oben. 


1  —  96  +  1848  —  12320  +  34650 
+  25872  —  6336  +  495 

—  238 


44352 


12. 

Man  kann  auch  Ausdrücke  geben,  durch  welche  die  a  CoeflScienten, 
jeder  fur.sich,  erhalten  werden.  Sei  e  eine  ganze  und  positive  Zahl,  und 

a  —  /?  —  y+  1  =  +  « 

a  +  /?  +  y  -  1  =^1 


dann  ist  auch  stets 


2 


eine  ganze  und  positive  Zahl ,  die  Null  ein- 


geschlossen.  Es  wird  hiemit 


;t+e 


A— « 


und  die  Entwickelung  der  Binomien  giebt 


2 


woraus  sogleich 


*  + 


l  —  t.l  —  s  —  i    i-t-i  1- 


2.  4 


-|-  etc. 


«•  +  -f  z'-*  +  — /-=i  z'-*  ±  etc. 


(13) 


a. 


a. 


a. 


4.2  5~ 


a, 


e.fi— 4.«  — i.«  —  8        e,e — 4     X — e    ,    X  —  «.Jl— «  — f 

-5 1 


4.2.8.4 


4.  2 


2  .  4 


-            _i_   »*•* — ^••«  —  4        f.»  —  4.«  —  2     X — s   ,    e      X  —  8.x  —  e — S 
Ok  =  +   !  — 7-^ i 7-^^ •  -^—  +  -;j 


"5         -J_       .  1 .  2  .  .  5 


4.2.3 


2 


2  .  4 


a. 


* . g — 4 . . g— 5    '  ff.g — 4  ..f — 8     il — <   ,   g.<— 4     il — e.Z— <— 2       X—e.X—e—^.X—t—h 
4.2.  .6  4.2  ..  4  2""^     Tl  274 


2.4.6 


etc. 


folgt.  Wenn  man  den  letzten  der  durch  (12)  berechneten  a  Coefficienten 
auch  durch  den  beztlglichen  Ausdruck  (13)  berechnet,  so  erhält  man 
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auch  eine  Controlle  für  die  Richtigkeit  der  numerischen  Rechnung.  Für 
das  obige  Beispiel  wird  «  =  4  und  X  =  20,  und  daher  durch  (1 3) 

ög  =  28  —  336  +  70  =  —  238 
wie  oben. 


13. 

Man  sieht  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die  //Functionen,  die 
wir  hier  betrachtet  haben,  sich  im  Allgemeinen  nicht  duix*h  ein  einziges, 
aus  //Functionen  bestehendes  Glied  darstellen  lassen,  es  giebt  jedoch 
besondere  Fälle,  in  welchen  dieses  möglich  wird.  Unter  diesen  will  ich 
erst  den  Fall  ^  > 

6=0 

betrachten.   Die  Gleichungen  (1 2)  geben  in  diesem  Falle  sogleich 

fl,  =  — i(a+/J  +  y  — 3)a, 

etc. 

und  es  wird  daher,  wenn  ausserdem  (i  ungrade  ist, 

F(— «,—/*,  y,  —  1)=:0 

und  wenn  /?  grade  ist, 

welcher  Ausdruck  denen  der  Art.  5.  und  6.  analog  ist.  Ein  anderer  Fall, 
in  welchem  ein  analoger  Ausdruck  entsteht,  ist  der,  wo 

ist.    Die  Ausdrücke  (1 3)  geben  in  diesem  Falle 

a^  =  1 ,  «1  =  ±  ^ 


a 


A— 4.A  — 3  ,     Z— 4.A-3 


4  2.4  '       "5  -'  2.4 

etc.  etc. 
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Hieraus  folsrt. 


wenn  ß  eine  grade  Zahl  ist, 
und  wenn  ß  eine  ungrade  Zahl  ist, 


7I(y  +  ^-l)//(lipl)/z(£=l) 

WO  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn 

a  —  ß  —  y+1  =+1 

und  das  untere,  wenn 

u  —  ß  —  y  +  1  =  —  1 

ist.  In  meiner  vorigen  Abhandlung  habe  ich  durch  eine,  von  der  hier 
angewandten  gänzlich  verschiedene,  Methode  die  Function 

F  ( —  ^,  ^,  1 ,  sin  ^fc) 

und  deren  erstes  Differential  in  Bezug  auf  k,  iii  dem  Falle  wo  ä  =  ^ 
summirt,  diese  Functionen  gehören  in  den  eben  behandelten  Fall,  und 
ich  werde  daher  zeigen,  dass  das  sich  aus  den  hier  entwickelten  Aus- 
drücken ergebende  Resultat  mit  jenem  übereiü stimmt.  Es  wird  ver- 
mittelst eines  bekannten  Satzes 

^^'-~^-;^-'-''"'^^  =  —  V  sin fc  cos fc  F  (1—^,  1+iU,  2,  sin *fc) 

und  die  beiden  zu  summirenden  Functionen  sind  daher 

F(— ^,  ^,  1,i)  und  —fi^F{\—ii,  1+^  2,1) 

die  ich  der  Kürze  wegen  mit  F  und  F'  bezeichnen  werde.  Durch  die 
Verwandelungsformeln  des  Art.  9.  bekommt  man  nun  zuerst 

F  =  ^F{-ii,\-[,,\,—\) 

Es  ist  also  hier  bezüglich 

a  =  ^,  ß  ^=  fi  —  1,y  =  1 

und  a^=  [i  —  1,  ß  =  fi  —  1,  y  =  2 

es  wird  daher  für  die  erste  Function 

a  —  /?  — y+  1  =^  +  1 
und  für  die  zweite 

a  —  ß  —  r+  1  =  —  1 
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« 

Sabstiluirt  man  diese  Werthe  der  Elemente  a,  ß  und  y  in  die  obigen 
Sammenformeln ,  so  bekommt  man    ^ 

wenn  fi  ungrade  ist, 


^  (^  e-f^)y 


"+*  ^  ff(^-<) 


und  wenn  fi  grade  ist, 


1 


oder  wenn  man  die  //Functionen  ausschreibt, 

wenn  fi  ungrade  ist, 

■jT (— <)  ^       1.8.5.  ./i  — a 

S  *  2.4  .6.  .|U  — 4 

F'=  —  2fiF 

und  wenn  /i  grade  ist, 

rt i—i)  '^        4.8.5.  .  .^  —  4 

«  '   S.  4  .  6  .  .  .^ 

F'=2fiF 

mit  jenen  Resultaten  übereinstimmend. 


Entwickeluog  der  negativen  und  ungraden  Potenzen  der  Quadrat- 
wurzel der  Function 
r2  +  r'*  —  2rr'  (cos  U  cos  ü'  +  sin  U  sin  tf'  cos  J) 

nach  den  Potenzen  von  r  und  r ,  und  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Viel- 
fachen der  wahren  Anomalien. 

U. 

Es  sollen  fortwährend  r  der  Radius  Vector  des  Planeten  m,  r  der 

des  Planeten  m  bedeuten,  und 

r'  >  r 


308  P.  A.  Hansen, 

sein.  Den  Winkel  zwischen  dem  Radius  r  und  der  gegenseitigen  Knolen- 
linie  der  beiden  Bahnebenen  nenne  ich  U»  und  den  zwischen  r  und 
demselben  Theil  derselben  Enotenlinie  V;  die  Neigung  der  Bahnebenen 
gegen  einander  sei  /.  Es  ist  zwar  hier  gleichgültig,  ob  man  für  J  den 
spitzen  oder  den  stumpfen  Winkel  wählt,  den  die  beiden  Bahnebenen 
mit  einander  machen,  um  aber  von  einer  festen  Regel  auszugehen, 
werde  ich  annehmen ,  dass  J  nie  grösser  sei  wie  90®.  Die  W^inkel 
U  und  U'  müssen  ihren  Anfang  in  den  Theilen  der  Bahnebenen  nehmen, 
die  diesen  Winkel  /  einschliessen ,  und  es  ist  folgUch,  wenn  der  Winkel 
zwischen  r  und  r  mit  //  bezeichnet  wird, 

cos  H  =  cos  U  cos  U'  +  sin  U  sin  U'  cos  / 

=  cos  %J  cos  (£/'—  U)  +  sin  »i  J  cos  {U'+  ü) 

Nennt  man  die  gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Planeten  A,  so  wird 
A«  =  f^+r^—  2rr' cos  V  cos  {V—  U)  —  2fr' sin  V  cos  (£/'+  U) 

Um  diesen  Ausdruck,  so  wie  dessen  Entwickelung ,  auf  den  Fall  an- 
wenden zu  können ,  wo  der  eine  der  beiden  Himmelskörper  rücklüuBg 
ist,  braucht  man  nur  in  den  Formeln  der  elliptischen  Bewegung  des- 
selben die  mittlere  Bewegung  negativ  anzunehmen.   Sei  nun 

^  cos  %J  z=a;  y  sm^J  =  ß, 
dann  lässtsich  der  vorstehende  Ausdruck  leicht  auf  folgende  Form  bringen, 

(1 4)  ^  A'  =  1  —  2«  cos  {U  —  U)  —  2ß  cos  {U'+  £/)  +  «*+ 2aß+ß^ 

die  eine  Verallgemeinerung  der  bekannten  Form 

1  —  2y  cos  x+y^ 
ist,  und  in  diese  übergeht,  wenn  man  entweder  a  oder  ß  gleich  Null 
macht.    Setzt  man  ferner 

2  cos  {U'—ü)  =p+±,  2cos  {ü'+  U)  =  q  +  ^ 

dann  sind  p  und  q  die  den  Bögen  U' —  U  und  U'+  U  zukommenden, 
imaginären  Exponentialfunctionen;  nemlich,  wenn  man  die  Grundzahl 
der  natürlichen  Logarithmen  mit  c  bezeichnet. 

Durch  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  bringt  man  (1 4)  auf  folgende  Form 

(15)   g;=i,-ap-ß^)(i-i-i)-.ßOrt-riy 

welche  ich  der  beabsichtigten  Reihenentwickelung  zu  Grunde  legen  werde. 
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15. 

Durch  die  Entwickelung  der  Factoren  und  des  Quadrats  des  Auf- 
drucks (1 5)  kann  man  leicht  seine  Identität  mit  dem  Ausdruck  (1 4)  nach- 
weisen, allein  man  kann  ihn  auch  auf  die  folgende  Art  direct  finden. 
Ich  beziehe  die  beiden  Körper  m  und  m  auf  die  Achsen  der  rechtwink- 
lichen  Coordinaten  x,  y,  z,  und  x\  y\  z.  Die  Ebene  der  Bahn  des  m 
soll  die  0^  Ebene,  und  der  aufsteigende  Knoten  von  m  aufm'  die  o;  Achse 
sein ,  dann  haben  die  Coordinaten  von  m  und  m  folgende  Ausdrücke, 

X  =  r  cos  V         ,  X  ^=r  cos  V 

y  =  r  cos  /  sin  U,  y  =  r  sin  V 

z  =  r  sin  /  sin  f/ ,  z'  =  0 
und  es  ist 

=  (x'— X— (y  — y)  /=!}  {a;'-a;  +  (y— y)  /ZI}  +  z*     (16) 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  der  Coordinaten  geben  aber 
X — X  —  [y  —  y)  yf^K  =  r  (cos  U —  /HI .  sin  ü' )  —  r  (cos  ü —  /^ .  cos  J  sin  ü) 

=  r{c  — ycos^jj.c  — y  sin^jJ.c  ) 

=:r'c-^'^^(1  — «;>—/??) 

und  wenn  man  hierin  —  /— 4  statt  ^ — 4  schreibt,  so  erfolgt 
X-X+  iy-y)  /^  =  r-c'^' ^^  (i  _  ±  _  A) 

Die  Gleichungeo 


p^g(t/'-y)r=T^  q  =  c^v'+u)r=i 


geben 


also 


v^i^p: 


2/=:T.smt/=rj-/T 
und  hiemit  erhalt  man 

Substituirl  man  diese  Ausdrücke  in  (16),  so  geht  (15)  daraus  hervor. 
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16. 
Ich  werde  quq  zuerst  den  Ausdruck  (1 5)  nach  den  Potenzen  von 
a  und  ß  entwickeln,  und  den  allgemeinen  Ausdruck  der  Coefficienlen 
ableiten,  es  ist  klar,  dass  man  durch  die  Summation  dieses  Ausdrucks 
in  Bezug  auf  alle  Glieder,  für  welche  die  Summe  der  Exponenten  von 
a  und  ß  dieselbe  ist,  den  GoefHcienten  der  betreffenden  Potenz  von  -^ 
erhält.   Sei 

dann  wird  (1 5) 

und  die  Reihenentwickelung  giebt  zuerst 

Von  dieser  Reihe  lässt  sich  leicht  das  allgemeine  Glied  aufstellen.  Der 
u^  Binomialcöefficient  der  Potenz  —  ^^^^  hat  folgenden  Ausdruck 

^      ^  2^**  TT  (m  +  tt)  TT  (Am)  fl*  M 

WO  die  Argumente  der  //Functionen  stets  ganze  und  positive  Zahlen 
sind,  weil  m  eine  solche  Zahl  bedeutet.  Also  der  u^  Coefficient  der 
Potenz  —  4^  ist  =:  n(%u) 

und  die  obige  Reihe  wird  daher  durch  folgenden  allgemeinen  Ausdruck 
dargestellt, 

welcher  nun  weiter  zu  entwickeln  ist. 


17. 
Durch  Hülfe  des  Ausdrucks  (1 7)  bekommen  wir  zuerst 

F~^=^       g(««>+an)77(u) (ap  +  ßq)" 

aber  der  Goefficient  von  a*  ß^  in  der  »'*"  Potenz  von  ap  +  ßq  ist  = 

Af  +  j.jfc  +  i  — 4.fc-t-i  —  8....fc  +  4 

4  .  2  .  3  ...  I  j 

und  da  in  jedem  GUede  k  +  l  =  n  ist,  so  kann  man  diesen  Goefficienten 

auch  so  schreiben  ^W 

n{k)  n{i) 
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Es  wird  also 

^     r"-  77  (tt  +  n)  II  (2i*)  //  [k]  n{i)  ^   ^ 

Der  Coefficient  von  a^ß^  ist  hier  stets  ein  einziges  Glied,  welches 
auch  mit  p^q'  multiplicirt  ist,  da  nun  F' ans  F  durch  Verwandelung  von  p 

in  p"^  und  q  in  q"^  hervorgeht,  so  wird  die  Entwickelung  von  F' 2— 

aus  der  eben  abgeleiteten  durch  blose  Verwandelung  von  p^q'  in  p~''q~' 
erhalten.    Es  ist  daher 

F-  ""^'  .-=  ^«V    ^   /r(«u+an)n(u) _      ,'    . 

^     2^  II  [u+n)  n  (%u)  II  [k)  II ID  ^       ^ 

Im  Product  dieser  beiden  Grössen  kann  der  Factor  «*/?'  durch  alle  mög- 
Uchen  Verbindungen   von    k  =z  0,  l  =  0    h'is  k  =  k,  l  =  l  hervor-  . 

2u-f  1 

gebracht  werden.   Nemlich  die  in  F' 2^  mit 

aV^    «V»    «V' «V 

aß^,     aß,      ccß\     ....«/?' 

d*ß^,    a*/?'.  «V* «*/*' 

2tt-f  t 

multiplicirten  Glieder  geben,  wenn  sie  bez.  mit  den  in  F        3    mit 

«*/?',     «V~'.     «*/?'"*,     «*/?" 

•  •  • 

multiplicirten  verbunden  werden,  Glieder  die  alle  mit  af^ß'  multiplicirt 
sind.  Diese  Verbindungen  sind  die  einzigen,  die  solche  Glieder  hervor- 
bringen können ,  und  sie  unterscheiden  sich  alle  durch  die  Exponenten, 
die  p  und  q  bekommen.   Diese  sind  für  die  obigen  Verbindungen  der 

Reihe  nach  _ 

fr.     pq      ,      p'^T^y      .  .  .  .  j>*g-' 

Der  Coefficient  eines  jeden  dieser  Glieder  ist  Ein  Glied,  denn  jede  dieser 
Potenzen  wird  in  dem  Coefficienten  von  «*/?' nur  Einmal  hervorgebracht. 
Denkt  man  sich  nun  ausser  unter  k  und  /  auch  unter  r  und  a.  zwei 
ganze  und  positize  Zahlen,  die  Null  eingeschlossen,  so  kann  man  das 
allgemeine  Glied 

in  [FF')  -  -r^  mit  a*/J'p*-^g'-«<' 
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multiplicirt  sieb  denken,  und  dieses  kann  nur  auf  Eine  Art,  nemlich 
durch  die  Multiplication  des 

in  F         2-  von  d' ß'' p"^  q-^". 
abhängigen  mit  dem 

in  F 2-  von  a*-^ /?'-'' p*-*  5'"'' 

abhängigen  entstehen.    Setzt  man  daher 

(1 9)  {FF')  -  '-^  =  i^üf  (fe,  /)  «V' 

2tt-t-l 

WO  also  überhaupt  M  {k,  l)  den  Coefficienten  des  in  {FF')         2~  mit 

«*/?'  multiplicirten  Gliedes  bezeichnet,  und 

(19*)  M  (fc,  /)  =  2;N{t,  a)p'-^'q'-^ 

so  dass  überhaupt  N{t,  o)  den  Coefficienten  des  in  M  {k,  t)  mit  p*"*^^'-^'' 

multiplicirten  Gliedes  bezeichnet,  so  erhält  man  sogleich 

(20)  N(t  a)  = 77  (2«  +  2t)  +  at^)  /r  (8u  +  21:  +  2a)  (n  («))' 

^       ^  ^   '     "^  «■"  77  (tt  4- V  +  w)  77  (tt  +  r  +  a)  (/r  (Jtt))* // (r) /7  (w)  77  (t)  77  (o) 

WO 

n  =  &+/,  V  =:  k  —  T,  w  =  l  —  o 
ist.    Die  eine  Summation  des  Ausdrucks  (19*)  muss 

von  T  =  0  bis  t  =  k 

und  die  andere 

von  o  ==  0  bis  G  =  ^ 

ausgedehnt  werden.  Da  aber  das  Product  FF'  reel  ist,  und  keine  Sinusse 
enthält,  so  müssen  die  Coefficienten  der  negativen  Potenzen  von  p  und  q 
denen  der  gleichen  positiven  gleich  sein,  und  gleiches  algebraisches 
Zeichen  haben.  Man  braucht  daher  die  Summation  nur  bis  dahin  aus- 
zudehnen wo  beide  Exponenten  negativ  werden. 


18. 
Da  der  r^"  Binomialcoefficient  der  m**°  Potenz 

77  (m) 

77  (r)  II  [m  —  r) 

ist,  SO  bekommt  man  sogleich 

(^»•)  (r?-rfr= 

y_    , If_{^u) /J^  _  77j2tt) ^  _p^^  J^ 

g"     "*"    77(2)  77  (2m —  2)       9""^    "^    77(u)7r(2u      4)'      9'*"'*    "'"••"*'     p« 

77  (2tt)  p"-^  '  77  (2u)  p^'-^  ,  77  (2«)  g"^* 

7Z'(1)  77(21*  — <)  9""*  7Z'(3>7Z'(2tt  — 3)  9**""^  77 {^)  77(2«- ^)    p**"* 
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Es  ergiebt  sich  aus  diesem  Ausdruck,  dass  die  Form  der  Glieder 
in  dein  Goefficienten  von  a*/S'  in  der  Entwickelung  von  -r-  schliesslich 
eine  zweifache  ist,  und  dass  die  Glieder  der  einen  Form,  welche  aus 
der  ersten  Zeile  des  vorstehenden  Ausdrucks  entstehen  werden ,  mit 

hingegen  die  der  andern  Form,  die  aui^  der  zweiten  Zeile  hervorgehen 
werden"  mit  ^—jt— i    /-.2ff— i 

muUiplicirt  sein  werden.    Setzt  man  daher 

^  =  ir;  E  (fe,  i)  «V 

so  wird  derCoeflicient  E  {k,  l)  die  folgende  Form  haben 

und  die  Aufgabe  besteht  zunächst  .darin,  die  Ausdrücke  dieser  G  und 
ÄCoefficienten  durch  bekannte  Grössen  zu  erlangen. 

Substituirt  man  zuerst  den  Ausdruck  (19)  in  (18),  so  bekömmt  man 

=  M- ik,  l)  {r±  -  fiy  (22) 

wenn  man 

setzt.    Setzt  man  andrer  Seits 

M'  (Ä,  /)  =  ^N'  (r,  a)  .  p^-^^-^qi-^o^n  ^23) 

dann  giebt  der  Ausdruck  (20) 

iV'(T,a)  =  _,^ 77(2t;_+2t^-2u)//(2u  +  2r  +  2a) _ 

2^"    -"//(t?+tt;-u)//(r+o  +  u)//(2tt)/r(r  — u)//(m;  — tt)//(T)//(o)      ^       ^ 

indem  durch  die  Substitutionen  k  —  n  statt  ü,  und  /  —  u  statt/ 

n  in  n  —  2m,  v  in  r  —  w,  und  w  in  w  —  ti 
übergehen.    Schreibt  man  nun  zur  Abkürzung 

.(ri-rir=x-x' 

und  versteht  unter  X  die  erste,  und  unter  —  X'  die  zweite  Zeile  des 
Ausdrucks  rechter  Hand  in  der  Gleichung  (20*),  so  wird  vermöge  der 
Gleichungen  (21),  (22)  und  (23),  zuerst 

2'G  (t,  ff)  /-«'  q'-^'  =  ^'XA"  (t,  o)  p*-«— "  qi-i—« 

^H  (t,   a)  p*-«— lg'-««-!  =  i'X'iV'(T,   ff)  p/'-i^-Ugl-to-u 
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.  und  da  diese  Gleichungen  identisch  sein  müssen,  so  bekommt  man  durch 
die  Substitution  der  Ausdrücke  von  X  und  X'  in  dieselben  sogleich 

G{r,a)  =  ^-\N'{T,o-u)+j^j^ß^^N'{r-i,c-n  +  i)  +  ... 

+//(3u/'yi-a)^v-"+2.<^-<)+„,j;;:L-.7^'(r-«4-i,a)j  ■ 

wo  die  Summationen  sich  auf  w  beziehen,  und  auf  alle  Werthe  desselben 
ausgedehnt  werden  müssen,  die  Glieder  geben,  die  nicht  Null  werden. 


19. 

Substituirt  man  nun  für  die  iV'Coefficienten   ihren  Ausdruck  (24) 
in  die  oben  erhaltenen  Ausdrücke,  so  ergiebt  sich 

(25)  ,  G .(r,  o)  =  if T,  H  (r,  a)  =  KT 

wenn 

2*-^"  n{v+iü)  n{T+a)  n{v)  ii{w)  n{r)  n(o) 

2*"  //  [v)  77  (g) j2'*  TT  (v)  77  (w)  77  (r)  TT  (a) 


^M.    ^v>f   M^    -,»1 ,     ^         JA   yv;    JM.   ywj    jx   \i}   iL   \») 

77  (ü— tt)/7(a— uj/7(2tt)  ■'"/7(v~tt+4)  77/'a-tt+4)/7(«;— <)77(r— 4)  77(2f4— 2)77(2] 


2^"  77  [v]  77  [w)  II  (r)  77  [o] 


^  ir{v  —  U  +  t)  /7(a  — u  +  2)  77(u;  — 2)77(r-2)  77(2tt— 4)  77(4)  ^'" 


2^"  77  {V)  II  {w)  n{x)  n  (ff) 


"  77(1«  — tt  +  4)  77(r  — tt  +  i)  77(v  — i)  77  (a-4)  77(2w  — 2)  77(2) 

2-"  77  [w)  77  (t) 

"^  77(u;— tt)  77(t  — tt)  77 (2w) 


K  = 


77(2v  +  2t<;->2)  77  (2r-|-2g-f  2) 


7  2-"  77(t;4-w;  — 4)77(T  +  a  +  4)77(t;)77(w;— 4)/7(r)  77(a+4) 

rp._  y.{ 2-"77(r)77(g-f4)  

■'  ^  J77(v--U)  77(a  — tt  +  4)  77(2u  — 4)  77(4) 

2^"  77  (t;)  77(tx;  — 1)  77(r)  77(g  +  4) .__    , 

■*"    77(ü  — U  +  1)  77(ff  — tt+'2)  77  (w— 2)  /7(r  — 1)  /7(2tt  — 3)  77(3)  '^"* 

2^"  77  (t?)  77 (m;  —  < )  77(7)  77(g-f  <) 

**■    II[W  -u-\'\)  77(r  — tt  +  2)  77  (ü  — 2)  77(a  — i)  77(2«  — 3}  77(3) 

2^"  n{v)  n(w—i)  77(t)  77(q+i) 

■*"    /7(t(;— u)  77(r  — u  +  4)  77  (v  — 4)  77 (a)  77(2u  — <)  77(4) 

gesetzt  wird.  Die  Summationen  dieser  Ausdrücke  für  T  und  T*  müssen 
so  ausgeführt  werden  wie  am  Ende  des  vor.  Art.  angeführt  wurde. 
Man  sieht  hieraus  leicht,  dass  in  Bezug  auf  T  die  Summation  sich,  wenn 
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im  ersten  Gliede  von  u  =  0  bis  u  =  a 

-  zweiten   —       -     u  =  i    -     u  =  g  +  i 

-  dritten     —       -     11  =  2-     u  =  a+2* 

u.  s.  w. 
und  wenn 

im  ersten  Gliede  von  u  =  0  bis  u  =  v 

-  zweiten  —       -     w  :===  1    -    u  =  v  +  i 

-  dritten     —       -     w  =  2-     u  z=  v  +  2 

u.  s.  w. 
erstrecken  muss.  Betrachtet  man  den  Ausdruck  ftir  T  naher,  so  findet 
man,  dass  das  letzte  Glied  mit  dem  ersten,  das  vorletzte  mit  dem  zweiten, 
u.  s.w.  identisch  wird,  wenn  man  in  jenen  «;  in  t;^  und  r  in  a  verwandelt, 
und  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  dieses  sosein  muss.  Man  kann  daher  die 
Grenzen  der  Summatiop  auch  so  ausdrücken.   Sie  erstreckt  sich,  wenn 

T  <  w 
im  letzten  Gliede  von  u  =  0  bis  u  =  r 

-  vorletzten w=:1    -    u  =  r  +  i 

u.  s.  w. 
und  wenn 

T  >  w 

im  letzten  Gliede  von  u  =  0  bis  u  =  w 

-  vorletzten w=1     -    u  =  w  +  i 

u.  s.w. 
In  Bezug  auf  die  Summation  des  Ausdrucks  fttr  T'  findet  ein  ganz  ana- 
loges Verhalten  statt. 

20. 

Um  diese  Ausdrücke  für  T  und  T'  näher  kennen  zu  lernen ,  ist  es 
hinreichend  die  ersten  Glieder  derselben  für 

w  =  0,  u  =  i,  w=:2,  etc. 
auszuschreiben.    Erwägt  man  dass  allgemein 

/Z  (z  +  w)  =  (^  +  1)  (z  +  2)  (z  +  3)  .  .  .  (z  +  n)  77  (z) 
ist,  wenn  n  eine  ganze  und  positive  Zahl  bezeichnet,  so  findet  man 
leicht,  dass 

Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wiuenicb.  IV.  23 


I  . 

I 
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rp 4  I  o  "•<'     ,    Qi  v.v-1.a.a—i     .    ai  v.v — i.v—i.o.o — i.o — 3     ,      , 

1  -l  +  Z  Y.T  +  ^         1.3. 4. S       +  ^    f.a.s.  4.3.8 +  ®'*^- 

+2  ^ + 2'  ^ .  ^ + 2»  ^f  ■  -:-^;;ir + etc. 

+^         4  .  3  .  n +  ^    ~T."8  .  l".  8        •  TT  +  ^  4.3.4.8  4.8.4.8         +  e'<^- 

+  etc. 

r=2»t»  (o+l)  +2»»  {a+i)  '-f^  +2*«  (a+1)  ""g^'/'r-  +2'«'  («J+<)  *'~"'r'5V;''/;7'""Velc 

+2'.  (o+l)  ?^^=i^|l^  +2*.(<,+1)  ^^:=i:|^^ .  ^  +^vio+i)  ^^=^ff^ .  ^:^^^  +e.c 

+  etc. 

*)  wo  in  beiden  Richtungen  die  Glieder  so  weit  fortgesetzt  werden  müssen, 
bis  sie  Null  werden,  welches  stets  der  Fatl  ist,  da  v,  w,  t  und  a  ganze 
und  positive  Zahlen  sind.  Die  vorstehenden  Ausdrücke  folgen  einem 
einfachen  Gesetze,  und  man  erkennt  leicht  daraus,  dass  T  wie  T  aus 
dem  Product  von  zwei  Factoren  bestehen,  von  welchen  der  eine  blos 
Function  von  v  und  a,  und  der  andere  blos  Function  von  w  und  t  ist. 
Der  erste  dieser  Factoren  in  7"  lässt  sich  überdies  noch  in  zwei 
Factoren  zerlegen.   Setzt  man  nämlich 

V  =  >|  4.  2  ^-^  +  2*  t;.t7-— l.q.g— 4     ,    gj  t7.t;— 4.^  —  1 .  g,a— 4.q  — 1    ,    ^^ 

4.4  4.3.-4.2  4.3.6.4.a.8 

so  ist  rp  __  Y  y^ 

und  setzt  man  ferner 

f  l-l-Z     3^      i-Z  8.5.4.4  "^*  8.8.7.4.1.8  +610. 

I 

m^ »iQ  ti;-4.r        02  w— 4.t(?— a.r.r— 4     ,  qj  tt?— 4.u?— g.ti;— 8.T.T~4.r--g  . 

'^  —  ^  +  ^"17r+^  8.0.4.«  "T^  3.5.7.4.2.3 +  ^^• 

SO  wird  r=4i;(a  +  1)  y'TV'  ! 


*)  Ich  bemerke  hiezu,  dass  wenn  man  statt  dieser  die  letzten  Glieder  von  T  und  T' 
flir  USB  0,  u  <=»  4,  etc.  ausschreibt,  man  dieselben  Ausdrücke  bekommt,  welches  auch 
nicht  anders  sein  kann. 
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21. 
Die  eben  gefundenen  Functionen  V,  W,  V  und  W[  sind  Gaussische 
hypergeometrische  Reihen ,  in  welchen  das  vierte  Element  gleich  Eins 
ist.    Vergleicht  man  sie  nemlich  mit  der  im  §  I.  angeführten  allgemeinen 
Form  dieser  Reihen ,  so  findet  man 

in  V 
a  =  —  V,  ß  =  — a,    y  =  4-,    x  =  \ 

m 

in  W 
«  =  —  w,  /?  =  —  T,   y  =  i,   ir  =  1 

in  Y' 
a  =  —  t?  +  1,    /?  =  —  a,    y  =  i,    x-^\ 

in  W 

a  =  — w  +  l,    ß  =  —  'T,    y  =  i,    x  =  \ 

Da  die  beiden  ersten  Elemente  dieser  Reihen  ganze  und  negative  Zalilen 

sind,    so  kann  man  sie  durch  die  Summationsformel  (E)  des  Art.  7. 

snmmiren,  und  erhall  dadurch  unmittelbar 


V 


YM7  _   iT(-i)/r  (u;+T-i) 
^'^  —      ir(tt;-i)/Z(T-i) 

—    ir(t;-.i)/r{a+i) 

ly' iT(f)/r(tt;  +  r  — i) 

.    '^'^  i7(u;-f)  ir{r  +  i) 

WO  die  //Functionen  in  ihrer  allgemeinen  Bedeutung  genommen  werden 
müssen ,  aber  durch  die  Reductionsformel 

WO  n  das  Yerhältniss  des  Kreisumfanges  zum  Durchmesser  bezeichnet, 
in  solche  verwandelt  werden  können,  deren  Argumente  ganze  und  po- 
sitive Zahlen,  die  Null  eingeschlossen,  sind.  Es  wird  dadurch 

y    n  (It?  +  lg)  n  [v)  II  (g) 

IT  (v  +  g)  //  (Jv)  //  (2a) 

ry /r(>ti;  +  >T)/7(t<;)7r(r) 

^^  77  (w  +  T)  i7  ( Jtü)  n  ( Jr) 

Y'  o  /r(at;  +  lgj  17(1;)  /r(g+4) 

*^  *  IT  (V  +  g)  IT  (Jtü)  JfT  («g  +  Ä) 


ly' o  /r(«w  +  >r)7r(w)/7(r  +  4) 

^^  *  ir{ti;4.T)77(«w)//(Jr  +  2) 


23* 
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Man  kann  diese  Ausdrücke,  so  wie  die  des  vorvor.  Art.  filr'  K  und  K' 
noch  vereinfachen.  Aus  der  für  ganze  und  positive  Zahlen  staUfindendeD 
Formel  ^^^^^^   2    3     .2; 

folgt  leicht  die  Reductionsformel 


n{u) 


2M .  3  .  5  . . .  2z  —  1 


II[z) 

Setzt  man  daher  allgemein 

Q  [Z,  Z)  2.  4.6  .  .«J.  J.  4  .6  .  .  .!»• 

71  {z,z)  =  —^ 3- 5 — — iYiTT— 

und  wegen  /7  (0)  =  1  ins  Besondere 

„  (0,0)  =  1 ,    ;r  (0,«)  =  1 
SO  wird 

Ä   =  ^   (V,  W)  .  ()   (t,   O)  ,     K==q[v,W  1 )  .  (>  (t,   <T  +  1 ) 

W=n{w,T)  ,    W'=^;- 

■ 

also 

.     T=n{v,o).n{w,T),    T'=^^^^^±^n{v.c).n{w.T) 

und  wenn  man  diese  in  die  (25)  substituirt, 

G  (t,  a)  =  q  (v,  w)  .  (>  (t,  a) .  ;r  {w,  t)  .  71  [v,  <t) 

ff  (j^  ^)  =  (aa  +  JMtr  +  4)   (>  («'^  «^  —  '•)•  ?  (^v<'  +  ^)  •  ^  («^*  '^)-  ^  i^^  ^) 

womit  die  im  Art.  1 8  angekündigte  Aufgabe  gelöst  ist.  In  Bezug  auf 
die  Q  und  ;7Functionen  bemerke  ich  noch  Folgendes.   Dass 

Q  (2J,  z)  =  (>  {z\  z) 

ist,  oder  (fass  man  die  beiden  Argumente  der  q  Functionen  mit  einander 
verwechseln  darf,  ist  aus  dem  obigen  Ausdruck  dieser  Function  ohne 
Weiteres  sichtbar,  aber  es  ist  auch  stets 

;r  {z,  z)  =  it  {z,  z) 

welches  durch  nähere  Betrachtung  des  obigen  Ausdrucks  für  diese 
Function  leicht  zu  finden  ist. 
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22. 

Durch  Hülfe  der  eben  gefuDclenen  Ausdrucke  für  die  G  und  ff  Co- 
efBcienten  giebt  die  Gleichung  (21)  sogleich 

E  [k.  l)  =  Sq  [v.  w)  .Q{T,o).n  [w.  t)  .  n  {v,  a)p^-*'  q'-"  (26) 

Dieses  ist  der  einfache  und  allgemeine  analytische  Ausdruck  der  Co- 
efficienten  der  Entwickelung  des  Ausdrucks  (1 5)  von  -^  nach  den  Po- 
tenzen von  a  und  /?,  und  es  lassen  sich  in  demselben  überdies  noch  die 
beiden  Glieder  in  Eines  zusammen  ziehen ,  wie  weiter  unten  gezeigt 
werden  wird.  Fürs  Erste  werde  ich  aber  dieselben  von  einander  ab- 
gesondert stehen  lassen,  weil  ihre  numerische  Berechnung  in  dieser  Ge- 
stalt Vortheile  darbietet,  die  ich  weiter  unten  näher  erörtern  werde. 
Für  jedes  paar  gegebene  Werthe  von  k  und  /  müssen  im  ersten  Gliede 
des  vorstehenden  Ausdrucks  die  Summationen  sich 

von  T  =  0  bis  r  =  k 


und  von  a  =  0  bis  a  =  / 

hingegen  im  zweiten  Gliede  sich 

von  T  =  0  bis  r  =  fc  —  1 
und  von  <j  =  Obiso=:/  —  1 

erstrecken.  Die  Summe  der  Glieder,  die  mit  a^  ß^  multiplicirt  sind,  ist  also 

=  (fc  +  1)  {l  +  i)  +  kl 

und  das  erste  Glied  dieses  Ausdrucks  giebt  die  Summe  der  positiven, 
das  zweite  Glied  dagegen  die  Summe  der  negativen  Glieder  an.  Ich 
bemerke  noch,  dass  in  Folge  des  Art.  17  stets 

i;  =  fc  —  T,  w  =  l  —  a 
ist. 

Ehe  ich  weiter  gehe,  wird  es  wohl  nicht  undienlich  sein  zur  Er- 
läuterung des  obigen  Ausdrucks  ihn  für  ein  paar  bestimmte  Werthe  von 
k  und  /  vollständig  auszuschreiben.  Sei  fc  =  2  und  {==  3,  dann  wird 
zufolge  desselben  der  Coefficient  von  «*/?'  in  -^  = 
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E{%3) 


).().(Ö.O).;r<2.0).«(3,0)|»YV4j^()(2.2).()(0.1).;r(3.0J.«(2.0)pj» 
).()(0,1).ff(2.1).;r(2,0)p*j  -4j^(»(2J).(»(0.2).«(2,0).«(2J)p(j« 
)  .(>(0,2) .  jr  (2,2) . « (1,0);.»^' -  4 1^  ()  (2,0) .  c(0,3) :  ;»(<  .0) .  «(2,2)p  J-» 

) .  (»(0,3) .  7r(2,3) .  w(0,0)p»g-»- 4 1^;  ^(1 ,2).  (»(i  ,<) .  «(3,1) .  »(1,0)f-V 
).()(1.0).«(1.0).«(3.1)/g»  -45fJ()(1.1).(>(1,2).«(2.1).«(1,1jj,-Y 

).(>(1,1).«(1,1).«(2,1)p»?     -4l^<)(1,0).^(1.3).;r(1,1).«(1,2)|»-V 

).p(2,1):jr(1.2).;j(1.1)A-' 
).(,(1,3).7r(1,3).«(1,0)/j-« 

).()(2,0).7i(0,0).ff(3,2)p-Y 

).^(2,1).«(0,1).«(2,2)|»-*5 

).()(2,2).;t(0.2).»(1,2);>-V 
) .  ()(2,3) .  jr(0,3) .  jr(0,2)p-*<r' 

In  dea  positiven  Gliedern  dieses  Aasdrucks  erkennt  man  sogleich ,  dass 
die  Goefficienten  der  negativen  Potenzen  von  p  und  q  denen  der  bezüg- 
lichen positiven  gleich  sind,  aber  in  den  negativen  Gliedern  tritt  diese 
Eigenschaft  erst  nach  der  Substitution  der  numerischen  Werthe  der 
Goefficienten  hervor.   Es  wird  dadurch 


3)-e 

(2.3) 

+  9 

(2,2) 

.  +P 

(2.1) 

+  (> 

(2.0) 

+  (> 

(<.3) 

+  9 

(<.2) 

+  9 

(<.<) 

+  9 

(<>0) 

+  9 

(0.3) 

+  9 

(0,2) 

+  e 

(0.1) 

+e 

(0.0) 

E  (2,3) 


P*9* 


+ 

+ 
+ 
+ 


4.8.5.7.9 
S. 4.S.4.6 

1.8.5.7.4.8      2 
2. 4. J. 4. 1.4    P   ? 

4.8.5.4.8.5.7       ^    -1 
2.4. J .2.4.4 .8   ^   9 

4.8.4.8.5.5.7.9       ^ 
2.4.2.4.6.4.8.5   -P    9 


4.4.2.4.2.4.2   ^^ 

2.2.4.8.5.4.8.5         q 
8.4.2.4.2.2.4.4    "? 


-8 


^  po^» 


4.3.5.7.4 
2.2.4.6.2.4 

4 .8.5.4 .8.8.5      d 
2.2.4.2.2.4.4    "    ^^ 

4.8.4.8.8.5.8   ^0^-1 
2.2.2.2.4.4  .4   Z'   ? 


4 
4 
4 
4 

4 
4 


2.8.4.8.4.8.5.5.7  _, 

5.4.2.4.2.4.6.4.8  P^ 

i.4  .4  .8  .5.4  .8.7      _i    ^ 
4.8.2.2.4.2.2.4    P       ? 

4.2.4.8.4.8.5.5.8  i     o 

8.8.2.2.2.2.4.4'.  4"     ß 

4.8.4.4.8.5.7.3.8.5      _i    . 
5.8.2.2.2.4.6.4.4.8  '^       5^ 


+  etc. 

WO  in  den  negativen  Gliedern  die  eben  genannte  Eigenschaft  leicht  zu 
erkennen  ist.  Der  Uebergang  zum  Reellen  kostet  keine  Mühe,  wenn  man 
sich  erinnert,  dass 


J 
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ist.   Man  braucht  also  nar,  ohne  Rücksicht  auf  die  entgegengesetzten 
Glieder  zu  nehmen, 

2  cos  { (m  +  m')  U'—  (m  —  m)  ü}  für  p«  9*"' 
zu  setzen;  bei  den  mit  p^q^  multiplicirten  Gliedern,  oder  mit  andern 
Worten  bei  den  Gliedern ,  welche  die  imaginären  Exponentialfunctionen 
nicht  enthalten,  f^llt  die  Multiplication  mit  2  weg.   Der  obige  Ausdruck 
wird  daher,  wenn  man  zum  Reellen  übergeht,  . 

^  (2.3)  =  ^IXiXF  CO«  (^^'+  ^)        -  8  TTTTT  cos  {SV+'U) 

+  2  ^TOxf  CO«  (3^'-  ^)        -  8  ltf:H4  CO«  (^'-  ^) 
+  2  :;MM  cos  (r-  3P)     -  8  ^%'4M4  cos  (t/'+  3  U) 


+  2::::::::::::;cos(r+5r) 


<.8.5.7.7 


+  2;;;;°;;;;  cos(3g'+3g) 
+  2  Ixlxf  cos  (P'+  ü) 


23. 

Bevor  ich  zu  den  Coefficienten  der  Potenzen  von  r  und  r  übergehe, 
will  ich  statt  der  zu  U'—  ü  und  Ü'+  ü  gehörigen,  imaginären  Expo- 
nentialfunctionen die  zu  ü'.  und  ü  gehörigen  einführen.   Sei 

2  cos  F  =  a  +  -i-,  2  cos  ü'=  »'+  -J- 

dann  erhalten  wir  folgende  Relationen 

p  =  ^,  q  =  m' 

hieraus,  und  wenn  wir  wie  oben ,k  +  l  =  n  setzen .  ergiebt  sich 

F  H 

Setzen  wir  nun  ^     ,      *  /•  . 

so  gehen  in  den  Ausdruck  (26)  die  Exponentialfunctionen  über  in 

j^,.-2/i^-(»-V-*ir)  und  u'«-*^-*w-(»-*^-^^^ 
aber  da  dieser  Ausdruck  reel  sein  muss,  so  darf  man  dafür  auch 
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^schreiben.  Da  ferner  A*  eine  symmetrische  Function  von  Ü  und  V  ist, 
so  darf  man  auch  in  diesen  Exponentialfunctionen  u  und  u  mit  einander 
verwechseln ,  und  also 

in  dem  Ausdruck  (SS6)  schreiben ,  ohne  in  den  Coefficienten  derselben 
eine  Aendernng  vornehmen  zu  müssen.  Es  wird  daher,  wenn  man 
auch  k  eliminirt, 

(27)  E{n-l,l)=- S^{v,iv)  .g{r,G)  .n{w,T).7t{v,a)u'-'^u-<''-V-'«^ 

W"  /•=T  +  <T.  g=l  —  iia 

vzz-n  —  /  —  r,    w-^l  —  a 
gesetzt  werden  muss. 

24. 

Es  ist  schon  im  Art.  1 6.  gezeigt  worden,  dass  man  den  Coefficienten 
von  (-^Y  durch  die  Summation  der  Coefficienten  von  «"""'/?',  deren  Aus- 
druck eben  ermittelt  worden  ist,  erhält,  wenn  man  bei  dieser  Summation 
n  unverSinderlich  annimmt.  Diese  Summation  soll  jetzt  ausgeführt  wer- 
den.   Setzt  man  ^'  n = •  y.    /  r  \» 

so  ist  Dn  der  Coefficient,  dessen  Ausdruck  durch  die  bez.  Summation  der 
J^Coefficienten  ermittelt  werden  muss.  Der  Ausdruck  (27)  dieser  Coeffi- 
cienten giebt  aber  leicht  zu  erkennen,  dassD»  folgende  Form  haben  muss, 

Dn=  S  C  {n  —  %  —{n  —  2f—  2g) ) .  tt«-*/ti'-(»-V-«^) 

wo  die  eine  Summation  sich 

von  f=  0  bis  f=n 
und  die  andere  sich 

Von  g  =  —  f  his  g  =  n  —  f 
erstrecken  .muss.     Aber   da  A    reel   ist,    so  ist  nothwendig,   wenn 
m  und  m  irgend  zwei  Indices  bezeichnen, 

C  (m,  m)  =  C  ( —  m,  —  m) 
und  da  A  in  Bezug  auf  U  und  17'  symmetrisch  ist,  so  muss  auch 

C{m,  m')  =  C{m\  m) 
sein.    Man  braucht  also  in  der  That  die  Summation, 
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wenn  n  eine  grade  Zahl  ist, 
nur  von  f  =  0  bis  f  =  \n 
und  von.  g'  =  0  bis  g  =  n  —  2/*, 

und  wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist, 

nur  von  f  =  0  bis  f  =  ^^^ 

» 
und  von  g  ==  0  bis  g  =^  n  —  2f 

auszudehnen,  um  alle  Glieder  von  D„  zu  erhalten,  deren  Coefficienten 
einander  nicht  gleich  sein  müssen. 

Es  ist  nun   zunächst   der  Ausdruck  der  C Coefficienten   zu   ent- 
wickeln.   Da  einestheils 

-^  =  -S-J?  (n  -  Z,  /)  a"-V' 
und  anderntheils 

ist,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Werthe 

a  =  -p-  cos  *4-/,  /?  =  y-  sin  %J 

substituirt, 

JD„  =  ^E{n—  1 1) .  cos  ^'•i/tg»'^/ 

und  wenn  man  (27)  substituirt,  ' 

JD.=  COS*»i/  -S' tg»'i  J  {Pw«- Vu'-(»-«/-2^)  —  Fw«-»/-»  t/-l«-V-»«r)} 

WO  zur  Abkürzung 

P  ==:  Q  [v,  w) .  Q  (t,  a) .  7t  [w,  t)  .  n  (v,  o) 

geschrieben  ist.  Um  hieraus  den  Ausdruck  der  C Coefficienten  zu  erhalten, 
ist  nichts  weiter  zu  thun,  wie  den  .Exponenten  von  u  im  zweiten  Gliede 
dem  im  ersten  Gliede  gleich  zu  machen.  Dieses  bewirkt  man,  indem  man 
im  zweiten  Gliede   ^_  ^  ^^^^  ^^  und  (/  +  1  statt  g 

schreibt.   ErwSgt  man  dass  hieraus  vermöge  der  Gleichungen 

v^=n  —  /  —  TyW  =  l — a   ) 
die  gleichzeitige  Verwandelung  .von 

/  in  /  +  I 
T  in  T  —  1 
w  in  w+  i 
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bedingt  wird,  während  v  und  a  unverändert  bleiben,  so  bekommt  man 
sogleich 

C  (n— 2/;  —{n  —  2f-ig))  =  cos  ^»1/^  tg«i/.{P— 0  tg'i/} 
'  wo  P  denselben  Werth  wie  oben  hat,  aber 

0  ==  (5;^Jif^  ('(t'.«i).(>(T--1.  a+IO.^Cw'  +  l.  T-1)..«(,;;<T) 

ist.  Da  in  jedem  CCoefficienten  ausser  n  auch  f  und  g  feste  und  unver- 
änderliche Werthe  haben ,  so  hängt  der  vorstehende  Ausdruck  nur  von 
einer  einfachen  Summatioh  in  Bezug  auf  a  ab.  Um  dieses  hervorzuheben 

* 

ziehe  ich  aus  den  Gleichungen  (28)  durch  die  Elimination  die  folgenden 

V  =  n  —  f —  g  —  a 
w  ==g  +  ö 

T    =  f O 

/  =  j  +  2a 

substituirt  man  diese,  so  ergiebt  sich  schliesslich 

(29)   C{n—  %  —  [n  —  ^f—  %g) )  =  cos  ^"i/  tg^^^-S*  {P  tg^''^/—  Q  tg*'+'i/} 

wo 
P--p{n'-f-g-a,g+<j).g{f-a,a),n{n-f'-g'-a,a).7i{g+a,f-a) 

ist,  und  die  Summation  im  ersten  Gliede 

von  o  =  0  bis  a  =  f 
•    hingegen  im  zweiten  Gliede 

von  a  =  0  bis  a  =  f —  1 
ausgedehnt  werden  muss. 


25. 

Die  CoefBcienten  in  der  Gruppe  der  CGoefficienten,  die  denselben 
Werthen  von  n  und  f  angehören,  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  sie  sich 
wiederholen,  so  dass  der  erste  dem  letzten,  der  zweite  dem  vorletzten, 
u.  s.  w.  gleich  ist.  Um  dieses  zu  beweisen  schreibe  ich  den  eben  ge- 
fundenea  Aasdruck  wie  folgt 

C{n-2f.—in—2f—2g))  = 

„-,..,t^V.r|«^!y.O)+«(l/.<)t«V+o(9.2)tgV+...+a(i^,/Otg*V 
*   ^    *    \  —  b{g,0)lg'iJ-b{g,i)tg%J~.,.-big,f-i)tgV-*y 
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wo  also  a  {g,  0),  a  {g,  1),  etc.-6  {g-,  0),  etc.  positive  Zahlen,  und  specielle 
Werthe  der  oben  mit  P  oud  Q  bezeichneten  Goefficienten  sind.  Ich 
mache  nun  darauf  aufioaerksam,  dass  der  ursprOngliche  Ausdruck  für  A* 
seinen  Wertb  nicht  ändert,  wenn  man  darin  180^ — /  für  /,  und  — ü' 
fltrU'  schreibt,  und  dass  daher  dieselbe  Eigenschaft  auch  in  der  Ent- 
Wickelung  von  -^  statt  finden  muss.  Setzt  man  daher  in  dem  vor- 
stehenden Ausdruck  der  C  Goefficienten 

1 80"—  /  statt  /,  und  n  —  if—Sf  statt  g 
so  darf  er  seinen  Werth  nicht  ändern ,  denn  vermöge  der  zweiten  .Sub- 
stitution geht    _  (,j  __  g^  _  2y)  in  +  (n  —  2/-  —  2^) 

ober.   Es  entsteht  hiedurch 

C{n  —  2f.^{n  —  2f-2g))  = 

►lg*4^ 

V 

Vergleicht  man  die  gleichartigen  Glieder  dieser  beiden  Ausdrücke  der 
CGoefiScienten  mit  einander,  so  erhält  man  • 


«n«"4-/cot<r«(-W)4jl"^""^^"^'^^  +o(«-2/'-J/,1)  cots*y+. ..  +  a{n-Zf-g,f)  cotg*/l 
*       *  ^1-6  {n^2f-g,0)  cotg  V-*  {n-if-g,  1 )  cotg  V-...-6  {n-^f-g,  H )  cotg  V^ 


a{n—'if- 

-9,  f)        = 

=  a{g,0) 

,   h{n~%f- 

-9,f-^)  = 

=  h  ig,  0) 

a{n—%f- 

etc. 

=  «(jy.<) 

,    b(n—if- 

-94-^)  = 

etc. 

=  H9,^) 

a{n      2/" 

-9>  <)        = 

=  oi9'f— 

-1).   bin-if- 

-9^^)       = 

=  b{g,f-i) 

a(»— 2/"- 

-9,0)        = 

=  <9>f) 

,   b{n—if- 

-y.  0)       = 

=  H94-^) 

Jeder  a  und  bCoefficient  kommt  also  zweimal  vor,  wenn  nicht  die  An- 
zahl der  einen  oder  andern  derselben  ungrade  ist,  in  welchem  Falle  der 
mittlere  derselben  nur  Einmal  vorhanden  ist.  Man  kann*,  wie  ich  gleich 
zeigen  werde,  durch  diese  Eigenschaft  bei  der  numerischen  Berechnung 
dieser  Goefiicienten  eine  vollständige  GontroHe  ihrer  Richtigkeit  erhalten. 


26. 

Da  die'^  und  6  Goefficienten  unabhängig  von  den  Elementen  der 
Bahnen  der  Himmelskörper  sind,' und  daher  in  jedem  Falle  dieselben 
bleiben,  so  habe  ich  sie  bis  zu  n  =  20  berechnet,  und  in  der  Tafel  IV 
dieser  Abhandlung  angehängt.  Ich  habe  bis  zu  dieser  Grenze  alle  Go- 
efficienten berechnet,  obgleich  man  meistentheils  nicht  alle  einer  jeden 
Abtheilung  braucht.  Ich  meine  dass  man  für  die  neuen  Planeten  hiemit 
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ausreichen  wird,  and  sollten  einzelne  Fälle  vorkommen,  in  welchen  man 
sie  für  einige  Werthe  mehr  von  n  bedürfte,  so  habe  ich  die  weitere  Be- 
rechnung derselben  dadurch  zu  erleichtem  gesucht,  dass  ich  die  Tafeln 
I  und  II  für  Q  [Zy  %)  und  n  (i,  z)  etwas  weiter  ausgedehnt  habe. 

Nicht  alle  Coefiicienten  sind  nach  den  obigen  Formeln  direct  be- 

• 

rechnet  worden,  sondern  dieses  hat  nur  für  die  positiven  Glieder  statt 
gefunden.  In  so  weit  nämlich  diese,  dem  eben  bewiesenen  Satze  zu- 
folge, einander  nicht  gleich  sein  müssen,  wurde  der  Ausdruck  für  P  oder 

(30)  a{g,a)~g(n--f-g-G,g+a).Q(f-a,a).n{n-f-g-a,a).n{g+Gj-'a) 

atigewandt.  Die  Berechnung  der  negativen  Glieder  oder  der  6  CoefScienten 
wurde  dadurch  bewerkstelligt,  dass  ich  den  Factor  suchte,  mit  welchem 
man  den  nächstvorhergehenden  aCoefßcienten  multipliciren  muss,  um  den 
6  Coefßcienten  zu  erhalten.  Es  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge  Q  oder 

^  (g-  ^)  °"  J^i7^iu^o+^  9{n-f-9'0,  g+a).  p  (f-g-1 ,  o+i).n{n'f'g-a,  a).7i{g+a+i ,  f-o-V 

Aber  aus  den  Ausdrücken  des  Art.  S1  für  die  q  und  77  Functionen  findet 
man  leicht  die  Relationen    • 

9  {z-i,z  +  i)=z  -^^g{z,z) 

7t{z  +  i,  z-1)=  ji^n(z.  z) 

Wendet  man  diese  auf  den  vorstehenden  Ausdruck  an ,  so  findet  man 
(31)  6  (j,  a)  =  (n  —  f—  g  —  o) .  X  {g,  a) .  a  (y,  n) 

wo  , 

und  also  von  n  unabhängig  ist.  Diese  Art  der  Berechnung  der  6  Coefii- 
cienten ist  nicht  nur  einfacher  wie  die  directe,  sondern  sie  bietet  auch 
eine  vollständige  Contrplle  über  die  Richtigkeit  aller  berechneten  Coeffi- 
cienten  dar.  Schreibt  man  nemlich 

n  —  2/*  —  g  statt  g,  und  f —  o  —  1   statt  o 
in  (31),  so  entsteht 

Kn-2^J/ J-cJ-1 )  =- (»+0+1) .  i  (n-2r-j/.  f-a-1) .  fl  (n-^^ 

aber  die  im  vor.  Art.  zwischen  den  a  und  6  Coefßcienten  entwickelten 
Relationen  haben  den  allgemeinen  Ausdruck 

,33x  {a{9^o)  =  a  {n-'if- g,  f-  a) 

^     '  '\b{g,o)=:b{n^2f^gJ'^a^i) 
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die  vorhergehende  Gleichung  wird  dadurch 

b{9.o)  =  {g  +  G  +  i).  X{g\  0')  .  a  (jf,  0  +  1)    -  (34) 

wo  I  Qi»  /         /»  ■ 

g  =  n  —  2f—  g,  a  =  f—  o  —  1 
ist.  Dieser  Ausdruck  macht  jeden  b  Coefficienten  von  dem  zunächst  nach- 
folgenden aCoefBcienten  abhängig,  während  (31)  denselben  aus  dem 
zunächst  vorhergehenden  giebt. 

Der  Coefficient  X  (g\  a)  wird  aus  (32)  berechnet,  nachdem  man 
darin  die  numerischen  Werthe  von  g  und  a  statt  der  von  g  und  o  sub- 
stituirt  hat. 

Hat  man  nun  einmal  alle  a Coefficienten,  die  einander  nicht  gleich 
sind,  durch  (30)  berechnet,  und  rechnet  dann  die  6  Coefficienten  erst 
durch  (31),  und  dann  durch  (34),  dann  ist  die  Berechnung  aller  Coeffi- 
cienten controllirt.  Man  braucht  sich  bei  der  Anwendung  dieser  Controlle 
nicht  speciel  um  (34)  zu  bekümmern,  denn  wenn  man  bei  gegebenen 
Werthen  von  n  und  f  durch  successive  Veränderung  der  Werthe  von 
g  und  <T  fortfährt  alle  Coefficienten  zu  berechnen,  so  wird  man  von  selbst 
auf  (34)  hingeführt.  Z.  B.  für  n  =  9  und  /*=  2  bekommt  man,  wenn 
man  g  =  \  und  0  =  0  setzt, 

h  (1,0)  =  6  .  A  (1,0)  .  a  (1,0);  X  (1,0)  =4^ 

woraus  derWerth  von  6  (1,0)  folgt,  nachdem  0  (1,0)  aus  (30)  berechnet 
worden  ist.  Im  weiteren  Verlaufe  der  Berechnung  der  Coefficienten  für 
n  =  9  und  f=  2  kommt  man  auch  auf  die  Werthe  y  =  4  und  a  =  1 , 
und  hiemit  geben  (31)  und  (32) 

b  (4,1)  =  2  .  A  (4,1)  .  a  (4,1);  X  (4,1)  =  ^ 

Für  dieselben  Werthe  von  n  und  f  zeigen  (33)  aber,  dass 

6  (4,1)  =  &  (1,0) 

a(4,1)  =  fl(1,1) 

es  wird  also 

6  (1,0)  =  2  .  A(4,1)  .a(1,  1) 

welche  Gleichung  den  Werth  von  b  (1 ,0)  durch  a  (1 ,1 )  giebt,  und  mit  (34) 
offenbar  übereinstimmt,  wenn  man  darin  ausser  den  obigen  Werthen  von 
n  und  /*,  g  =  i  und  a  =  0  setzt.  Aus  (30)  ergiebt  sich  für  unser  Beispiel 

«(^'0)=    1.4.6 12.2 


a(1,1) 


3.4       4 
1.3.5 43       1.3       n       5 


1.4.6. ..40.2.4  l.S  4  4 
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Wenn  man  nun  bei  der  Berechnung  des  Logarithmus  eines  dieser  Co- 
eflicienten,  oder  bei  der  Berechnung  des  von  X  (1 ,0)  oder  A  (4,1)  Fehler 
gemacht  hat,  so  zeigen  diese  sich  durch  die  Nichtübereinstimmung  des 
durch  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  doppelt  berechneten  Werthes 

von  6  (1 ,0). 


27. 

Der  im  Vorhergehenden  für  die  CGoefßcienten  gefundene,  allgemeine 
Ausdruck  (29)  gilt  für  jeden  Werth  der  Neigung  J,  und  da  man  diese 
immer  so  wählen  kann,  dass  sie  nicht  grösser  wie  90®  ist,  so  folgt,  dass 
tg-fJ'nie  grösser  wie  Eins  werden  kann.  Wenn  aber/  eine  gewisse 
Grösse  übersteigt,  dann  wird  die  Berechnung  der  CGoefficienten  durch 
diesen  Ausdruck  sehr  beschwerlich ,  weil  für  grosse  Werthe  von  n  die 
CoefQcienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  tg  i^J  sehr  gross  werden, 
und  die  CGoefficienten  schliesslich  von  kleinen  Differenzen  grosser  Zahlen 
abhängen.  Ich  habe  mich  durch  Versuche  davon  überzeugt,  dass  man 
für  eine  Neigung  wie  die  der  Pallasbahn  —  ungefähr  35*^  —  sich  noch 
immer  des  genannten  Ausdrucks  bedienen  kann,  wenn  man  nur  die  Co- 
ef&cienten  für  die  grössten  Werthe  von  n  mit  Logarithmen  von  sieben 
Stellen  berechnet,  und  da  in  unserm  Planetensystem  bis  jetzt  keine 
grösseren  Neigungen  bekannt  sind,  so  könnte  ich  es  bei  dem  Ausdruck  (29) 
bewenden  lassen.  Allein  da  man  nicht  wissen  kann,  welche  Neigungen 
uns  noch  in  der  Folge  bekannt  werden,  so  will  ich  dem  genannten  Aus- 
druck auch  andere  Formen  geben ,  die  bei  grösseren  Neigungen  besser 
zur  Anwendung  dienen  können. 

Führt  man  statt  der  q  und  tt Functionen  die  //Functionen  wieder  ein, 
so  wird  der  Theil  des  Ausdrucks  (29)  von-C  (n—  2/^  —  (n — 2f — 2g)), 
welcher  innerhalb  der  Klammern  steht  = 

ir  (2n  —  a/-)  11  (2/-)  n  (»n  —  a/*—  ig)  ii  {if+  %g) 

9^"  nin-^nmn  nin-^f^-g)  n{f+g) 
^  ^  \   nitn-^if—^g  —  2a;  7/ ^2a)  TT  (2fl'+  2a)  n  {%[—  ta) 

77(2n  — 2/'— 2flr~2a  — <)  //(2a  +  <)  //(2flr+2o  +  <)  77  (2/'- 2a— 4) 

Wenn  man  hierin  a  statt  2a  schreibt,  so  bekommt  man 
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C(n-2/:-(n-2/-2j/))  = 


2"*  i7  (fi-n  i7  if)  n(n'-r^g]n  {f+g) 


ia 


X  COS   "i^'tg  H^'^-S'^-O    (         W*'    /r(8n  — a/-— t^  —  a) //(a)//(J^  +  a) /Tia/-— a) 

Die  Grösse  unter  dem  Summeozeichen  in  diesem  Ausdruck  ist  wieder 
eine  hypergeometrische  Reihe  von  der  Gattung,  die  im  §  I.  betrachtet 
wurde.  Schreibt  man  nemlich  die  ersten  Glieder  derselben  aus,  so 
findet  sich 

V  f    i)o ^ ^"IM : :  _ 

^v  /      /r(an  —  2A—aflr  —  a)  /r(a)  //(J^  +  a)  77(2^— a)    

< (i        ^n-'ir^lg.if  ,^2i  r    .    tn-2/'~2flr.2n     if-ig^^.%f.if-i   fcy^JLjXpfr  ) 

l[in-ir--lg)II{ig]n{in  \  ^-^9  +  ^       ^  ^  "^  ^.%,%g  +  i  .ig  +  ^  ^St^  +  ^^^'] 

Es  wird  daher 

C(n-2f.-{n-2f-2g))  = 
Hcos^''iJig'HJ.F{—{2n—2f-2g),—2f,ig+\.  —  ig%J)  (36) 
wenn  man  zur  Abkürzung 

fj_^ 'n(^n-if)  n{%f+%g] 

2*»  ll{n-n  n  (f)n{n-f^g)  H  {f+g)n{%g) 

setzt.  Mit  dieser  FFunction  kann  man  viele  Verwandelungen  vornehmen. 


28. 
Setzt  man 

cos  J 


cos*  ^J 

so  ist  z  eine  Function ,  deren  Maximum  =  1  für  J  =  0  wird ,  und  die 
Null  wird ,  wenn  /  =  90®  ist.  Sie  ist  wegen  dieser  Eigenschaften  in 
den  Fällen ,  wo  J  gross  ist,  zur  Anwendung  geeignet.    Es  ist  nun 

tg*i/=1  —  z 


irio) 

P 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  (35) ,  so  wird 


Hy  ^'UJ 


11  (2n  —  ^f—%g'-o)n  (a)  n  {%g  +  o)  //  (2/"—  a) 


v''=^  ( i\o+p ?: 

^aszp    \  ■;  i7(2n  — 2/'-25r  — o)  7I(2flf  +  o)IT(2/'-o)//(p)/r(a  — p) 


*P 


—   TT  (2n- 2/^-2^ -p)  ni%g  +  p)  n{if-^p)n{p) 

(  .         2tt~2/~2flr-.p.2/--p  in-2f--2y~p.2n~2/-~2jy->p-K2/--p.2/~p-^    t   etC    ) 

I  <'^9  +  P  +  ^  "^  1  .2.2^  +  p  +  4  .217  +  P+2  ^  ') 


y" 

n  iin 
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Diese  FFunction  gehört  der  Gattung  an ,  deren  Summe  unter  andern  im 
§  I.  gegeben  wurde.   Durch  die  Ausdrücke  (11)  und  (12)  ergiebl  sich 

F(-(2n-2^2.9-^),-(2r-p),  2jy+p+1  ,-1)  =  (-1)''  ^''^+"'f5^"^  «./-. 


n  (tf+  aflr) 


wo  %=  ^ 


a,  =  (2n—  if—  ig—p) 

«2  — i(2w—  */*—  h  —  P)^i—  "^  i^^  —  P)  % 

etc. 

oder,  wenn  man  die  Elemente  a  und  ß  der  FFunction  mit  einander 
vertauscht, 
f'(-  {2n-2f-2g-p), - {2f-^),  2g+p+i , -1)  =  (-<)-  ni^+PW^^=^g^  ^^_^_^_^ 

wo  a  0  =  'I 

ö,  =  —  (2»  —  4/- +  p) 

«',  =  —  i  (2»  —  4/"+  P)  o'i  —  i  (2n  —  j9)  a'„ 

etc. 

ist.  Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  (35),  so  entsteht 

C  (n-2/;  -  (n  -  2/--2fl) )  =  -^j^ ^(«"-«/)JL(Jg cos  «"i/  tg  ^\J 

X  -^^;=r  (-1)"  Ä  (2»  -  2/"—  25r.  p)a^_,  z^ 

_  __    niin-if-ig)II{ir+ig)  ^^  j, ,  ^  ^^  ;,p,  y 

i^'JIin—niHnnin-f-gMUf+g)  ^     'S     t 

X  -S";:»^  (-1)'  Ä  i%p)  a'u-v-^e-,  ^' 

wo  Ä  (m,  p)  den  />'**"  Binomialcoefficienten  der  m**"  Potenz  bedeutet. 
Diese  Ausdrücke  geben. die  CGoefficienten  nach  den  Potenzen  von  % 
geordnet,  allein  man  kann  noch  andere  geben,  die  deshalb  zweck- 
mässiger sind  wie  die  vorstehenden ,  weil  sie  auf  kleinere  Coefficienten 
der  Potenzen  der  Function  von  J,  die  sie  enthalten,  hinführen. 


29. 

Wenden  wir  zuerst  die  Verwandelungsformel 

F  (a,  /?,  y,  X)  =  (I  — :r)-«  F  (a,  y  -  ß,  y,  -^) 
auf  (36)  an ,  dann  wird 

(37)     F  (—  (2n  —  2f—  2g),  —  2/",  2j/  +  1,  —  tg  'U)  = 
008-*"+^/+^ iJ.  F{—  (2n  —  2f—  2.9),  2/*+  2j^  + 1 ,  2y  +  1 ,  sin  V) 
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uQd   wenn   man   die  FPunction   rechter  Hand   als   eine  Summe   von 
2n  —  2/*-^% Gliedern  darstellt,  so  erhalt  man 

F  (_  {2n  —  if—  2g),  2f+  2g  +  i,ig  +  i,  sin  HJ)  = 

Ilßf+ig)  \        ^)      n  (an  — «/-  lg-^o)n  {ig  +  a)  TT  (a) ' ' 

WO  a  von  Null  bis  2»  —  2/* — 2g  ausgedehnt  werden  muss.  Es  ist  aber 

sm     iJ ^^^  -^^  //(a-p)/r(p)   ^^^  '^  (38) 

und  wenn»  man  diesen  Ausdruck  substituirt,  wird 

^(        M\c         >      niif+ig+a)6\n^^iJ  

^  /      11  [in-^if—ig  -a)  n(Sig-^a)  n{a) 

Durch  Hülfe  der  oben  angeführten  Yerwandelungsformel  ergiebt  sich  aber 
folgende  Gleichung 

F  (—  (2n  —  2f—  ig—p),  2f+ig+p  +  i,ig  +  p'+i,  i)  = 
,^-y-^-p    F  {—  (2n  -  if—  2g  —p),  —%ig+p  +  i,  —  ^) 

und   die  FFunction  rechter  Hand   kann  wieder. durch   die  Ausdrücke 
(1 1 )  und  (1 2)  summirt  werden.    Es  wird  durch  diese 

.      F  (-  {2n-2f-ig-p),  -~2f,.2g+p+i ,  -  I)  =  yy+fi;!,!^  «V 

wo  Oj)  =  1 

a^  =  (2«  —  4/"  —  ig  —  2p) 

0,  =  i  (2»  —  4/"— 4j  —  2/))  o,  —  i  2n 

etc, 
oder 

F(-{2n-2f-2g-i>),  -2/)  2g+p+i,  -1)  =  (-1)'  ^""+"'Tr//~''~^^  «'.-./-V-. 


/r  (Sn  —  if) 


wo  a'p  =  i 


o',  =  —  (2«  —  if) 

a',  =  — i(2n— 4/')a;  — i2n 

«',  =  -  i  (2»  —  4/-)  a,  _  -1-  (2«  -  1)  a, ' 

etc. 

ist.    Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  (36),  so  erhalt  man 

Abband],  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wisseascb.  IV.  24 
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O^w-Ä/,      ^w-Ä/-*j/;;-  ^*—^f-^n(n-^n  n(f)n{n^f^g]  H  {f+g).  cos  ^"^T-^^J 

X  -S^JZ^"*-^-^  B  (2n  -  2/-—  2g,  p)  a^cos^J 
__  n  (an  ~  a/*—  agr)  n  (tf  +  agr) .   sin^^j/ 

""  ,*n-2/^-2y  xi{n^f)n(f)  n{n--f''g)n{f+g)   cos*— ^^-*^i/ 

Es  Idsst  sich  zeigen ,  dass  in  diesen  Ausdrücken  die  numerischen  Co- 
eiBcienten  der  Potenzen  von  cos  /  im  Allgemeinen  weit  kleiner  sind, 
wie  in  den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  Die  Vorstehenden  bestehen  aber 
im  Allgemeinen  aus  mehr  Gliedern  wie  jene,  da,  einzelne  Falle  aus- 
genommen ,  2n  —  2/*  —  2(/  >  2/*  ist.  Man  kann  aber  noch  andere  nach 
den  Potenzen  von  cos  J  fortschreitende  Ausdrücke  erhalten ,  die  aus 
derselben  Anzahl  von  Gliedern  bestehen,  wie  die  früheren.  Diese  be- 
kommt man  durch  das  folgende  Verfahren. 


30. 
Stellt  man  die  im  vor.  Art.  angewandte  Verwandelungsformel  so, 

und  wendet  diese  auf  die  FFunction  ^des  Ausdrucks  (36)  an,  so  be- 
kommt man 

(39)  F  (-  (2n  —  if—  2g),  -  2/;  2^?  +  1,  -  tg  'iJ)  = 

cos  -*/i;f.  F  (2n  -:.  2/*+ 1,  —  2/;  2^  +  1.  sin  *iJ) 

Auf  dieselbe  Weise  wie  im  vor.  Art.  wird  hier 

(40)  F(2n  — 2/^+1,  — 2/",  2(/  +  1,sinH^)  = 

n  (a/)  n  j^g)     y^  =  «/  / j  w      n  {%n  —  %f+a)  sm^^J 

77(3»  — an     ^<'  =  0    \  /      /7"{a/*— a)  Xr(äflr  +  a)  7Z(a) 

und  durch  die  Substitution  des  Ausdrucks  (38)  wird 
vf A\o    /y(gn-a/-+g)tin^^iJ     1_ 

^\         ^f      n{if--o)  n[2g  +  a)n{o) 

Die  obige  Yerwandelungsformel  giebt  nun 

F{%n  —  'if+p+i,  —  2f  +  p,2g+p  +  i,i)  = 

_J_  F  (_  (2n  -  2f—  2g),  —  I2f~  /)),  2y  +  />  +  i,  -i) 


J 
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und  durch  Anwendung  der  Summenformeln  (11)  und  (12)  erhält  man 

wo  ö'o  =  ^ 

a\  =  —  (2n  —  4/  —  2p) 

a\  =  —  i  (2n  —  4/*—  2p)  a\  —  i  2n 

.  a',  =  —  i  (2»  —if—  2p)  a\  _  -j.  (2»  —  \)  a\ 

etc. 
und 

F{-i2n-2f-2g),-{2f-p),2g+p+i,-i)=:{-i)P^^Mi^£M:r±La,^_^ 


wo  «0  =  ^ 


a,  =  (2n  —  4/*  —  4j) 

ö,  =  i  (2»  —  4/-  —  ig)  a,  —  i«» 
fl,  =  i  (2»  —  if—  4^)  o,  -  -i-  (2n  —  1)  fl, 

etc. 

Die  Sabstitution  dieser  Ausdrücke  in  (36)  giebt  schliesslich 

Diese  Ausdrücke  bestehen  aus  derselben  Anzahl  von  Gliedern  wie  die 
nach  den  Potenzen  von  tg  '4/,  und  die  nach  den  von     ^^\i ,  fort- 

^     *  cos    f  / 

schreitenden ,  es  sind  aber  in  den  vorstehenden  die  numerischen  Co- 
eflficienten  im  Allgemeinen  weit  kleiner  wie  in  jenen. 


,31. 
Es  lassen  sich  ausserdem  noch  Ausdrücke  für  die  CGoefficienten 
geben ,  in  welchen  die  CoefQcienten  noch  weit  kleiner  werden  wie  in 
den  vorhergehenden.  Diese  erhält. man,  wenn  man  statt  der  Potenzen 
von  sin  * 4" «^  die  Cosinusse  der  Vielfachen  von  J  einführt.  Ich  werde 
zuerst  zeigen  wie  der  analytische  Ausdruck  der  CoefQcienten  itlr  diese 
Form  beschaffen  ist.    Substituirt  man  den  Ausdruck 

•  t  =  — a       jw        // (a-{-t)  77  (a  —  t] 

in  (40),  so  bekommt  man 

24* 
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(41)F(2n  — 2/"+1,  — 2/:  2g  +  i,sm^J)  =^^ 

'nm  II{2g)        ,  =  +  a^a  =  2/  (—<)"+•  //(2n-V+ö)  iI(2oJ  cos  tV 


Dieser  Aasdruck  zeigt,  dass  der  CoefficieQt  von  cos  t /keine  FFunction, 
sondern  eine  hypergeometrische  Reihe  ist,  in  welcher  in  jedem  Gliede 
drei  Factoren  im  Zähler,  und  eben  so  viele  im  Nenner  mehr  als  im 
nächst  vorhergehenden  enthalten  sind,  während  in  den  FFimctionen 
die  Vermehrung  der  Factoren  vgn  Glied  zu  Glied  nur  zwei  im  Zähler 
und  eben  so  viele  im  Nenner  beträgt.  Hier  sind  wir  also  über  die 
Grenzen  des  weiten  Gebiets  der  FFunctionen  hinaus  gekommen.  Ich 
werde  aber  zeigen,  dass  sich'  im  gegenwärtigen  Falle  die  CoeiBcienten 
von  cos  iJ  durch  Kettenbrüche  leicht  und  sicher  berechnen  lassen. 


32. 

Sei 

F  (a,  /?,  y,  sin  ^J)  =  H^  +  H^z  +  H^z^  +  . . . 

+  H^-  +  H^^+  ... 

welche  Gleichung  dadurch  möglich  wird ,  dass  man 

2  cos  J  =  z  4 — 
setzt,  indem  daraus  schliesslich 

F  (a,  /J,  y,  sin  *-|-/)  =  ^o  +  äfl^  cos  J  +  2Ä,  cos  2  J  +  etc. 

hervorgeht.    Nehmen  wir  nun   die  bekannte  Differentialgleichung  vor, 
welcher  durch  F  (a,  /J,  y,  x)  Genüge  geleistet  wird ,  nemlich 

und  machen  darin  vermittelst  der  Gleichung 

—  ix==z  +  -  —  2 
z  zur  unabhängigen  Veiänderlichen.    Dadurch  wird  sie 

^(^-^Hä^[(<-«-/J)^+2(Hä+|«-2y)z^1+a+^^ 
Substituirt  man  hierin  die  Reihe 

so  bekommt  man   folgende  Bedingungsgleichung  zwischen  den  /fCo- 
efficienten 

0  =  (i>1-a)(t+i-/?)ff,+j+2i(1  +  a+/?-2y)F.~(t-1+a)M+^ 
welche  schon  von  Kummer  entwickelt  und  benutzt  worden  ist. 
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.  33. 

m 

Wendeti  wir  die  eben  abgeleitete  Bedingungsgieichung  zuerst  auf 

die  Function  '   ^  (2»  -  2f  + 1 .  -  g/".  %  +  i , sin'i/)    . 

an,  dann  wird  sie 

(2«-2/'-i){2/'+<+ijÄ.4.,-4i(n-2/--25r)J7,-(2«-2/"+t)(2/-+1-,)F,_,=0  (42) 

Auf  diese  Gleichung  kann  man  die  Methode  anwenden,  die  ich  in  meiner 
vorigen  Abhandlung  erklärt  habe.    Setzt  man 

-H^  =  Pi*  Pi  —  —  Pt  Yi 

F  =     ^^—^L+llM+±ii} 

so  wird  zufolge  der  vorstehenden  Bedingungsgleichung 


I    1+1  'i-f-i 


woraus  nach  und  nach  in  umgekehrter  Ordnung  alle.y,  sicher  berechnet 
werden  können,  wenn  der  letzte  derselben  gegeben  ist.  Aber  die  obige 
FFunction  ist  eine  endliche  Reihe,  die  aus  2/*Gliedern  besteht,  der  letzte 
der  /,•  ist  daher  yi^.    Setzt  man  daher 

t  =  2/^+1 
in  die  vorstehenden  Ausdrücke,  so  bekommt  man 

und  ^^    M 

Dieser  bildet  also  den  Anfangswerth ,  durch  welchen  nach  und  nach 
yy-ti  y«/— 2>  '  •  •  •  yi  erhalten  werden.    Es  wird  nun  schliesslich 

Hi  =  Hq  pi  p%  . ..  Pi 
woraus  alle  /f  Coefficienten  hervorgehen,  wenn  Hq  anderweitig  gefunden 
worden  ist.  In  unserm  Falle  hat  aber  H^  einen  zusammengesetzten  Aus- 
druck, und  dahingegen  H^f  einen  einfachen,  es  ist  daher  zweckmässiger, 
diesen  der  Berechnung  der  übrigen  /f  Goeflicienten  zu  Grunde  zu  legen. 
Der  vorstehende  Ausdruck  giebt 

fly  =  ^0  Pi  •  Pj  •  •  •  Pif 
und  hieraus  erhält  man  durch  die  Division 

Ho 


Bi 


'2^ 
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Den  Ausdruck  für  ffjy  bekommt  man  auf  einfache  Weise  aus  (41),  wenn 
man  darin  i  =  2f  macht,  denn  man  sieht,  dass  in  diesem  Falle  G  =  iif 
der  einzige  Werth  ist,  den  a  annehmen  kann.  Es  ergiebt  sich  auf  diese  Art 

*^       2^  n  (an  —  %n  n  (V+  ^9) 
Substituirt  man  die  hier  gefundenen  Ausdrücke  in  (39)  und  (36),  so 
bekommt  man 

C{n  —  %  ^  (n  -  2/*—  ig))  = 

/r(2n)  C08^''~^~'^|7.  sin^^ji «  =  y  cos  i/ 

welcher  Ausdruck  aber  mit  2  dividirt  werden  muss,  wenn  t  =  0  ist. 


34. 

Es  giebt  einen  Fall ,  in  welchem  der  eben  entwickelte  Ausdruck 
unbestimmt  wird ,  nemlich  wenn 

n  —  2f—ig  =  0 
wird.  Es  werden  dann  F,  und  X^  unendlich ,  und  können  nicht  mehr  an- 
gewandt werden.   In  diesem  Falle  fällt  aber  in  der  Gleichung  (42)  das 
mittlere  Glied  weg,  weshalb 

(2n  — 2/-— t)  {2f+i+i)  H,+,  —  {%n—2f+i)  (2/^+1— i)  ff,_i  =  0 
wird.  Im  CGoefficienten  werden  nun  die  Coefficienten  aller  von  den 
ungraden  Vielfachen  von  J  abhängigen  Glieder  gleich  Null,  und  die 
Coefficienten  der  von  den  graden  Vielfachen  von  J  abhängigen  Glieder 
können  leicht  vermittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  erhalten  werden. 
Diese  giebt  allgemein 

also,  wenn  man  zugleich  n  durch  die  Gleichung 
eliminirt, 

ff        _  W-O  i^g+^)  ff 

etc. 


Setzt  man  daher 


so  wird 


if+^-i)  (2/"+4flf-4+2i) 


r 
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r  f^     o/*  A\  —  xr  (All)  cos  ^4/  sin  ^\J  ^t-o  A  • » 

wo  wieder  der  Coefficient  des  Gliedes,  für  welches  %  =  0  ist,  mit  2 
dividirt  werden  muss. 


35. 

Die  Anwendung  der  Methode  der  beiden  vor,  Artt.  auf  die  FFunction 
des  Art.  29,  nemlich  auf 

F(—  {2n  —  2f—ig),  2f+2g  +1,  2(^+1.  sin  H^) 

giebt  zwar  eine  Reihe,  die  mit  wenigen  Ausnahmen  aus  mehreren  Glie- 
dern besteht  wie  die  eben  erhaltene,  dafür  aber  noch  kleinere  Co- 
eiBcienten  hat.  Diese  Reihe  will  ich  kurz  angeben.  Die  Bedingungs- 
gleichung zwischen  den  tf  Goefficienten  wird 

0  =  (2n-2f.2(^+i  +f )  {2f+2g^i)  ff,+,  +  4t  (n-2/)  fl.~  (2n-2/:-2(^+1  -i)  {if+2g+i)  F,., 
Setzt  man  daher  jetzt 

"i— 1 

j^  (2n  —  tf^fg^i^i)  [%f+  Ig  +  i) 


SO  wird 


,    jz    {%n^fr—%g  +  i)  {%f+%g  +  4^i) 

^         ^«  h  (n  — i/*)  (I  — <) 


*»  —  in — Ä — 

die  Gleichung,  aus  weicher  nach  und  nach  alle  (?,•  berechnet  werden  müssen. 
Die  Reihe  besteht  jetzt  aus  2n  —  2f —  2g  Gliedern,  denn  substituirt  man 

i  —  in  —  2f—ig  +  i 
so  wird 

und 

welches  der  Anfangswerth  der  6^  ist.     Zu  bemerken   ist,   dass  die  9« 
hier  einen  Cyclus  bilden ,  welcher  mit 

endigt,  ohne  dass  r^/^j^  verschwindet.  Denn  substituirt  man  den  Werth 

i=2f+2g  +  i 
so  wird 
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ohne  dass  I^tf+^g+i  verschwindet.    Innerhalb  dieses  Cyclus  ist 


^i 


ein  Näherungswerth  von  ö,-,  wenn  n  eine  grosse  Zahl  ist.  Mit  diesem 
Näherungswerthe  kann  man  in  den  Fällen ,  wo  man  nicht  alle  ö,-  nothig 
hat,  die  Rechnung  anfangen.    Es  wird  nun  wie  oben 

jgr.  >__  ^2n^2f-2g 

*'2»— a/"— 2^  •  *'2n  — ^— 2fir— 1  *••  ^'i  +  l 

und  man  findet 

g  __  n  {%g)  IT  (2»)  _ 

^  "■  ^-^^  3*"  - *f~*s  n  («/•+  lg)  n  ( Jn  —  8/=) 

Man  erhält  daher  schliesslich 

C(w  — 2/;  — (n  — 2/"— 2j,))  = 

n  (2n)  cos  -g*+^/^+2g|/.  8in  ^9\J ^i^9n^2f-tg  COS  t/ 


^Gn-Af-Ag  jj [n^-f)  11  (f)  //(n-/-flrj  n{f+g)       «  =  0  r 


2n—2f^2g'"^i+i 


Wenn  n  =  2f  ist,  so  hören  diese  Formeln  auf  brauchbar  zu  sein ,  aber 
dieser  Fall  ist  stets  mit  n  =  2f+  2g,  oder  mit  g  =  0  verbunden,  d.  h. 
er  kommt  nur  in  C  (0,0)  vor,  und  in  diesem  Falle  wird  man  auf  Aus- 
drücke hingeführt,  die  mit  denen  des  vor.  Art.  völlig  identisch  sind. 
Es  braucht  daher  dieser  Fall  hier  nicht  besonders  berücksichtigt  zu 
werden. 


36. 

Seien  fund  f  die  wahren  Anomalien  der  Himmelskörper  m  und  m\ 
80  wie  n  und  II'  die  in  der  Richtung  der  Bewegung  gezählten  Ent- 
fernungen der  Perihelien  von  dem  gegenseitigen  Knoten,  in  welchem 
ü  und  V  ihren  Anfang  nehmen.    Dann  ist 

ü=f+n;  u'  =  f+n' 

und  wenn  man  mit  x  und  x  die  zu  f  und  f  gehörigen  imaginären  Ex- 
ponentialfunctionen  bezeichnet, 

u  =  xc'       ^;u=xc"       ^ 

Hieraus  ergiebt  sich ,  wenn  ^  und  //  irgend  welche  Exponenten  be- 
zeichnen, 

uf*u-^'=  x^x'f"  I  cos  {^n  —  n'n')  +  t  sin  (/i/7  — -  f^n')  I 
wo  1  =  y/  —\  ist.    Setzt  man  daher 
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Ain, 

-«) 

=  C{n,- 

-n)            cos  (n/7— n/i') 

A{n, 

-(«-2))  = 

=  C{n,- 

-(«—2))  cos  (»77      (n      2)77') 

A{n, 

-(«-4))  = 

-C{n,- 

-(n  — 4))  cos  (n 77      (n      4)77') 
etc. 

B{n, 

-«) 

=  C  («,  - 

-n)             sin  (n77— n77') 

B{n, 

-(n-2))  = 

-C(n,- 

-(n— 2))  sin  (»77      (n      2)77') 

B(n, 

-(«-4))  = 

=  C{n,~ 

-(n— 4))sin(n77      (»      4)77') 

1 

4 

etc. 

A{n- 

-2— n) 

-C(n,- 

-(»—2))         cos((»— 2)77— »77') 

A{n- 

-2,_(„_2); 

)  —  C{n- 

-2,  _(«_2))  cos((»— 2)77— (»—2)77') 

A{n- 

_2,_(„_4); 

)  —  C{n- 

-2),— (»     4))cos((»     2)77     (»     4)77') 
etc. 

B{n- 

-2— n) 

-C{n,- 

-(»—2))         sin((»     2)77     »77') 

B{n- 

-2.-(«-2)] 

)  —  C{n- 

-2,      (»     2))sin((n     2)77     (»     2)77') 

B{n- 

-2,-(«-4): 

)  —  C{n- 

-2,      (»     4))sin((»     2)77     (»     4)77') 
etc. 

A{n- 

-4,-n)    - 

-C{n,- 

—  (n— 4))          cos((n— 4)77— »77') 

A{tt- 

-4.-(n-2)] 

I  — C(n- 

2,      (»     4))cos((«     4)77     (»     2)77') 

A{n- 

_4.-(„_4); 

|  — C(n- 

-4,      (»     4))cos((»     4)77     (n     4)77') 
etc. 

B{n- 

-4,-n) 

—  C{n,. 

_(»_4))         sin((»— 4)77— »77) 

B{n- 

-4,-(»-2)] 

)  —  C{n- 

2,      (»— 4))sin((»     4)77     (»     2)77') 

B{n- 

-4,-(n-4): 

)  —  C{n- 

-4,  — (»— 4')sin((n     4)77     (»     4)77') 

etc. 

so  bekommt  man  fit 

ir  die  D Coefficienten  des  Aasdrucks 

4 

A  ■ 

des  Art.  22  den  foigeDden  Ausdruck 

Dn  =  SA  {K  k')  x'x''  +  iSB  {K  k')  a^x'' 
wo  die  Summationen  ^qd  fe  —  n 

und  fe'i=  —  n 
anfaugen,  und  nur  bis  dahin  fortgesetzt  zu  werden  brauchen,' wo  beide 
Exponenten  anfangen  ihr  Zeichen  umzukehren.   Denn  da  A  eine  relle 
Grösse  ist,  so  wird  noth wendig 

A{-k,  -h)  =  A{k,k');  B{-k,  -k)  =  —  B{k,k) 
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Man  darf  aber  in  diesen  Coefficienteu  die  Indices  nicht  mit  einander 
vertauschen,  wie  in  den  CCoeflicienteh  erlaubt  ist,  denn  man  sieht  aus 
den  vorstehenden  Formeln,  dass  die  einander  gleichen  C  {k,  k)  und  C  {k\  k) 
mit  den  Cosinussen  und  Sinussen  verschiedener  Bögen  multiplicirt  sind. 
Der  Uebergang  zum  Reellen  wird  auf  ähnliche  Weise  bewirkt,  wie  im 
Art.  22  an  den  jECoefficienten  gezeigt  wurde.  Man  muss  nemlich 
allenthalben  2  cos  {kf+  k'f)  fUr   x^x^' 

und  —  2  sin  {kf+  kf)  für  t>*a?'*' 

schreiben,  und  nur  in  dem  mit  x^x^  multiplicirten  Gliede  unterbleibt 
die  Multiplication  mit  2.  Es  wird  also  mit  Rücksicht  auf  diese  Ausnahme 

Dn  =  22:A{K  Ä')  cos  {kf+  k'f)  —  2^ß  (fc.  k)  sin  {kf+  k'f) 
Es  ist  übrigens        ^  ^q  qj  ^  ^  (0,0) ,  B  (0,0)  =  0 


37. 

Ich  werde  nun  von  der  Function,  die  der  Gegenstand  dieser  Ab- 
handlung ist,  eine  specielle  Entwickelung  geben ,  deren  Anwendung  ich 
aber  erst  dann  zeigen  kann,  wenn  ich  zu  den  Anwendungen  dieser  Ent- 
Wickelungen  überhaupt  komme,  welches  ich  auf  eine  spätere  Zeit  ver- 
schieben muss,  indem  sonsit  diese  Abhandlung  zu  viel  Raum  einnehmen 

würde.    Setzt  man  w   -    rr  »>    .    r 

cos  J  BinU  =z  cos  B  sm  L 

(43)  {  cosJ7=  cosÄ  cosL 

sin  /  sin  ü  =  sin  B 

und  substituirt  diese  sowohl  wie  ü'  ==  f+  11'  in 

^  z=  1  +  -^  —  2  f  (cos  ücos  U'+  sin  U  sin  V  cos/) 

so  geht  diese  über  in 

(44)  ^.'  =  1  +  -p-  —  2  f  cos  Ä  cos  (/'+  n  —L) 

und  man  bekommt  einen  analogen  Ausdruck ,  wenn  man  ü  mit  ü'  ver- 
tauscht. Giebt  man  nun  U  einen  bestimmten  Werth,  so  erhalten  B  und  L 
auch  bestimmte  Werthe,  und  die  Aufgabe  ist  -y-  in  eine  Reihe  zu  ent- 
vWckeln,  die  nach  den  Potenzen  von  r  und  r,  und  nach  den  Cosioossen 
und  Sinussen  der  Vielfachen  von  f  fortschreitet.    Sei 

2cos(f+/7'-L)=y+| 
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dann  wird  (44) 

-^  =  1  +  7^  —  f  cos  5 .  y  —  f  cos  J?.  1 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

g  =  cos  B,  h  =  Bin  B 

dann  verwandelt  man  diesen  Ausdruck  leicht  in 

-pr- =- ^  ■[■ -^  - -fr  (gr  +  ■^)  +  T -^ 

=  0-f  9/)    (1-7^)  +  7^ 

welche  Form  der  des  Ausdruckes  (1 5)  analog  ist.   Macht  man  hierin 


G=i—^gy;   G'=1 


r      _<_ 
r'     gy 


so  bekommt  man ,  dem  Ausdruck  (1 8)  ähnlich, 


38. 
Es  findet  sich  nun  leicht 


und  wenn  mau 


und 


(GG')-^  =  ^F,(f)' 


B„  =  :^';z:  L  {n,  f*)  r'-'"        ^ 

setzt,  so  geben  die  vorstehenden  Ausdrücke,  wenn  man 
sie  mit  einander  multiplicirt  und 

m  +  /Li  =  n 

macht 

,  ,        .  n  [in  +  2u  -  %fi]  n  (lu  +  8^)  (7/  («)  yg""^ 

welcher  Ausdruck  dem  Ausdrucke  (20)  analog  ist.   Sei 

4      ^«  =  «    If         »* 

SO  wird  Mn  die  Form 
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haben.    Die  Substitution  der  obigen  Ausdrücke  in  (45)  giebt 

M„  =  i^ (-1)«  ,^^^y  ^,  -/^  F„«, 

^  ^        2^"  (77  (tt)  )*        (flry)~ 

0 

und  hieraus  folgt 

«=/*,      .v„  77{2n  +  i«  — 2/t)77{2|A)Ä^*' 


welche  N  (n,  fx)  durch  bekannte  Grössen  giebt,  und  zur  Anwendung 
vorzugsweise  geeignet  ist,  wenn  h  oder  sin  B  klein  ist. 

Setzt  man  wie  oben 

2  cos/"=  j?'  +  4 
und  allgemein 

P  (n,  ti)  =  N  (n,  fi)  cos  (n  —  2^)  {II'— L) 
Q  (n,  /i)  =  iV  (n,  ^)  sin  (n — -2^)  {11  —  L) 
so  wird 

Da  hier  nothwendig  die  Gleichungen 

P  {n,n  —  fi)  =        P  (n,  fi) 
Q{n,n  —  iLi)  =  —  Q  (n,  ^.) 

statt  finden  müssen,  so  braucht  man  im  vorstehenden  Ausdruck  die  Sum- 
mationen  nur  bis  dahin  fortzusetzen,  wo  der  Exponent  von  x  anfängt 
negativ  zu  werden.  Man  braucht  daher  auch  durch  (46)  nur  die  ent- 
sprechenden iVCoefficienten  zu  berechnen ,  das  ist 

AI  AI.     ^^^     M 

von  ^  =  0  bis  ^  =  —  oder      ^ 

je  nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist.  Wenn  man  weiter  rechnet,  so 
erhält  man  durch  (46)  die  iVCoefficienten  scheinbar  von  jenen  ver- 
schieden, in  der  That  aber  denselben  gleich.  Geht  man  zum  Reellen 
über,  so  wird 

Mn=2^P{n, fi)  cos  {n—i/^)f—  2I^Q{n, fi)  sin  (n  —  2^/)/' 

wo  aber  in  dem  GliedeP(0,0)  die  Multiplication  mit  2  unterbleiben  muss. 
Hiemit  ist  die  Aufgabe  gelöst. 
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39. 
Ich  werde  npii   noch  den  Ausdruck  (46)  naher  untersuchen  und 
umformeo.  Setzt  man 

N  [n,  fi)  =  cos  — *"  B  .S*"'^;;  (—  1)«  Rsia^B  (47) 

und  drückt  JR  durch  die  im  Art.  21  eingeführten  q  und  tt Functionen  aus, 
so  bekommt  man 

R  =  Q  (n  —  /i,  w) .  Q  {fi  —  w,  0) .  7t  (ji  —  u,u) 

* 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dein  Ausdrucke  (29)  der  CCoeffi- 

cienten,  so  erkennt  man,  dass 

'      R  =  P 

wird,  wenn  man  in  dem  Ausdruck  für  P  des  Art.  24 

0  =  0,  f=:  /Li  —  u,  g  =  u 
schreibt.  Die  Zahlenwerthe  JR  der  AXoeßicienten  sind  also  alle  in  der 
ersten  Columne  der  Tafel  IV  enthalten ,  und  brauchen  daher  nicht  be- 
sonders berechnet  zu  werden.  Ich  habe  sie  aus  dieser  Tafel  ausgezogen, 
und  in  der  Tafel  V  zusammen  gestellt. 


40. 

Schreibt  man  die  ersten  Glieder  der  Reihe  des  Ausdrucks  (46)  aus, 
so  wird 

N  (n.  lii)  =  cos  »-'^  B  J  <'"  -'^'  ^  "^''       • 

X  {i  _  ">-;^+^ •  ^  sin»B  +  .«n-v+<-«"^-V-f3.^.M-<  sin*B  +  ...] 

also 

Nin.fi]  =  cos-»''  B  J^(«"-V)g(M     p  ('"-»"H-^,  _^,  4.,  sin'B) 

•^     ^'  r"  (IT  (n—/t))*(ß' (/»))*       \    ■     *  •       r     X  j 

Die  FFunction  dieses  Ausdrucks   kann  man   durch  die  Gleichung  (9) 

in  eine  andere  verwandeln,  deren  viertes  Element  cos  *Ä  ist.    Diese 

» 

Gleichung  giebt 

•  •   •  *  •  _  • 

^  ^  ^8»-2Hl1  _  _  ^,  „  _  2^  + 1 ,  cos »ä) 
und  durch  die  Reductionsformel 
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die  auch  im  Art  21  angewandt  wurde,  lässt  sich  diese  Gleichung  in 
die  folgende  verwandeln, 

^  p  ^an-a^+^  ^  _  ^,  n  —  2^  +  1,  cos  *ä) 

in  welcher  alle  Argumente  der  //Functionen  ganze  und  positive  Zahlen, 
die  Null  eingeschlossen ,  sind ,  da  /i  nie  grösser  wie  \n  angenommen 
zu  werden  braucht.  Wir  erhalten  hiemit 

N  in  u\=={ ll'*  cos'*""*^^ // (an - tii) 

xF(''*"";^+\-/i,n^2/i  +  1,cos^g) 

oder  durchweg  durch  //Functionen  ausgedrückt, 

Nin  iil  =  -S'''  =  :M)^+'' iT(an^a;.+ap)co8"-^^+»B 

welcher  Ausdruck  sich  in  dem  Falle,  wo  cos  B  klein  ist,  vorzugsweise 
zur  Anwendung  eignet. 


41. 

Man  kana  ausserdem  den  Ausdruck  der  iVCoefiicienten  in  einen 
andern  verwandeln ,  dessen  Glieder  mit  den  Cosinussen  der  Vielfachen 
von  B  multiplicirt  sind.    Substituirt  man  den  Werth 

h    _sm     ^  — -^.  =  -«-^-   77(u4-,)ii(u-f)  cos  ZI i/ 
für  Ä'^"  in  (46),  so  wird 

Nin  iii)  =  Q'"-'^f'SS{-\Y'^^  // (an+au - a^)  ji (a^^)  cos tiB 

^  '^^    ^  ^    ^        ,«« + 2«  ji{n+u-f^}  n  (fA  n  {n-fi)  n  (ia-u)  ir(«+i)  ir(ii-f) 

oder  durch  die  FFunction,  welche  implicite  darin  enthalten  ist,  ausgedrückt 

Nin  u)  =  Q''~^f*  v^'=^  n{%n+%i-'%fi)  n  (y)  cosatB 

^  *^^       ^  '^^  a*"+*'-*  77(»+t— /i*)/rw  7Z(fi— ^) /7(^— f)  77{af) 

X  E  f^+^7'^+\  -  (M-t),  ai+  1,  l) 

wo  aber  von  dem  Gliede,  welches  t  =  0  entspricht,  nur  die  Hälfte 
genommen  werden  darf.  Diese  FFunction  kann  durch  die  im  Art.  7 
abgeleitete  Summenformel  (D)  summirt  werden,  welche  blos  verlangt, 
dass  das  erste  oder  zweite  Element  eine  ganze  und  negative  Zahl  sei, 
wie  hier  der  Fall  ist.    Diese  Sümmenformel  giebt 
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^^|n  +  «-»Hd,  _^^_i),  2i  +  1j)  =  (-1) 


(-<) 


A*  — « 


7/  (an  -  2t  -  »;«)  n  [n  -  8«)  77  jlt) 
2V-2»  //  (n  —  t  _  /i)  TT  (2n  —  kfi)  n(ft  +  i) 


nach  AnwenduDg  der  obigen  Reductionsformel.  Es  ergiebt  sich  also 


.Y(n,^) 


cos— ^ß-s';:=;;H) 

wo  für  i  = 


;•— « 


.17(2^)  ir{n— Ju)  77(2nH-2t~2.iA)  77{2n— 2i  -  2u)  cos2iB 


j2ii+!V4^i  ^j^j  TT  (in— 4^)  /r(n--^)  /7(f»+f-/i)  Tr(n— •— ^)  JT{u+i)  n[fi' 

0  dieselbe  Bemerkung  gilt  wie  oben. 


fl 


Ich  führe  beiläufig  an,  dass  man  durch  Verwandelung  von  [i  in  n— ^ 
einen  zweiten ,  auch  nach  den  Cosinussen  der  Vielfachen  von  B  fort- 
schreitenden Ausdruck  erhallen  kann,  welcher  aber  aus  mehr  Gliedern 
besteht  wie  der  vorstehende.  Einen  dritten  Ausdruck  erhält  man 
wenn  man  cos  ""'*'* ß  mit  in  die  Verwandelung  zieht. 


42. 


Ich  werde  nun  zum  Schlüsse  dieses  §  zeigen ,  wie  man  von  den 
im  Vorhergehenden  ausgeführten  Entwickelungen  von  A""*  zu  denen 
von  A~"',  A~"*,  etc.  übei^ehen  kann.   Die  Gleichung 

A^  =  r'  +  r  *  —  2rr'  (cos  ü  cos  17'+  sin  V  sin  V  cos  /) 
giebt  durch  die  Differentiation  nach  r 


Setzt  man  daher  allgemein 


so  wird 


'{¥) 


woraus 


folgt. 


>+» 


f!?2,+'K^)!0-^r' 
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Im  Vorhergehenden  wurde 

/,=^:(f)-i). 

entwickelt,  und  hieraus  folgt 

■      '.       Z.  +  2r(^)=^r(2«  +  1)(^)"D,  ■        • 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  mit 

« 

multiplicirt,  .so  bekommt  man  in  FoJge  der- vorstehenden  allgemeinen 
Gleichung  sogleich 

Aus  diesem  Ausdruck  zieht  man 

JS-- (f )"  { (2n+3)  (2n+1) ß«  +  (2n+3)  (2n-3)  D„.,+ (^^ 

und  hieraus  vermittelst  derselben  allgemeinen  Gleichung 

Z,= f  JS--  (f )"  I  (2n+3)  (2n+1)  D,  +  (4n+2)  (2n-3)D,_,+ (6n-3)  (2n-7)  D„^ 

+  (8n-42)(2n-11)Z)„.«  +  ...j 

Um  das  Gesetz  des  Fortganges  der  ersten  Factoren  der  D  Coefficienten 
bemerklich  zu  machen ,  nehme  ich  die  Differenzen  derselben. 

Die  ersten  Differenzen  sind  .  .  •  2«  —  1,  2n — 5,  in* —  9, ... 
und  die  zweiten —  4,       —  4        —  4... 

woraus  hervor  geht,  dass  diese  Factoren  eine  arithmetische  Reihe  zweiten 
Ranges  bilden.  Man  kann  sie  also  mittelst  ihrer  Differenzen  so  weit  fest- 
setzen, wie  man  will.    Eben  so  findet  man 

Z,  =  3;^2t  (f)"  j'>+5)(2n+3)(2n+i)Z),+{3n+i)(4n+2)(2n-^ 

+  (4n+2)  (6n-3)  (2w-7)D„^  +  (5n-f-)  (8n-12)  (2n-H)Z)._g 
+  (6w-9)(10n-25)(2n-15jD„_s+...  | 

wo  die  ersten  Factoren  wieder  eine  arithmetische  Reihe  zweiten  Ranges 
bilden ,  u.  s.  w. 

Geht  man  zu  den  Potenzen  von  A  über,  und  schreibt  die  ersten 
Glieder  der  eben  entwickelten  Ausdrücke  aus,  so  erhalt  man 
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Ir  =  TT  +  3D;  4;-  +  (5D,  +  1)  -^  +  (7D,  +  3ß,)  -^ 


Ich  bemerke  noch,  dass  man  auf  ahnliche  Art  auch  die  Entwickelung 
der  positiven  Potenzen  von  A  erhalten  kann,  werde  mich  aber  dabei 
nicht  aufhalten,  da  sie  in  der  Störungstheorie  nicht  vorkommen. 


§  III.    . 

Entwickelung  der  GrOsse  -^  in  Reihen,  die  nach  den  Potenzen 

von   ,   *[^  ,,t  und    t^-f-^  fortschreiten. 


43. 

In  Gauss  ^ Disquisitiones  generales  circa  seriem  infinitam   etc.»   ist 
schon  gezeigt,  wie  die  Grösse 

(r«  +  r'«  _  2rr'  cos  9)" 

in  Reihen  wie  die  oben  genannten  entwickelt  werden  kann;  die  Ent- 
wickelung des  zusammengesetzteren  Ausdruckes,  welcher  hier  überhaupt 
betrachtet  wird,  ist  noch  nirgends  gegeben,  kann  aber  sehr  leicht 
erhalten  werden,  wie  die  folgenden  Ent Wickelungen  zeigen  werden. 
Da'  die  Grössen  .         . 

rr  I        rr 

- — i — r.,   und     ,  .    «, 

für  jeden  Werth  von  r  und  r  kleiner  sind  wie  4- ,  so  scheint  es,  dass 
die  Anordnung  der  Reihen  nach  den  Potenzen  dieser  Grössen  auf 
grössere   Convergenz    führen   müsste,    wie    die   im  Vorhergehenden 

Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Widsensob.  IV.  35 
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entwickelte,  nach  den  Potenzen  von  ~r  fortschreitende.  Es  ist  dieses 
jedoch  nicht  der  Fall,  weil  die  Coefficienten  im  Allgemeinen  weit  grösser 
werden ,  und  um  dieses  zu  zeigen ,  werde  ich  die  Entwickelungen  hier 
yomebmen,  mich  jedoch  dabei  auf  die  von  A"*  beschränken,  da  man 
aus  dieser  leicht  die  für  die  andern  negativen  und  ungraden  Potenzen 
von  A  erhalten  kann. 


44. 

Den  Ausdruck 

A^  =  rHr  *  — 2rT'cosH'^cos(tr—  ü')  -  %rr' s\n^\Jco^[ü+lJ') 
bringt  man  leicht  auf  folgende  Formen 

A*=(r+r')*-  4rr'  cos^/cos^i  {ü-lJ')^Krr'  sin^^^cos^  (tr+  V) 
=  {r^r')^+  4fr^  cos  ^J  sin  H  {U-  ü')  +  irr'  sin  ^J  sin  H  {ü+  V) 

Führt  man  hierin  die  schon  oben  angewandten,  imaginären  Exponential- 
functionen  durch  die  Gleichungen 

2cos(tr— tr')=p  +  -i.  2cos(ü+ü')  =  g  +  | 

ein ,  so  bekommt  man 

welche  Formel  beide  obigen  Formen  umfasst.  Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 


so  wird 


-L  =  ^*      -""t^^)         r"r'*  cos  ^*{/  p, 

A  0    f;^  [IT  in)]*       (r±ry*-+-* 


WO  nur  noch  der'  allgemeine  Ausdruck  der  n**"  Potenz  von  P  zu  ent- 
wickeln ist. 

45. 
Durch  den  binomischen  Satz  bekommt  man  zuerst 


Hin) 


(/f±77-)""-''(^±Tf)"'«"l^ 


-  U(n--l)n(l) 

wo  die  Summe  von  /  =  0  bis  2  =  n  ausg^ebnt  werden  muss.  Der- 
selbe Satz^  giebt  femer   . 


_  • 
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yVP±rf)  —  -*  l±'J     n{in-il-r)n{r)  P 

WO  die  Summe  von  r = 0  bis  r = 2  ht  —  l)  genommen  werden  muss,  und 

•    (/?±7rr=-^-l+')--ffii£fw«'- 

WO  die  Summe  von  $  =  0  bis  s  =  9il  genommea  werden  muss*.  Aus 
diesen  drei' Ausdrücken  folgt  sogleich 

p«  _  V  r+  iV'\"  fff  «'x  r  /r  (n)  n  (gn-2/)  n  {%d  p"-^-*-  q'— 

Da  JP  eine  reelle  Grösse  ist,  so  braucht  man  die  Summationen  nur  bis 
dabin  auszudehnen,  wo  beide  Exponenten  anfangen  ihre  Zeichen  zu 
wechseln.  Führen  wir  nun  in  den  vorstehenden  Ausdruck  die  zu  den 
Bögen  17  und  V  gehörigen  imaginären  Exponentialfunctionen  ein ,  und 
bezeichnen  sie  wie  oben  mit  u  und  u.  Aus  den  Relationen 


erhalten  wir 


P  =  7  '  9  =  ^^' 


pn-'l-r  ql^$  __  ^n--/  ^'-(n^f^tg) 


wenn 

r  +  s  =  f 

gesetzt  wird.  Diese  beiden  Gleichungen  können  wir  anwenden  um 
entweder  r  und  s  oder  r  und  /  zu  eliminiren.  Um  r  und  /  zu  eliminiren 
erhält  man  folgende  Gleichungen 

r  =  f  —  8 

l=g^8 

lind  es  ist  auf  die  im  vor.  §  auseinandergesetzte  Art  leicht  zu  finden, 
dass  für  jeden  Werth  von  f  und  g  in  dem  Ausdruck,  der  durch  die 
genannten  Eliminationen  hervorgeht,  die  Summation  in  Bezug  auf  8 
von  8  =  0  bis  8  =  f  ausgedehnt  werden  muss.  Führt  man  nun  die 
oben  genannten  Substitutionen  aus,  so  wird 

VJ.   ;    *e-         X    jn,n-ii-t)IZ(g+*)m*n-f-ig-t)II{r-*)mitl+*)lIW 

25* 


\ 
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46. 


Substitairt  man  den  eben  gefundenen  Ausdruck  in  den  im  Art.  44 
abgeleiteten,  und  setzt 


;^  =  ^  (±i)/  r  (».  f,  g)  „-/«'-(-/-%)  _|^ 


so  wird 


T{n,f,g)=COs"'iJfg*'iJ^:Zi  -^ n(in)  Hßn-^g-U)  XIßg+U)ii^iJ [ 

^     '^'  »     T     »         '-"   i^»n{n)n{n-g-t)n{g+s)n{in-f-ig-s)n{r-t)n{ig+$)n[s)  . 

m 

Für  die  numerisohe  Berechnung  lässt  sich  dieser  Ausdruck  auf  be- 
kannte Gruppen  von  /ZFunctionen  hinführen  und  dadurch  vereinfachen. 
Zufolge  des  vor.  §  ist 


Q{n  —  g—s,9  +  s) 


n(%n) 


2^"  /r(n)  ir(»— flf— *)  ir(g+s) 

und  wenn  wir  den  h^  Binomialcoefficienten  der  l^  Potenz  mit  B  (/,  h) 
bezeichnen,  so  ist 

^  (^'  *)  =  'n{i^h]n(h) 
Hiemit  wird 

Um  zu  zeigen ,  wie  die  numerischen  Werthe  dieser  GoeflScienten  be- 
schaffen sind,  und  um  eine  unmittelbare  Yergleichung  derselben  mit 
den  aus  den  Entwickelungen  des  vor.  §  folgenden ,  und  in  Tafel  IV 
zusammen  gestellten,  zu  bewirken,  habe  ich  dieselben,  aber  nur  bis  n=6 
in  Tafel  VI  zusammengestellt.  Man  sieht,  dass  in  beiden  Tafeln  die  CoefB- 
cienten  für  die  erste  Abtheilung  eines  jeden  Werthes  von  n,  oder  für 
/*=  0,  einander  gleich  sind,  dass  aber  in  den  andern  Abtheilungen 
die  Coefficienten  der  Tafel  VI  bedeutend  und  zunehmend ,  grösser  sind 
wie  die  correspondirenden  der  Tafel  IV. 


47. 


Die  Entwickelung  von  A"*  nach  den  Potenzen  von  ;tx7«  kann  auf 
ähnliche  Art  wie  die  eben  ausgeführte  bewirkt  werden.   Der  Ausdruck 

A^  =  r'^  +  r'*— 2rr'cos  V  cos  {U—D')  — 2rr  sin  Vcos  {Ü+V) 
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giebt  zuerst 

und  hieraus  folgt 


nachdem 

0=p  +  i-  +  (,  +  i)tgH/ 

gesetzt  worden  ist. 


*      • 


48. 

• 

Wendet  man  nun  auf  die  Entwickelung  von  Q^  den  binomischen 
Satz  auf  ähnliche  Art  wie  im  Art.  45  an,  so  bekommt  man  zuerst  die 
drei  Ausdrücke 

\9  +  j)       —  -^  ii{i-»)n{s)  1 
WO  die  Summationen  bez. 

von  /  =  0   bis  l  ^=  n 
von  r  =:^  0   bis  r=:n^ —  / 
und  von  «  =3=  0    bis  «  =  / 

ausgedehnt  werden  müssen.   Aus  diesen  drei  Ausdrücken  folgt 


ßn  _    V ^W*g.i^ n^l^tr^l^i. 

'«        ~^   "^      TT  (n.  —  l  —  r\   TT  (l-^*\  rr  (r\    TT  {p\    r  H' 


2/ 

7r(n  — i  — r)  Ä  {l  —  s)  n  (r)  n  ($) 

Führen  wir  nun  u  und  u  statt  p  und  q  ein ,  so  bekommen  wir 

•■  ^  • 

wenn  wir  jetzt .    ' 

m 

setzen.    Für  die  Elimination  von  r  und  /   ergeben  sich   hieraus   die 
Gleichungen  ^ ^_  ^ 

l=g  +  ^8 
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and  es  muss  schliesslich  wieder  Air  jeden  Werth  von  f  and  g  die  Sam- 
mation  in  Bezug  aaf  s-  von  «  =  0  bis  s  =  f  ausgedehnt  werden.  Die 
Substitution  dieser  Ausdrücke  giebt  nun 

^        '^  n{n-r-g-*)n{g+*)ii{f-*)ni*)  ^ 


49. 

Durch  die  Substitution  des  eben  gefundeueQ  Ausdrucks  für  Q"  in 
die  Formel  des  Art.  47  erhält  man 


WO 


ist.  Zum  Zweck  der  einfacheren  numerischen  Berechnung  kann  man 
diesen  Ausdruck  auch  durch  die  q  und  i? Functionen  zusammenziehen. 
Man  findet 

S  {nj.g)  =  cos^lJ  tg^'U  KzU{^h9-^J+9+^)'  B  {r+9+^^f)B  (/;«)tgn^ 

Man  kann  denselben  Ausdruck  auch  durch  eine  FFunction  darstellea, 
es  wird  nemlich  auch 

Von  dieser  Function  habe  ich  der  leichteren  Yergleichung  mit  den  vor- 
hergehenden wegen  die  numerischen  Coefiicienten  bis  n  ==  6  berechnet, 
und  in  Tafel  VII.  angeführt. 
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= 

II 

= 

o 

- 

. 

3.3555513 
3.5187937 
3.7618307 
3.9876098 
4.19»463l 
4.3982736 
4. 583584 1 
4.7586753 
4.0256332 
5.0843404 

>- 

3.7100315 
2.9683095 
3.3043987 
3.4218827 
3.6235280 
3.8115185 
3.9871098 
4.1532356 
4.3095828 
4.4576453 
4.5982643 
4.7331579 

- 

piiiiliililii 
§3i|||i|i|lii| 

" 

' 

1.1381967 
1.3686456 
1.5682179 
1.7443092 
1.9019170 
2.0445845 
2.1749183 
2.2948936 
2.4060441 
2.5095847 
2.6064947 
2.6975752 
2.7834898 
2.8647947 
2.9419607 
3.0153896 
3.0854275 
3.1523743 

- 

0.6543420 
0.8651954 
1.0412866 
1.1925543 
1.3251799 
1.4432792 
1.5497345 
1.6466445 
1.7355856 
1.8177724 
1.8941607 
1.96S5166 
2.0334634 
2-0955152 
2-1551009 
2.2115822 
2.2652671 
2.3164196 
2.3652682 
2.4130116 

«* 

0.3150093 
0.3911006 
0.5294033 

0.6433466 
0.7403566 
0.8245775 
0.8992112 
0.9661579 
1.0268558 
1.0823731 
1.1335256 
1.1609593 
1.2251539 
1.2665466 
1.3054647 
1.3421875 
1.3769496 
1.4099499 
1.4413583 
1.4713216 
1.4999667 
1.5274050 

- 

8750613 

9719713 
0389181 
0900706 
1314633 
1662254 
1961886 
2225175 
3459986 
3671879 
2864931 
3042219 
3206123 
3358522 
3500927 
3634566 
3760458 
3879450 
3992260 
409949!) 
4201690 
4299289 
4392689 
4482237 

- 

0. 

9.6989700 

9.5740313 

9.4948500 

9.4368580 

9.3911006 

9.3533120 

9.3211273 

9.2930986 

B.2682750 

9.2459986 

9.2257953 

9.2073118 

9.1902785 

9.1744842 

9.1597610 

B. 1459727 

9.1330077 

9.1207733 

9.1091914 

9.0981960 

9.0877306 

9.0777464 

9.0682010 

9.0590577 

9.0503837 

i 

o-.<r»«-*-i«t-go<3.o-.<*2  22  2!:SSS52S3  3     i 

-c«.S.     j 
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>«>«>«  V9  V9  W 

U«  1^  M  ^  »*  O 


Oi  O*  O*  O*  V*  V^  V*  cni^^K 


V»  M  M  «^  ^  OD 
O  «^  >►  -^  O  «O 

«6  k^  9  OD  9  O 
•^V9Q0Ci»i^k*QeMN*Q0Ci» 


Q0M^4O>Ob   V«Vli^4KOi9^9tök*O^CIDO»CnCi90 

OO»V90DCt»aDM^i-hCi7t00OV9Ci9V9i^-^M^C» 

*c  *o  a>  \a  Vi  tft>oo»o»v9too»Mfr9«etdgoootoo» 


b»MO>9MWMC*^MO»^9^&^V9^^pN*N* 


e»  u«  u«  4k 
e»  <e  h9  V« 

i-k  «^  «4  1^ 

V»  <o  ^  o» 

^p  u«  •►  (O 


M  ^p  V»  1^ 

»4  «  O  i-h 

M  o»  «e  »« 

00  M»  o  o»  <e  ^4 
o<  00  ctf  1^  4k  «e 


U«  00  w  V9  h9  ^9  ^ 


^«»o<4»»««i^i-kO«eao-<4e»tf(4»»  b»v9i^o 


> 


4KC<9C0MMV9i^i-kOCOOD»4»» 

ODi-k^9ii*^ii*^ODOO»C<9Mi^   W«O0»4 
U«CiA9CiOCiA9<0-^V9-^4teO<eM^90<e»* 


C^OOi-hOA^^ODO^ 


»4  <e 

OD  M  O»  «O  Ct» 


4k  »4  «*» 


w 


^ 


-I 


■^   CA 


•^  9   tfl   bt»  c*  40    O» 

OD  U(  O  4k  cpi  CiO  Ca 
C»  CA  CO  *-  u«  O«  1^ 
9  M  «O  CO  O«  4k  e» 
O  W  O  «O  C^  00  i»)» 
CA<00^9^0»'^V9 
<DCA0>CACtfOC*9O 


C4 


H 

3* 


|>.ij^4KOi9WO«Ci»MMM^V9^V9 

^^k*4OQ0M^i^M^«e^«A{!.9 

<OOO«O00CaCi»«OW'^00^4KO» 

i^OOCAV»i-k^9^9<ei^C»00O^ 

<e0»C0»^^0D^O4K«0c^O0>4K 
^CACACAi^-^i^O»CAO»M4KQ0Q0 
OOeOO»^9QO^O»^'^00«^e>0 
<DOn*i^^V»MO»4k.^ODOO«Dca 


M  M  W  M  ^9 

•        •        •  *     m        • 

00  c»  oa  M  00 


^   C»   •►    Ot»   l-k 

M<evdca«e>oö»«AC«3o»üt 

•^•^•^*»CA»—  »^caovö*© 

QO*i«C*9CA«e«4V9-^«e4KO0 
^90»0»CA^«o440i^O»0 


o 

CIO 


Vt 


Ci»  o» 


«D000»4K^9O^4K 

<ovd4KCACi»oeAO» 
^ooo»o^c^oo> 
OQ0i^N«cnakC«»M 

OO>i0OOOO'^»«CACA 

^9i^OO»Q0000»<0 
»4O*^»^O«0i(k00 


CA  1^  1^  1^  1^ 

•    •    •    •    • 

O  OD  0>  &4  O 
•«*  CA  *—  CA  O» 
O»  4k  i{K  4»,  »4 
O»  ^4  «O  O  «^ 

O  «A  «O  00  «»^ 

CA  o»  o»  CO  a> 

4k  »4  1^  O»  00 


CA  O» 

^  09 
N*  CA 


00 


EnTWICKEI^UNG  der  negativen  DND  UNGRADEN  POTENZEM  U.  8.  W.    356 


Tafel.  III.  log  k{g,a) 


g 

logA(flr,0) 

IOgA(flf,l) 

log  A  (flf,  2) 

• 

r«r 

0 

0.6020600 

t 

1 

0.1249387 

% 

9.9030900 

• 

3 

9.7569620 

•• 

4 

9.6478175 

J» 

9.5606673 

6 

9.4881167 

7 

9.4259687 

8 

9.3716111 

•  9 

9.3233064 

p 

, 

10 

9.2798407 

11 

9.24033 

« 

n 

9.20412 

.• 

13 

9.17070 

14 

9.13966 

15 

9.11070 

16 

9.08355 

17 

9.05799 

18 

9.03386 

/==2 

0 

0.9030900 

9.6478175 

1 

0.4259687 

9.4259687 

JJ 

0.2041200 

9.2798407 

3 

0.0579920 

9.1706962 

4 

9.9488475 

9.0835460 

5 

9.8616973 

9.0109954 

6 

9.7891467 

8.9488475 

7 

9.7269987  ' 

8.8944898 

8 

9.6726411 

8.8461851 

/ 

9 

9.6243364 

8.8027194 

10 

9.58087 

8.76321 

11 

9.54136 

8.72700 

* 

1^ 

9.50515 

8.69357 

13 

9.47173 

8.66254 

14 

9.44069 

8.63358 

• 

15 

9.41173 

8.60643  ' 

16 

9.38458 

8.58087 

r==3 

• 

0 

1.0791813 

9:9488475 

9.2(^41200 

1  '  0.6020600 

9.7269987 

9.0579919 

%   !  0.380211^ 

9.5808707 

8.9488475 

3 

0.2340832 

9.4717262 

8.8616973 

4 

0.1249387 

9.3845760 

8.7891466 

5 

0.0377886 

9.3120254 

8.7269987 

6 

9.9652379 

9.2498775 

8.672641K 

7 

9.903t)900 

9.1955198 

8.6243364 

8 

9.8487323 

9.1472151- 

8.5808707 

9 

9.80043 

9.10375 

8.54136 

10 

9.75696 

9.06424 

8.50515 

11 

9.71745 

9.02803 

8.47173 

12 

9.68124 

8.99460 

8.44069 

13 

9.64782 

8.96357 

8.41173 

14 

9.61678 

8.93461 

8.38458 

3S4 
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• 

> 

Ci7t^odv»N*o«ogo^«catf«4»»M^N*o«goMe»c9«it*«Ci»v9^o 

• 

oooooooooooooooooooooooooo 

«= 

^M.M.H'M.M.M.M.M.N^M.^M.M.^^^^M.^M.OOOO 

Oi  <S>  <S>  <S>  Vt  ift  V%   Ul4^>^4k«C^CdM^{oN*N*Ö«DOD»4K 

^4U«C«»i^«OO>if»«M^«O0>O9^Catd-*lC«'^^^4KCJtri»>cO»4 

« 

" 

• 

>9  >9  >0  V»  V9  ^  V9  V9  V9  V»  >0  ^  >0  >0  ^  I-*  I-*  I-*  N*  I-* 

•      •••••••••••«.••••••••                    1 

QO^<^Cao»v«ani^i(KO9tO><0»^O<OCIDO»anCi»O 

, 

OOk^ODW   QOW-^i^u«ODOV9M>Oi^'^»^V9C» 

• 

«040o»^9v«  u<^^o»o»v9too»b»^«9«D>oQOQo^^o» 

V9 

ai^*»4^*N*  i>.»4o»o>N*tfiODQooi^«o><0u«>o«e 

U«Ci»>0^**   O»tftCi»>^00il^V9UxQ0*i«MN*M*i^4K 

4ei^'^Ci7tQOOi^QOO^O»U«Mbi^QOOi9i^OdCOe» 

•^l^^i-hU«<>44Ki(hU(C^O»«0O»Oi»(Oi(»>QO«eC«»QO 

e»u«u«4Kc*»V9>oi^o«e'»40»v<c^i^«o  o» 

o»(0^ut«4«e»Ok-*k-*OQeu«Oii^u«c«»o» 

i^U<^i^M0»Ou«i^U(0»U«C0i^U«Mi^ 

Ca» 

vd«ovdaaQo^oo»«e<^o»Ci»>>9c^c»i>^  e> 

^U«i(K«Dc^QOCt9Mi||^(OOC*>Oc&CtfOOi>)» 

ft7«0D0i9V9b9VdV»OOU«<0OV9V»0>^V» 

Mcei^4Ki(h.^^u«i(h<etf«o»c9<MOCA»o 

i>.   i^i^WWMO>9C«»(tfCA»V»>9b9V» 

•        ••••••••••••• 

b9>9i-k<O00»4Oki(hMi-k«D-^U«^ 

<000<OQOO>C^«eC«3^QO«4rfxO» 

i>*   OOu«^9i^>Ob9«ei^O»QOOi^ 

#« 

<eo»«ei-h*,Qo>oOi^coMOO)i^ 

Vd»<V«U<il^'^<^O»C^O»b9i(»>Q0Q0 

QOeOO»>OODi^O^M-OC^*^0)0 

«eOl-*itl«i>*V»C*90»^i^Q0Q0C0ui 

C*9O^^O)Omn*<O4k0» 

o4«0>i0O»<ooo>c^ooaaan 

u« 

«4»^>0i^CiA9>0U(0>Q0Oi-k 

*^»— ^<lj>.ü<.—  »4ö«©v*«© 

QO^MUtcO^^O'^COi^OO 

V9o»o»OdcjiN«-^4ei^a»o 

4Ki>.i^i(K^i^c«»gd 

«OQOOkV^dO^ifK 

4evd4k«c^CitfOu«c» 

4O000»O*^UiO0k 

o» 

OQ0i^N*CJ«0»C0M 

• 

Ui  1^  4».  ^  1^ 

Ö  ÖO  Ö»  CA)  o 

-4  W  *—  Ö«  o> 

O»  1^  i(»>  1^  ^ 

■** 

a>  ^4  (O  o  -»^ 

O  W  «0  OD  «»^ 

CJi  O»  0>  Od  oa 

iti»  M  1^  O»  00 

• 

•       • 

«o  o» 

• 

••                     .                                                            •  Üi  o» 
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Tafellll.  logA(sf, 

«) 

9 

logA(flr,0) 

logAto,!) 

logA{flr.2) 

• 

iz^ 

0 

0.6020600 

• 

1 

0.1249387 

% 

9.9030900 

» 

3 

9.7569620 

•• 

4 

9.6478175 

J» 

9.5606673 

6 

9.4881167 

7 

9.4259687 

8 

9.3716111 

•  9' 

9.3233064 

p 

. 

10 

9.2798407 

11 

9.24033 

■ 

12 

9.20412 

•• 

13 

9.17070 

14 

9.13966 

15 

9.11070 

16 

9.08355 

17 

9.05799 

18 

9.03386 

izl 

0 

0.9030900 

9.6478175 

1 

0.4259687 

9.4259687 

% 

0.2041200 

9.2798407 

3 

0.0579920 

9.1706962 

4 

9.9488475 

9.0835460 

5 

9.8616973 

9.0109954 

6 

9.7891467 

8.9488475 

7 

9.7269987  * 

8.8944898 

8 

9.6726411 

8.8461851 

' 

9 

9.6243364 

8.8027194 

10 

9.58087 

8.76321 

11 

9.54136 

8.72700 

• 

n 

9.50515 

8.69357 

13 

9.47173 

8.66254 

14 

9.44069 

8.63358 

• 

15 

9.41173 

8.60643  ' 

16 

9.38458 

8.58087 

r«3 

• 

0 

1.0791813 

9:9488475 

9.2(^41200 

1 

0.6020600 

9.7269987 

9.0579919 

% 

0.3802112 

9.5808707 

8.9488475 

3 

0.2340832 

9.4717262 

8.8616973 

4 

0.1249387 

9.3845760 

8.7891466 

5  '  0.0377886 

9.3120254 

8.7269987 

6   9.9652379 

9.2498775 

8.6726411, 

7   9.903t)900 

9.1955198 

8.6243364 

8   9.8487323 

9.1472151- 

8.5808707 

9   9.80043 

9.40375 

8.54136 

10   9.75696 

9.06424 

8.50r515 

11   9.71745 

9.02803 

8.47173 

12   9.68124 

8.99460 

8.44069 

13  9.64782 

8.96357 

8.41173 

14   9.6167^ 

8.93461 

8.38458 

Tafel  III 

IOgX(9.fl) 

2 

logifff.O) 

'og^{g.  1) 

logi(ff,2) 

log  ^  (ff.  3) 

■osilg.t) 

log  i(ff,»)|log  i(a,6)!log  i[ff,7)jlog  i(fl.8)jlog^.9| 

0 

1.2041200 

0.1249387 

9.5051500 

8.9118639 

1 •-■   -    " 

i 

0.7283987 

9.9030900 

9.3590219 

8.8027194 

1                           '  1 

3 

O.505IS0O 
0.3590219 

9.7569620 
9.6478175 

9.2498775 
9.1627273 

8.7155693 
8.G430186 

(              1 
1              ' 

i 

0.2498775 

9.5606673 

9.0901766 

8.5803707 

B 

0.1627173 

9.4881166 

9-0280287 

8-5265130 

e 

7 

0.09017SG 
0.0280287 

9.4259687 
9.3716111 

8.9736711 
8.9253664 

8.4782084 
8.4347427 

8 

9.97397 

9.32331 

8.88190 

8.39523 

9 

0.02537 

9.27984 

8.84239 

8..15902 

10 

9.88190 

0.24033 

8.80618 

8.32560 

11 

9.84239 

9.20412 

8.77276 

8.29456 

Jl 

9.80618 

9.17070 

8.74172 

8.26560 

0 

^=5 
1.30103 

0.24988 

9.68124 

9.21289 

8.69358 

1 

0.82391 

0.02803 

9.53511 

9.10375 

8.60613 

2 

0.60206 

9.88190 

9.42597 

9.01660 

8.53387 

3 

0.45593 

9.77276 

9.38882 

8.94  i  OS 

8.47173 

i 

4 

0.34679 

9.68561 

9.36627 

8.88190 

8.41737 

5 

0.25964 

9.61300 

0.20412 

8.82754 

8.369Ü6 

6 

0.18709 

9.55091 

9.14976 

8.77924 

8.32560 

I 

7 

0.12494 

9.49655 

9.10146 

8.73577 

8.28609 

S 

0.0T058 

9.44825 

9.05799 

8.G9G2G 

8.24983 

9 

0.02228 

9.40478 

9.01848 

8.Bli005 

8.21646 

■ 

_10 

9.97881 

9.36527 

8.98227 

8.Ö2663 

8.18542 

i 

0 

1.3S021 

0.34679 

0.80618 

9.38899 

8.99461 

8.51927 

1 

0.90309 

0.12494 

9.60005 

9.27984 

8.90745 

8.44072 

3 

0.68124 

9.97881 

0.5509t 

9.19269 

8.83190 

3.38458 

3 

0.53511 

9.86967 

9.46376 

9.12014 

8.77270 

8.33032 

4 

0.42597 

9.78252 

9.39121 

9.05799 

8.71840 

8.28101 

5 

0.33882 

9.70997 

9.32906 

9.00363 

8.67009 

8.23845 

6 

D.2663T 

9.64782 

9.27470 

8.95533 

8.62C63 

8.19894 

1 

7 

0.20412 

9.593*6 

9.23640 

8.91186 

8.58712 

8.16273 

il 

_1 

0.14970 

9.54516 

9.18293 

8.ST235 

8.55091 

8.12931 

II 

0 

1.44710 

0.42597 

0.90309 

9.51392 

9.17070 

8.83030 

8.37417 

1 

0.97004 

0.20412 

9.75696 

9.4U478 

9.08355 

8.71775 

8.31203 

2 

0.T4819 

0-05799 

9.64783 

9.31763 

9.01 100 

8.68561 

8.25767 

3 

0.60206 

9.94885 

9.56067 

9.24508 

8.94835 

8.63125 

8-20938 

4 

0.49292 

9.86170 

9.48812 

9.18293 

8.89449 

8.58394 

8.16590 

5 

0.40577 

9.78915 

9.42597 

9.12857 

8.84619 

8.53918 

8.13639 

_£ 

0.33322 

9.72700 

0.37161 

9.0802T 

8.80272 

8.49997 

8.09018 

0 

1.S0515 

0.19292 

9.98227 

9.51083 

9.20561 

3.99640 

8.67520 

8.34988 

1 

1.02803 

0.27107 

9.83614 

9.50169 

9.20818 

8.92385 

8.61306 

8.19553 

2 

0.80618 

0.12494 

9.72700 

9.41454 

9.13593 

8.86170 

8.55870 

8.14722 

3 

0.66005 

0.01579 

9.63985 

9.34199 

9.U7379  8.30734 

8.5n)39'8.10375 

4 

0.55091 

9.92865 

9.56730 

9.27984 

9.019438.75904 

8.46fi93'8.n6424 

11 

0 

1.55630 

0.55091 

0.04922 

9.691103 

9.39355 

9.12133 

8.85129  8.55091 

8.14116 

1 

1.07918 

0.32906 

9.90309 

9.58087 

9.30539 

9.04878 

8.78915  8.19655 

8.09386 

z 

0.85733 

0.18293 

9.7Q39S 

9.49372 

9.23284 

8.QSGG4 

8.73479,8.44825 

8.01939 

0 

1.60206 

0.60206 

0.10731 

9.75696 

9.47173 

9.21824 

8.97633 

8.72700 

6.44319 

8.04455 
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Tafel  IV.  Logg,  der  allgemeinen  CoeflScienten  von  y- 


A 


Eip.       +  tgH/ 


0, 


1,-1 
1»+1 


%      0 


0, 


3,-3 
3,  — i 
3,  +  l 
3, +  3 


1.  — I 
1>  +  1 


J>. 


0. 


2^ 

9.6989700 
9.6989700 


9.5740313 
9.8750613 
9.5740313 


9.3979400 


9.4948500 
9.9719713 
9.9719713. 
9.4948500 


-tg»ii 


+  tg*l/ 


0. 


9.3979400 


9.^730013 
0.051 15125 


0.1760913 
0.1760913 


0.0511525 
9.2730013 


-IgH/ 


+  t«H/ 


4,-4 
4,-2 
4,   0 

4,  +  « 
4.  +  4 


2,-t 
2,  6 
2,  +  2 


9.4368580 
0.0389181 
0.2150093 
0.0389181 
9.4368580 


9.1938200 
0.1480626 
0.3699113 


0.2730013 
0.5740313 
0.2730013 


0.3699113 
0.1480626 
9.1938200 


JV 


9.1480626 


0.3521826 


0.7043652 


0.3521826  I  9.1480626 


5,-5 
5,— -3 
5,-1 

5,+  l 
5,4-3 
5,+ 5 


3,-3 
3.  — I 
3,4-1 
3,  +  3 


1,-1 
1>  +  1 


6,-6 
6,-4 
6,-2 
6,   0 

«,  +  » 

etc. 


9.3911006 
0.0900706 
0.3911006 
0.3911006 
0.0900706 
9.3911006 


9.1358280 
0.2150094 
0.6129493 
0.5829861 


0.3399480 
0.8170694 
0.8170694 
0.3399480 


0.5829861 
0.6129493 
0.2150094 
9.1358280 


9.0688813 
0.2449726 


9.3533120 
0.1314633 
0.5294033 
0.6543420 
0.5294033 


0.4490926 
0.9719713 


1.0231239 
1.0231239 


0.9719713 
0.4490926 


0.2449726 
9.0688813 
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1 

• 

Tafel  IV. 

[Fortsetzung.] 

• 

« 

« 

Exp. 

+  i«*i/ 

-»gH/ 

+  tgv 

-Xi'iJ 

+  tgH/ 

-tg'V 

+  tg"iJ 

4,-4 

9.0900706 

0.3911006 

0.7432831 

. 

4,-2 

0.:2661619 

0.9931606 

0.9351686 

4,   0 

0.7890*406 

1.1692519 

0.7890406 

*.+» 

0.9351686 

0.9931606 

0.2661.619 

• 

4; +4 

0.7432831 

0.3911006 

9.0900706 

• 

- 

2,-2 

9.0108893 

0.5160393 

1.2361987 

1.3611373 

0:8559874 

2,   0 

0.3fl9194 

1.2150094 

1.4880106 

1.2150094 

0.3119194 

2, +  2 

0.8559874 

4.3611373 

1.2361987 

0.5160393 

9.0108893 

0,   0 

8.98^7000 

0.5460026 

1.3418826 

1.591760t 

1.3418826 

JO.5460026 

8.9897000 

1,-t 

9.321i:i73 

• 

• 

■ 

• 

• 

7,-5 

0.166^54 

7,-3 

0.6433466 

7,-1 

0.8651954 

7.  +  i 

0.8651954 

etc. 

1 

5,-5 

9.05:^:^820 

0.4324933 

0.8718260 

6,-3 

0.3075546 

1.1314633 

1.1826158 

5,-1 

0.9^3433 

1.4324933 

1.1984100 

5,4-1 

1.1984100 

1.4324933 

0.9273433 

% 

5, --3 

1.1826158 

1.1314633 

0.3075546 

li,--5 

0.8718260 

0.4324933 

9.0522820 

3,-3 

8.9651319 

0.5671919 

1.3964957 

1.6463731 

1.2873512 

3,-1 

0.3630719 

1.3911006 

1.8102299 

1.7133199 

1.0320787 

3,-.J 

1.0320787 

1.7133199 

1.8102299 

1.3911006 

0.3630719 

3, +3 

1.2873512 

1.6463731 

1.3964957 

0.5671919 

8.9651319 

l.-l 

8.9317080 

0.6129493 

1.5549574 

1.9809262 

1.9528974 

1.4580474 

0.3788661 

1,+1 

0.3788661 

1.4580474 

1.9528974 

1.9809262 

1.5549574 

0.6129493 

8.9317080 

8,-8 

9.2930986 

r  • 

8,-6 

0.1961886 

• 

• 

8,-4 

0.7402566 

* 

8,-2 

1.0412866 

8,   0 

1.1381967 

' 

« 

8, +2 

1.0412866 

etc. 

• 

• 

6,—» 

9.0200973 

0.4672555 

0.9791388 

6,-4 

0.3423167 

1.2454066 

1.3837093 

■ 

• 

• 

6,-2 

1.0412866 

1.6433466 

1.5184079 

« 

• 

«,   0 

1.4092634 

1.7682854 

1.4092634 

, 

r 

0,+2 
elc. 

1.5184079 

1.6433466 

1.0412866 

• 

4,-4 

8.9273433 

0.6085845 

1.5250386 

1.8718260 

1.6219485 

4,-2 

0.4044646 

1.5294033 

2.0576771 

2.0857058 

1.5505926 

4,   0 

1.1703814 

1.9765613 

2.2195993 

1.9765613 

1.1703814 

4, +2 

1.5505926 

2.0857058 

2.0576771 

1.5294033 

0.4044646 

4.  +  4 

1.6219485 

1.8718260 

1.5250386 

0.6085845 

8.9273433 

2,-2 

8.8859506 

0.6641019 

1.7152544 

2.2661619 

2.3842612 

2.0655025 

1.2081699 

2,   0 

0.4300186 

1.6341387 

2.2751167 

2.4792367 

2.2751167 

1.6341387 

0.4300186 

2,+» 

1.2081699 

2.0655025 

2.3842612 

2.2661619 

1.7152544 

0.6641019 

8.8859506 

0,   0 

8.8737160 

0.6798961 

1.7680322 

2.3700922  2.5639122 

2.3700922 

etc. 
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Tafel  IV.  (Forteetzung.) 

Bxp. 

+  ««•*/ 

-ig*ii 

+  tg*|/ 

-Ig";/ 

+  igH/ 

-tg'Hi 

+  Ui"iJ 

9,-9 

9.^681^750 

4 

«,-r 

0.2W5175 
0.8245775 

• 

. 

ft,  — 5 

r 

»,-3 

1.1925543 

«,-1 

1.3686456 

, 

* 

■ 

elc. 

7,-7 

8.9920686 

0.4972186 

1.0712499 

7,-5 

0.3722799 

1.3423166 

1.5531700 

7,-3 

1.1381966 

1.8194378 

1.7816493 

• 

7,-1 

1.5853546 

2.0412866 

1.7914092 

7.  +  » 

etc. 

1.7914092 

2.0412866 

1.5853546 

5,-5 

8.8951586 

0.6433468 

1.6323514 

2.0583201 

1.8955927 

5,-3 

0.4392267 

1.6433468 

2.2587706 

2.3837093 

1.9577406 

»,-l 

1.2843247 

2.1874146 

2.5395972 

2.4214979 

1.7614460 

5.  +  1 

1.7614460. 

2.4214979 

2.5395972 

2.1874146 

1 .2843247 

elc. 

^ 

3,-3 

8.8481620 

0.7054946 

1.8437973 

2.4916148 

. 

3,-1 

0.4714113 

1.7724414 

2.5225639 

2.8516226 

3,  +  l 

1.3464726 

2.3287439 

2.7936306 

2.851.6226 

etc. 

3,  +  3 

1.8138340 

2.5250385 

2.7188585 

2.4916148 

/ 

«,-1 

8.8279586 

0.7310487 

1.9283292 

2.6553279 

2.9952760 

1,  +  i 

0.4811711 

1.8102300 

2.5973360 

2.9775472 

2.9952760 

etc. 

10,  — 10 

9.24600 

• 

10,—  8 

0.24600 

10,—  6 

0.89921 

10,—  4 

1.32518 

10,—  i 

1.56822 

10,    0 

1.64740 

etc. 

8,-8 

8.96725 

0.52355 

1.15194 

8,-6 

0.39861 

1.42664 

1.69964 

8,-4 

1.22252 

1.97071 

2.00546 

8,-2 

1.73662 

2.27173 

2.10901 

8,   0 
etc. 

2.02186 

2.36865 

2.02186 

6,-0 

8.86713 

0.67331 

1.72446 

2.21738 

2.12720 

6,-4 

0.46919 

1.74026 

2.42823 

2.63235 

2.29353 

6.-2 

1.38124 

2.36351 

2.80284 

2.78165 

2.23074 

6,   0 
etc. 

1.93754 

2.69450 

^.92174 

2.69450 

1.93754 

4,-4 

8.81599 

0.74027 

1.95111 

2.67811 

i,-i. 

0.50618 

1.88639 

2.72366 

3.14963 

4,   0 

1.46042 

2.53960 

3.11363 

3.29656 

etc. 

4, +2 

4,--4 

2.02469 

2.86083 

3.20078 

3.14963 

2.29354 

2.89559 

2.99250 

2.67811 

2,-S 

8.79017 

0.77244 

2.05687 

2.88078 

3.32987 

2,   0 

0.52256 

1.94853 

2.84478 

3.34993   - 

3.51379 

etc. 

2. +2 

1.48477 

2.59198 

3.20300 

3.43708 

3.32987 

1 

0,   0 

8.78220 

0.78220 

2.08862 

2.94056 

3.42664 

3.58500 

etc. 

l 
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Tafel  IV.  (Fortsetzung.) 

Esp. 

+  tg^i/ 

-tg«i/ 

+  ^HJ 

-ig*i/ 

+  tgH/ 

-tg"iy 

+  ig'*ij 

-ig"ij 

+  lg"*/ 

14,-14 

9.17448 

. 

j 

14,-12 

0.32061 

1 

14,-10 

1.13353 

• 

14,-  8 

1.73559 

•. 

* 

14,-  6 

2.17492 

• 

14,—  4 

2.47595 

14,-  2 

2.65204 

14,    0 

2.71003 

etc. 

12,  — 12 

8.88925 

0.60525 

1.40113 

12,-10 

0.48031 

1.68443 

2.14307 

12,—  8 

1.48031 

2.42479 

2.66783 

12,—  6 

2.19071 

2.94767 

3.02230 

12,-  4 

2.69779 

3.29985 

3.22928 

• 

12,—  2 

3.04022 

3.50398 

3.29986 

12,    0 
etc. 

3.23771 

3.57093 

3.23771 

1 

r 

10,-10 

8.78134 

0.76361 

2.00040 

2.68961 

2.80772 

10,—  8 

0.55949 

2.02685. 

2.92311 

3.34908 

3.24761 

1 

10,—  6 

1.66784 

2.87196 

3.54864 

3.78272 

3.50803 

1 
1 

10,-  4 

2.44598 

3.45821 

3.96167 

4.03546 

3.60949 

, 

• 

10,-  2 

2.99446 

3.84640 

4.19858 

4.12722 

3.55992 

10,    0 
etc. 

3.35828 

4.06508 

4.27592 

4.06508 

3.35828 

! 

8,-8 

8.72065 

0.84122 

2.26035 

3.20920 

3.76095 

3.91931 

3.59346 

-8,-6 

0.60714 

2.20920 

3.28383 

3.96507 

4.29243 

4.25352 

3.74836 

8,-4 

1.78323 

3.11768 

3.96792 

4.45188 

4.59994 

4.39389 

3.72968 

8,-^ 

2.60277 

3.73994 

4.41088 

4.72771 

4.71671 

4.35657 

3.54063 

8,   0 

3.17265 

4.14269 

4,65456 

4.81729 

4.65456 

4.14269 

3.17265 

etc. 

1        1 

6,-6 

8.68286 

0.88698 

2.40877 

3.48795 

4.21325 

4.62149 

4.71840 

4.47536 

3.78313 

6,-4 

0.63710 

2.31834 

3.49080 

4.29698 

4.79183 

4.99595 

4.90577 

4.48664 

3.62495  ' 

•  6,-2 

1.85458 

3.26282 

4.20483 

4.80689 

5.11465 

5.14269 

4.88305 

4.29759 

3.26956 

6,   0 
etc. 

2.69553 

3.89965 

4.65457 

5.08054 

5.21883 

5.08054 

4.65457 

3.89965 

2.69553  j 

4,-4 

8.65938 

0.91465 

2.49728 

3.65025 

4.46732 

4.99366 

4,-2 

0.65501 

2.38201 

3.60925 

4.48238 

5.06120 

5.37446 

1 

4,   0 

1.89389 

3.34105 

4.33005 

4.99010 

5.37145 

5.49639 

etc. 

4,+^ 

2.73899 

3.97307 

4.76459 

5.23632 

5.43360 

5.37446 

^ 

1 

4, +4 

3.30044 

4.34620 

4.95365 

5.24132 

5.25026 

4.99366 

2.-2 

8.64641 

0.92971 

2.54513 

3.73702 

4.60108 

5.18541 

5.51561 

2,   0 

0.66344 

2.41163 

3.66387 

4.56696 

5.18239 

5.54141 

5.65952 

etc. 

1 

Ji,  +  2 

1.90648 

3.36587 

4.36948 

5.04726 

5.45059 

5.60356  5.51561 

0,   0 

8.64225 

0.9345112.56034 

3.76446 

4.64312  5.24518  5.59738 

5.71336 

6tC.    ' 

15,-15 

9.15976 

t 

1 

15.-13 

0.33585 

1 

15,-11 

1.18095 

« 

C 
1 

15,-  9 

1.81777 

1 

1 

15,—  7 

2.29490 

15,—  5 

2.63732 

16,—  3 

2.85917 

15,—  1 

2.96831 

( 

etc. 

^Sm^Smm 
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Tafel  rV.  (Fortsetzung,) 


Exp. 


+  »«  ^J 


-tg«iJ 


+  tgH^ 


tg^i^ 


+  tg  'U 


-tg'«iv  +  tg*»jy 


-tg'H'^ 


+tg'«4^ 


13,-13 
13,-11 
13,—  » 
13,—  7 
13,—  5 
13,—  3 

13,—  1 
etc. 


8.87345 
0.49670 
1.53147 
^.:^796^ 
;^.8;^813 
3.^1631 
3.46495 


0.62164 
1.73558 
:i.51374 
3.07801 
3.47595 
3.731W 
3.85616 


1.45094 
2.23044 
2.79629 
3.19611 
3.45367 
3.58146 
3.58509 


11,-11 

8.76431 

11,—  9 

0.57722 

11.—  7 

1.72335 

11,—  5 

2.54289 

11,—  3 

3.13712 

11,—  1 

3.55210 

etc. 

0.78134 
2.08237 
2.96886 
3.60088 
4.04021 
4.31689 


2.05434 

2.78134 

3.01813 

3.48549 

3.68902 

3.96886 

4.15263 

4.27757 

4.44676 

4.43340 

4.58989 

4.44599 

2.93895 
3.42750 
3.74246 
3.90597 
3.92825 
3.81174 


9,-9 
9,-7 
9.-5 
9,-3 

9,-1 
etc. 


8.70216 

0.86052 

2.31916 

3.30940 

3.90463 

4.10875 

0.62644 

2.26989 

3.38800 

4.11500 

4.49065 

4.50288 

1.84393 

3.22414 

4.12267 

4.65778 

4.86021 

4.71215 

2.70922 

3.89754 

4.62285 

4.99767 

5.04882 

4.75562 

3.33026 

4.35829 

4.93231 

5.16199 

5.07180 

4.63912 

3.83119 
4.05210 
4.11009 
4.01222 
3.75623 


7,-7 
7,-5 
7,-8 

7,-1 
etc. 


8.66266 
0.65829 
1.92153 
2.81363 


0.90817 
2.38529 
3.38092 
4.07574 


2.47343 
3.60605 
4.37729 
4.89281 


3.59837 
4.46338 
5.03734 
5.38573 


4.37197 
5.01299 
5.40725 
5.59657 


4.83136 
5.27470 
5.50223 
5.53745 


4.98263 
5.24667 
5.31514 
5.19864 


4.79758 
4.89449 
4.80886 
4.54063 


4.16749 
4.10535 
3.86799 
3.44565 


5, 

5, 

5, 
5, 

5, 
5, 


5 
3 
1 
1 
3 
5 


3,-3 
3,-1 
3,4-1 
3,4-3 


8.63710 
0.67849 
1.96852 
2.87162 
3.50001 
3.90370 


0.93813 
2.45664 
3.47367 
4.17265 
4.62495 
4.86231 


2.56906 
3.73824 
4.52483 
5.03671 
5.31955 
5.39058 


3.77318 
4.66936 
5.25183 
5.58762 
5.70413 
5.60570 


4.64461 
5.31034 
5.70572 
5.87205 
5.82222 
5.54770 


5.22894 
5.69055 
5.90984 
5.90984 
5.69055 
5.22894 


etc. 


8.62159 
0.68977 
1.99080 
2.89025 


0.95604 
2.49595 
3.51714 
4.20351 


2.62582 
3.81034 
4.59329 
5.08219 


3.87570 
4.78038 
5.35025 
5.65083 


4.80191 
5.46835 
5.84074 
5.95725 


5.45319 
5.90655 
6.09062 
6.02307 


5.85592 
6.11182 
6.11182 
5.85592 


etc. 


l.-l 


8.61424 
0.69342 


0.96449 
2.50856 


2.65245 
3.83334 


3.92352 
4.81561 


4.87473 
5.51819 


5.55597 
5.97412 


5.99532 
6.20137 


6.20821 
6.20821 


etc. 


16.  -  16 
16,-14 
16,  -  12 
16,  — 10 
16,—  8 
16,—  6 
16,—  4 
16,—  2 
'16,  0 
etc. 


9.14597 
0.35009 
1.22515 
1.89416 
2.40604 
2.78626 
3.04950 
3.20440 
3.25555 
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Tafel  lY.  (Fortsetzung.) 


Exp. 

+  1«^/ 

-Ig'i^ 

+  ^  •  U 

-t8*i/ 

+  lg»i^ 

-»«'•V 

+  \%'^U 

—  tg"|/  +  ««**|j| 

14.-14 
14,-12 
14,-10 
14,—  8 
14,-  6 
14,—  4 
14,—  2 
14,    0 
etc. 

8.85873 
0.51194 
1.57889 
2.36184 
2.94810 
3.37768 
3.67208 
3.84337 

0.63688 
1.78301 
2.59592 
3.19798 
3.63731 
3.93835 
4.11444 
4.17243 

1.49722 
2.31129 
2.91468 
3.35559 
3.65851 
3.83689 
3.89773 
3.84337 

1 

• 

12,-12 
12,-10 
12,-  8 
12,—  « 
12,-  4 
12,-  t 
12,    0 
etc. 

8.74851 
0.59361 
1.77451 
2.63184 
3.26746 
3.72819 
4.03898 

0.79773 
2.13352 
3.05781 
3.73122 
4.21631 
4.54414 
4.732n 

2.10415 
3.10550 
3.81748 
4.32644 
4.67115 
4.87149 
4.93727 

2.86591 
3.61065 
4.13871 
4.49714 
4.70894 
4.78558 
4.73122 

3.05974 
3.59217 
3.95578 
4.17383 
4.25815 
4.21348 
4.03898 

10,-10 
10,—  8 
10,—  6 
10,-  4 
10,—  2 
10,  '  0 
etc. 

8.68513 
0.64417 
1.89944 
2.80613 
3.47292 
3.95005 

0.87825 
2.32541 
3.32104 
4.04021 
4.55210 
4,89093 

2.37310 
3.48302 
4.26305 
4.81383 
5.18049 
5.38577 

3.40113 
4.25141 
4.84392 
5.23979 
5.46816 
5.54290 

4.03586 
4.67054 
5.09464 
5.34530 
5.44013 
5.38577 

4.28137 
4.72854 
4.99773 
5.11009 
5.07438 
4.89092 

4.04729 
4.32604 
4.45004 
4.42885 
4.26404 
3.95005 

8,-8 
8,-6 

»,-4 

8,-2 

8,   0 

etc. 

8.64417 
0.67759 
1.98223 
2.92008 
3.60326 

0.92747 
2.44598 
3.48738 
4.23334 
4.75623 

2.53224 
3.7i022 
4.53204 
5.10478 
5.47639 

3.69857 
4.61331 
5.24324 
5.65569 
5.88216 

4.51565 
5.21081 
5.66752 
5.92868 
6.01381 

5.02080 
5.52407 
5.82049 
5.93651 
5.88215 

5.22036 
5.55041 
5.69555 
5.67023 
5.47639 

5.08646 
5.256n 
5.25622 
5.09140 
4.75623 

4.51074 
4.52922 
4.38789 
4.08359 
3.60326 

6,- 
6.- 
6, 

e,- 

6,H 

-6 
-4 
-2 
0 
-2 
-4 
-6 

8.61690 
0.69968 
2.03547 
2.98972 
3.67610 
4.14674 
4.42756 

0.95932 
2.52359 
3-59177 
4.34874 
4.86799 
5.18453 
5.31362 

2.63372 
3.85349 
4.69729 
5.27495 
5.63514 
5.79995 
5.77494 

3.88360 
4.83576 
5.48228 
5.89281 
6.00890 
6.11198 
5.92791 

4.80333 
5.53110 
5.99832 
6.24979 
6.30414 
6.16312 
5.81193 

5.43881 
5.96930 
6.26939 
6.36676 
6.26939 
5.96930 
5.43881 

etc. 

4.-4 
4,-2 
4,   0 

8.59931 
0.71325 
2.06543 
3.02288 
3.69958 

0.97952 
2.57058 
3.64976 
4.40309 
4.90370 

2.69760 
3.93933 
4.78807 
5.35431 
5.68545 

3.99863 
4.96736 
5.61198 
6.00213 
6.16694 

4.97920 
5.71749 
6.17501 
6.39570 
6.39418 

5.68847 
6.22264 
6.50407 
6.55843 
6.38745 

6.15336 
6.50044 
6.61242 
6.50044 
6.15336 

etc. 

« 

2,-2 
2.   0 
2,+« 

8.58940 
0.71975 
2.07512 

0.99080 
2.59288 
3.66941 

2.73314 
3.97981 
4.81711 

4.06220 
5.02903 
5.65325 

5.07556 
5.80415 
6.23090 

5.82375 
6.33926 
6.57769 

6.33563 
6.65367 
6.70803 

6.62770 
6.75742 
6.62770 

Mc. 

0,   0 

8.58620 

0.99444 

2.74456 

4.08258 

5.10634 

5.86676 

6.39326 

6.70306 

6.80536 
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Tafel  IV.  (Fortsetzung.) 


Exp. 

+  tgV 

-tgv 

+  tg*ii 

-tg«iJ 

+  tg»i/ 

-tg*V 

+  tg'ni 

-t«**f^+lg*»i/| 

17,-17 

9.13301 

\ 

17,-15 

0*36346 

17,-13 

1.26655 

17,-11 

1.96552 

17,—  9 

2.50958 

17,-  7 

2.92456 

17,-  5 

3.22559 

' 

17,-  3 

3.4218S 

17,-  1. 

3.51879 

etc. 

\ 

15,-15 

8.84494 

0.65112 

1.54042 

15,-13 

0.52618 

1.82721 

2.38652 

15,-11 

1.62309 

2.67231 

3.02449 

15,—  9 

2.43823 

3.30913 

3.50295 

15.-  7 

3.05925 

3.78625 

3.84696 

15,—  5 

3.52662 

4.12868 

4.07069 

15,-  3 

3.86241 

4.35053 

4.18212 

15,-  1 
etc. 

4.07946 

4.45967 

4.18497 

13,-13 

8.73379 

0.81297 

2.15043 

2.94438 

3.17162 

13,-11 

0.60885 

2.18095 

3.18634 

3.72625 

3.74398 

13,-  9 

1.82193 

3.13999 

3.93587 

4.29489 

4.15147 

13,-  7 

2.71402 

3.85119 

4.48592 

4.69801 

4.41818 

13,-  5 

3.38743 

4.37767 

4.87599 

4.95954 

4.55705 

13,-  3 

3.88956 

4.75126 

5.12692 

5.09216 

4.57442 

13,-  1 
etc. 

4.24611 

4.98950 

5.24991 

5.10185 

4.47176 

11,-11 

8.66933 

0.89464 

2.42291 

3.48570 

4.15665 

4.43995 

4.24538 

11,-  9 

0.66056 

2.37656 

3.57039 

4.37657 

4.83521 

4.93459 

4.57557 

11,-  7 

1.95060 

3.40999 

4.39151 

5.01377 

5.30796 

5.25681 

4.75741 

11,-  5 

2.89508 

4.17055 

4.98762 

5.45935 

5.61316 

5.42910 

4.80222 

11,-  3 

3.60326 

4.72820 

5.40488 

5.74370 

5.77003 

5.46227 

4.71408 

11,-  1 
etc. 

4.12614 

5.11817 

5.66737 

5.88249 

5.78751 

5.35961 

4.49128 

9,-9 

8.62714 

0.94520 

2.58618 

3.79030 

4.64688 

5.19342 

4.43645 

4.34831 

4.82089 

9,-7 

0.69532 

2.50150 

3.80524 

4.74972 

5.39070 

5.74972 

5.82435 

5.58131 

4.90868 

«•-5 

2.03774 

3.58428 

4.67242' 

5.42938 

5.90195 

6.10607 

6.03550 

5.65416 

4.84798 

»,-3 

3.01699 

4.37601 

5.29574 

5.89780 

6.22516 

6.29098 

6.08686 

5.57498 

4.63971 

9,-1 
etc. 

3.74592 

4.95004 

5.72457 

6.18833 

6.38214 

6.31742 

5.98420 

5.34322 

4.27741 

7,-7 

8.59841 

0.97862 

2.69253 

3.98380 

4.94700 

5.62824 

7,-5 

0.71898 

2.58428 

3.95766 

4.98569 

5.72932 

6.21867 

7,-3 

2.09617 

3.69823 

4.85204 

5.68818 

6.25859 

6.58765 

7,-1 

3.09617 

4.50634 

5.48692 

6.16277 

6.58190 

6.765S2 

etc. 

7,  +  l 

3.83371 

5.08359 

5.91289 

6.44360 

6.72138 

6.76582 

7,.. 3 

4.36234 

5.46708 

6.15504 

6.54625 

6.68455 

6.58765 

7,-. 5 

4.71010 

5.67534 

6.22382 

6.47370 

6.46686 

6.21867 

9 

7,  +  7 

4.89095 

5.71486 

6.11819 

6.21681 

6.04966 

5.62824 

5,-5 

8.57911 

1.00071 

2.76226 

4.10905 

5.13792 

5.89834 

6.41759 

5,-3 

0.73444 

2.63753 

4.05458 

5.13376 

5.93825 

6.50139 

6.84134 

5,-1 

2.13238 

3.76786 

4.96053 

5.84243 

6.46761 

6.86362 

7.04451 

etc. 

5,H 

hl 

3.14098 

4.57918 

5.59255 

6.30732 

6.77344 

7.01535 

7.04451 

5,- 

-3 

3.87567 

5.14674 

6.00104 

6.56171 

6.87610 

6.96628 

6.84134 

5H 

-5 

4.38977 

5.50674 

6.20931 

6.61825 

6.77855 

6.70967 

6.41759 

86 
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Tafel  IV.  (Fortsetzung.) 


Eup. 

+  tgV 

-tgV 

+  tgV 

-tgV 

+  tgV 

-tg^i^  +tg*V 

-tg*V  +*g*v| 

3,-3 

8.56714 

1.01428 

2.80492 

4.18513 

5.25285 

6.05903 

6.63307 

6.99209 

3,-1 

0.74323 

2.66751 

4.10880 

5.21601 

6.05329 

6.65535 

7.04229 

7.22522 

etc. 

3,  +  l 

2.14977 

3.80105 

5.01189 

5.91498 

6.56517 

6.99115 

7.20863 

7.22522 

3, +3 

3.15552 

4.60268 

5.62644 

6.35344 

6.83416 

7.09380 

7.14496 

6.99209 

1»  — 1 

8.56138 

1.02077 

2.82525 

4.22126 

5.30717 

6.13454 

6.73357 

7.12255 

7.31202 

1.  +  « 

0.74607 

2.67719 

4.12628 

5.24245 

6.09011 

6.70440 

7.10597 

7.30663 

7.31202 

18,  — 18 

9.1208 

18,-16 

0.3761 

18,-14 

1.3055 

18,  — 12 

2.0325 

18,  —  10 

2.6065 

18,—  8 

3.0537 

18,—  6 

3.3894 

18,—  4 

3.6235 

V 

18,-2 

3.7618 

18,    0 

3.8076 

etc. 

16,-16 

8.8320 

0.6645 

1.5809 

16,-14 

0.5396 

1.8686 

2.4569 

16,-12 

1.6645 

2.7437 

3.1269 

16,-10 

2.5096 

3.4127 

3.6399 

16,—  8 

3.1628 

3.9246 

4.0215 

16,—  6 

3.6649 

4.3048 

4.2863 

16,—  4 

4.0385 

4.5680 

4.4431 

16,—  2 

4.2969 

4.7229 

4.4965 

* 

16,    0 

4.4482 

4.7741 

4.4482 

etc. 

14,-14 

8.7200 

0.8272 

2.1936 

3.0175 

3.2758 

14,-12 

0.6231 

2.2252 

3.2616 

3.8337 

3.8848 

14,-10 

1.8661 

3.2164 

4.0457 

4.4395 

4.3323 

14,—  8 

2.7904 

3.9624 

4.6333 

4.8832 

4.6428 

14,    6 

3.4986 

4.5266 

5.0644 

5.1894 

4.8304 

*^7 

14,—  4 

4.0385 

4.9416 

5.3607 

5.3717 

4.9023 

14,—  2 

4.4364 

5.2256 

5.5343 

5.4374 

4.8617 

14,    0 
etc. 

4.7079 

5.3891 

5.5915 

5.3891 

4.7079 

12,  — 12 

8.6546 

0.9099 

2.4692 

3.5642 

4.2685 

4.5866 

4.4282 

12,  — 10 

0.6758 

2.4240 

3.6512 

4.4922 

4.9870 

5.1242 

4.8047 

12,—  8 
12  —  6 

1.9980 

3.4922 

4.5099 

5.1700 

5.5037 

5.4939 

5.0380 

2.9773 

4.2905 

5.1471 

5.6602 

5.8575 

&.7192 

5.1406 

12, —  4 

3.7232 

4.8896 

5.6097 

5.9943 

6.0689 

5.8123 

5.1185 

12. —  2 

4.2875 

5.3253 

5.9228 

6.1891 

6.1485 

5.7785 

4.9724 

12,    0 
etc. 

4.6984 

5.6179 

6.1002 

6.2531 

6.1002 

5.6179 

4.6984 

10,  - 10 
10,—  8 
10,—  6 
10,—  4 
1  10,  —  2 

1  ^^'    ^ 

8.6113 

0.9616 

2.6360 

3.8749 

4.7677 

5.3520 

5.6346 

5.5878 

5.1038 

0.7117 

2.5527 

3.8926 

4.8749 

5.5554 

5.9558 

6.0739 

5.8766 

5.25:^3 

2.0889 
3.1059 

3.6732 

4.8009 

5.5992 

6.1153 

6.3652 

6.3429 

6.0127 

5.2609 

4.5064 

5.4696 

6.1174 

6.4930 

6.6100 

6.4602 

6.0063 

5.1332 

3.8763 

5.1261 

5.9490 

6.4639 

6.7120 

6.7053 

6.4342 

5.8602 

4.8670 

4.4535 

5.5705 

6.2658 

6.6570 

6.7839 

6.6570 

6.2658 

5.5705 

4.4535 

1   ^^' 

^_^ 

HB^ 

• 
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Tafel  IV.  (Fortsetzung.) 

Eip 

. 

+  kgV 

-igV  +tgV 

-tgV  +tgV 

-tg«-«/ 

+tg*V 

~t«*V 

+tg*V 

-tg"|y+ig».v| 

8,- 

-8 

8.5814 

0.9964 

2.7465 

4.0755 

5.0782 

5.8009 

5.2658 

5.4787 

6.4283 

6.0762 

5.3066 

8,  —  » 

0.7367 

2.6398 

4.0527 

5.1221 

5.9092 

6.4443 

6.7408 

6.7988 

6.6033 

6.1128 

5.2097 

8,-4 

2.1517 

3.7951 

4.9924 

5.8743 

6.4930 

6.8732 

7.0245 

6.9442 

6.6151 

5.9941 

4.9619 

8,-2 

3.1931 

4.6490 

5.6779 

6.4049 

6.8784 

7.1203 

7.1380 

6.9272 

6.4690 

5.7189 

4.5562 

8,      0 
elc. 

3.9764 

5.2774 

6.1611 

6.7498 

7.0897 

7.2011 

7.0897 

6.7498 

6.1611 

5.2774 

3.9764 

«,  —  6 

8.5606 

1.0200 

2.8211 

4.2093 

5.2816 

6.0878 

6.6553 

j 

«,-4 

0.7537 

2.6982 

4.1588 

5.2837 

6.1365 

6.7508 

7.1451 

6,-2 

2.1931 

3.8743 

5.1153 

6.0483 

6.7279 

7.1819 

7.4249 

1 

6,      0 

3.2474 

4.7368 

5.8045 

6.5773 

7.1056 

7.4144 

7.51^1 

etc. 

1 

6,H 

-2 

4.0333 

5.3623 

6.2788 

6.9064 

7.2933 

7.4627 

7.4249 

«,- 

-4 

4.6054 

5.7893 

6.5644 

7.Ö525 

7.3000 

7.3280 

7.1451 

1 

6.'. 

-6 

4.9927 

6.0371 

6.6727 

7.0195 

7.1218 

6.9986 

6.6553 

4,-4 

8.5469 

1.0355 

2.8696 

4.2956 

5.4116 

6.2689 

6.8973 

7.3143 

4.-2 

0.7644 

2.7345 

4.2241 

5.3824 

6.2741 

6.9341 

7.3832 

7.6331 

1 

1 

4,      0 

2.2167 

3.9191 

5.1844 

6.1454 

6.8578 

7.3507 

7.6407 

7.7365 

etc. 

4, +2 

3.2736 

4.7788 

5.8647 

6.6586 

7.2119 

7.5507 

7.6890 

7.6331 

• 

4,- 

h4 

4.0518 

5.3898 

6.3166 

6.9565 

7.3580 

7.5451 

7.5293 

7.3143 

-2   1 

8.5391 

1.0443 

2.8970 

4.3442 

5.4845 

6.3698 

7.0310 

7.4869 

7.7490 

2,     0 

0.7696 

2.7518 

4.2553 

5.4294 

6.3393 

7.0205 

7.4946 

7.7744 

7.8670 

etc. 

i,  +  2 

2.2244 

3.9337 

5.2067 

6.1767 

6.8994 

7.4046 

7.7092 

7.8227 

7.7490 

V,      0   18.5366 11.0471    2.9059 

4.3599 

5.5080 

6.4023 

7.0739    7.5421 

7.8187 

7.9102     etc.      1 

19,  - 19 

9.1092 

19.-17 

0.3879 

19,-15 

1.3422 

1»,  - 13 

2.0955 

1»,-11 

2.6976 

1»,-  9 

3.1747 

1»,-  7 

3.5427 

19,-  5 

3.8115 

* ' 

19,-  3 

3.9876 

19,-  1 

4.0748 

el 

tc. 

- 

1 

-17 

8.8197 

0.6771 

1.6191 

17,-15 

0.5521 

1.9075 

2.5229 

17,-13 

1.7034 

2.8106 

3.2228 

17,-11 

2.5765 

3.5096 

3.7679 

17,-  9 

3.2597 

4.0537 

4.1840 

17,-  7 

3.7940 

4.4686 

4.4864 

17,-  5 

4.2024 

4.7697 

4.6842 

17,-  3 

4.4986 

4.9660 

4.7830 

1', 
e 

-  1 

Ic. 

4.6913 

5.0629 

4.7853 

■ 

1», 

-15 

8.7070 

0.8406 

2.2342 

3.0861 

3.3733 

15,-1» 

0.6365 

2.2666 

3.3319 

3.9340 

4.0162 
4.5003 

15.-11 

1.9075 

3.2877 

4.1481 

4.5741 

• 

15,-  9 

2.8618 

4.0659 

4.7702 

5.0549 

4.8508 

1 

15,-  7 

3.6021 

4.6649 

5.2390 

5.4017 

5.0822 

15,-  5 

4.1768 

5.1177 

5.5763 

5.6287 

5.2027 

15.-  3 

4.6125 

5.4431 

5.7953 

5.7441 

5.2167 

13,-  1 

4.9253 

5.6523 

5.9031 

5.7518 

5.12411 

L 

HC. 

^^ 

^^^^ 

^^^m 

^^^^^ 

^^1^^^^^ 

^^^ 

^^^^ 
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Tafel  IV.  (Fortsetzung.) 

Bxp. 

+tgV 

-tgV 

+  tgV 

-teV 

+tgV 

-tg*V 

+tg*V 

-tg*V 

+«g*V 

-tg*V+tg-i/| 

13,-13 
13,-11 
13,—  9 
13,—  7 
13,—  5 
13,    3 

13,-  1 

etc. 

8.6408 
0.6900 
2.0422 
3.0537 
3.8344 
4.4365 
4.8887 

0.9241 
2.4682 
3.5686 
4.4017 
5.0385 
5.5156 
5.8540 

2.5124 
3.7265 
4.6197 
5.2945 
5.7982 
6.1566 
6.3845 

3.6373 
4.5996 
5.3145 
5.8454 
6.2241 
6.4686 
6.5887 

4.3727 
5.1279 
5.6844 
6.0822 
6.3422 
6.4763 
6.4901 

4.7230 
5.2998 
5.7125 
5.9853 
6.1314 
6.1576 
6.0658 

4.5980 
5.0165 
5.2961 
5.4502 
5.4859 
5.4057 
5.2085 

« 

• 

11,-11 
11,—  9 

11,-  7 
11,—  5 
11,-  3 

11,-  1 
etc. 

8.5966 
0.7270 
2.1363 
3.1881 
3.9962 
4.6149 

0.9768 
2.6001 
3.7554 
4.6263 
5.2875 
5.7776 

2.6823 
3.9735 
4.9193 
5.6290 
6.1538 
6.5212 

3.9533 
4.9905 
5.7554 

6.3182 
6.7145 
6.9636 

4.8796 
5.7072 
6.3110 
6.7374 
7.0109 
7.1448 

5.4986 
6.1454 
6.6022 
6.9001 
7.0554 
7.0759 

5.8174 
6.3030 
6.6234 
6.7986 
6.8387 
6.7469 

5.8084 
6.147! 
6.3390 
6.3959 
6.3226 
6.1185 

5.3640 
5.5662 
5.6355 
5.5771 
5.3915 
5.0741 

9,-9 
9,-7 
9,-5 
9,-3 
9,-1 
etc. 

8.5656 
0.7531 
2.2028 
3.2820 
4.1067 

1.0127 
2.6910 
3.8841 
4.7794 
5.4535 

2.7963 
4.1401 
5.1209 
5.8517 
6.3855 

4.1601 
5.2473 
6.0442 
6.6245 
7.0253 

5.1990 
6.0739 
6.7063 
7.1462 
7.4196 

5.9595 
6.6504 
7.1323 
7.4393 
7.5890 

6.4639 
6.9903 
7.3319 
7.5114 
7.5398 

6:7181 
7.0941 
7.3027 
7.3585 
7.2668 

6.7113 
6.9469 
7.0280 
6.9625 
6.7506 

6.4049 
6.5075 
6.4650 
0.2793 
5.9461 

5.6836 
5.6588 
5.4949 
5.1892 
4.7323 

7.- 
7,- 
7,- 

.7,- 
7,H 
7,- 
7,- 
7,- 

-7 
-5 
-3 
-1 
-1 
-3 
-5 
-7 

8.5436 
0.7715 
2.2486 
3.3443 
4.1759 
4.7992 
5.2445 
5.5285 

1.0377 
2.7537 
3.9712 
4.8795 
5.5562 
6.0411 
6.3558 
6.5107 

2.8750 
4.2538 
5.2557 
5.9955 
6.5270 
6.8784 
7.0640 
7.0884 

4.3010 
5.4201 
6.2345 
6.8194 
7.2126 
7.4334 
7.4900 
7.3808 

5.4128 
6.3164 
6.9623 
7.4020 
7.6617 
7.7534 
7.6794 
7.4319 

6.2604 
6.9764 
7.4675 
7.7689 
7.8980 
7.8606 
7.6531 
7.2604 

6.8714 
7.4190 
7.7649 
7.9327 
7.9327 
7.7649 
7.4190 
6.8714 

etc. 

5,- 
5,- 
5,- 

5H 
5.- 

5,- 

-5 
-3 

-1 
1-1 
-3 
-5 

8.5284 
0.7837 
2.2774 
3.3801 
4.2094 
4.8210 

1.0548 
2.7951 
4.0256 
4.9364 
5.6054 
6.0719 

2.9284 
4.3282 
5.3391 
6.0767 
6.5944 
6.9195 

4.3958 
5.5323 
6.3513 
6.9286 
7.3012 
7.4868 

5.5553 
6.4723 
7.1180 
7.5440 
7.7753 
7.8214 

6.4583 
7.1835 
7.6690 
7.9498 
8.0415 
7.9464 

7.1350 
7.6869 
8.0211 
8.1606 
8.1129 
7.8726 

7.6032 
7.9948 
8.1839 
8.1839 
7.9948 
7.6032 

etc. 

3,-3 
3,-1 

3,  +  l 
3,  +  3 

8.5189 
0.7907 
2.2913 
3.3917 

1.0654 
2.8188 
4.0518 
4.9549 

2.9617 
4.3705 
5.3791 
6.1029 

4.4546 
5.5958 
6.4072 
6.9638 

5.6432 
6.5600 
7.1920 
7.5896 

6.5797 
7.2992 
7.7641 
8.0076 

7.2952 
7.8355 
8.1413 
8.2331 

7.8092 
8.1823 
8.3340 
8.2741 

8.1333 

8.3474 
8.3474 
8.1333 

etc. 

1,-1 
l,  +  l 

8.5143 
0.7930 

1.0706 
2.8265 

2.9777 
4.3843 

4.4829 
5.6164 

5.6853 
6.5884 

6.6376 
7.3366 

7.3713 
7.8832 

7.9064 
8.2422 

8.2556 
8.4219 

8.4263 
8.4263 

etc. 

20,   20 
20,  — 18 
20,-16 
20,  — 14 
20,  — 12 
20,  - 10 
20,-  8 
20,—  6 
20,—  4 
20,-2 
20,   0 
etc. 

9.0982 
0.3992 
1.3769 
2.1551 
2.7835 
3.2886 
3.6866 
3.9876 
4.1985 
4.3234 
4.3648 

• 

i 

• 
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Tafel  IV.  (Fortsetzung.) 

Bxp. 

+  tgV 

-^;V 

+  i«VI~tgV 

+  tgV-i«'V 

+ig'V-tg'V|+tg'*V-tg*V  +i«*V| 

18,  — 18 

8.8082 

0.6890 

1.6551 

18,  — le 

0.5640 

1.9443 

2.5852 

1 

18,  — 14 

1.7401 

2.8737 

3.3130 

18,  — 12 

2.6396 

3.6007 

3.8879 

18,-10 

3.3508 

4.1747 

4.3361 

. 

1 

18,—  8 

3.9151 

4.6219 

4.6730 

1 

18,—  « 

4.3556 

4.9576 

4.9084 

18,—  4 

4.6866 

5.1917 

5.0483 

18,—  % 

4.9170 

5.3300 

5.0960 

18,    0 
etc. 

5.0525 

5.3758 

5.0525 

■ 

16,-16 

8.6948 

0.8532 

2.2723 

3.1506 

3.4650 

16,-14 

0.6491 

2.3055 

3.3980 

4.0281 

4.1392 

■ 

16,-12 

1.9464 

3.3547 

4.2440 

4.6099 

4.6572 

16,-10 

2.9287 

4.1628 

4.8982 

5.2150 

5.0443 

, 

16,—  8 

3.6990 

4.7940 

5.4015 

5.5990 

5.3157 

16.—  6 

4.3059 

5.2815 

5.7764 

5.8666 

5.4801 

16,-  4 

4.7764 

5.6447 

6.0364 

6.0267 

5.5427 

16,—  2 

5.1270 

5.8954 

6.1896 

6.0841 

5.5055 

16,    0 
etc. 

5.3679 

6.0406 

6.2402 

6.0406 

5.3679 

14,-14 

8.6279 

0.9375 

2.5529 

3.7059 

4.4702 

4.8505 

4.7566 

14,  — 12 

0.7034 

2.5096 

3.7968 

4.6999 

5.2592 

5.4633 

5.2135 

14,  — 10 

2.0836 

3.6399 

4.7221 

5.4491 

5.8524 

5.9152 

5.5350 

14,—  8 

3.1250 

4.5052 

5.4314 

6.0171 

6.2901 

6.2310 

5.7354 

14,—  6 

3.9379 

5.1768 

5.9727 

6.4364 

6.5941 

6.4246 

5.8225 

14,-  4 

4.5748 

5.6917 

6.3722 

6.7256 

6.7768 

6.5038 

5.8003 

14,—  2 

5.0648 

6.0715 

6.6455 

6.8954 

6.8451 

6.4719 

5.6690 

14,    0 
etc. 

5.4259 

6.3290 

6.8016 

6.9514 

6.8016 

6.3290 

5.4259 

12,  — 12 

8.5828 

0.9911 

2.7255 

4.0265 

4.9838 

5.6350 

5.9872 

6.0130 

5.6048 

12,  — 10 

0.7412 

2.6443 

4.0487 

5.0979 

5.8480 

6.3210 

6.5148 

6.3967 

5.8554 

12,—  8 

2.1805 

3.8318 

5.0291 

5.9000 

6.4917 

6.8208 

6.8815 

6.6385 

5.9784 

12,—  6 

3.2645 

4.7375 

5.7764 

6.5034 

6.9620 

7.1662 

7.1082 

6.7512 

5.9807 

12,-  4 

4.1074 

5.4364 

6.3423 

6.9443 

7.2843 

7.3744 

7.2060 

6.7411 

5.8644 

12,—  2 

4.7638 

5.9679 

6.7550 

7.2432 

7.4727 

7.4550 

7.1803 

6.6099 

5.6276 

12,   0 

etc. 

5.2644 

6.3546 

7.0313 

7.4115 

7.5347 

7.4115 

7.0313 

6.3546 

5.2644 

10,-10 

8.5509 

1.0280 

2.8426 

4.2386 

5.3109 

6.1061 

6.6467 

6.9388 

6.9714 

6.7064 

6.0286 

10,—  8 

0.7683 

2.7384 

4.2209 

5.3629 

6.2257 

6.8400 

7.2194 

7.3646 

7.2608 

6.8673 

6.0668 

10,—  6 

2.2503 

3.9663 

5.2393 

6.2004 

6.9020 

7.3694 

7.6124 

7.6290 

7.4026 

6.8908 

5.9751 

10,—  4 

3.3642 

4.8993 

6.0112 

6.8253 

7.3906 

7.7294 

7.8498 

7.7481 

7.4064 

6.7813 

5.7532 

10,—  2 

4.2267 

5.6149 

6.5903 

7.2759 

7.7185 

7.9390 

7.9442 

7.7292 

7.2752 

6.5376 

5.3963 

10,   0 
etc. 

4.8936 

6.1533 

7.0060 

7.5733 

7.9007 

8.0079 

7.9007 

7.5733 

7.0060 

6.1533 

4.8936 

8,-8 

8.5278 

1.0541 

2.9248 

4.3856 

5.5336 

6.4190 

7.0695 

8,-6 

0.7879 

2.8049 

4.3411 

5.5453 

6.4810 

7.1825 

7.6686 

8,-4 

2.2998 

4.0602 

5.3841 

6.4043 

7.1756 

7.7265 

8.0722 

8,-2 

3.4333 

5.0098 

6.1693 

7.0390 

7.6699 

8.0879 

8.3061 

8,   0 

4.3063 

5.7323 

6.7514 

7.4881 

7.9916 

8.2859 

8.3828 

etc. 

1  8H 

-2 

4.9753 

6.2683 

7.1600 

7.7730 

8.1552 

8.3293 

8.3061 

1  «'- 

-4 

5.4717 

6.6411 

7.4114 

7.9043 

8.1663 

8.2192 

8.0722 

1  ^'- 

-6 

5.8137 

6.8629 

7.5131 

7.8847 

8.0230 

7.9484 

7.6686 

1^ 

-8  6.0110 

6.9389 

7.4654 

7.7095 

7.7149 

7.4999 

7.0695 
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Tafel  IV.  (Fortsetzung.) 

Exp. 

+  tgV 

-igV 

+  tgV 

-igV 

+,tgV 

-tg'V+»8*V 

-tg*vi+t«*V 

-tg«ff+tg-ij| 

«,- 
6,- 

«,- 

«, 

6,H 
«,. 

6,- 

-6 
-4 
-2 
0 
-2 
-4 
-6 

8.5114 
0.8014 
2.3329 
3.4770 
4.3520 
5.0148 
5.4963 

1.0725 
2.8507 
4.1225 
5.0790 
5.7992 
6.3237 
6.6746 

2.9823 
4.4232 
5.4795 
6.2676 
6.8426 
7.2335 
7.4553 

4.4875 
5.6688 
6.5375 
7.1707 
7.6074 
7.8677 
7.9605 

5.6865 
6.6522 
7.3525 
7.8405 
8.1436 
8.2749 
8.2371 

6.6310 
7.4091 
7.9545 
8.3043 
8.4768 
8.4790 
8.3077 

7.3511 
7.9609 
8.3611 
8.5773 
8.6207 
8.4924 
8.1827 

7.8651 
8.3199 
8.5818 
8.6574 
8.5818 
8.3199 
7.8651 

etc. 

4,-4 
4,      0 

8.5004 
0.8100 
2.3520 
3.4982 
4.3670 

1.0847 
2.8795 
4.1582 
5.1125 
5.8210 

3.0205 
4.4747 
5.5339 
6.3149 
6.8721 

4.5548 
5.7458 
6.61M 
7.2338 
7.6459 

5.7869 
6.7582 
7.4523 
7.9217 
8.1925 

6.7691 
7.5486 
8.0824 
8.4067 
8.5380 

7.5330 
8.1392 
8.5217 
8.7047 
8.6965 

8.0980 
8.5440 
8.7814 
8.8248 
8.6753 

8.4766 
8.7713 
8.8673 
8.7713 
8.4766 

etc. 

8.4941 
0.8142 
2.3583 

1.0918 
2.8934 
4.1699 

3.0424 
4.4995 
5.5516 

4.5933 
5.7828 
6.6376 

5.8440 
6.8091 
7.4846 

6.8475 
7.6153 
8.1237 

7.6356 
8.2241 
8.5734 

8.2287 
8.6501 
8.8453 

8.6400 
8.9023 
8.9458 

8.8776 
8.9859 
8.8776 

etc. 

0,      0 

8.4920 

1.0941 

3.0495 

4.6058 

5.8626 

6.8729 

7.6688 

8.2708 

8.6925 

8.9424 

9.0252  1 
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0 

u 

*• 

—  Ä* 

V 

—  Ä* 

*• 

—  V* 

V« 

0 

0 

9.8750613 

0.2150093 

0.6543420 

• 

1.1381967 

1.64740 

2.17298 

1 

9.6989700 

% 

0 

9.5740313 
9.3979400 

3 

1 

9.4948500 
9.;i730013 

9.9719713 

4 
% 
0 

9.4368580 
9.1938^00 
9.14806^6 

0.0389181 
0.1480626 

5 
3 

1 

9.3011006 
9.1358280 
9.0688813 

0.0900706 
0.2150094 

0.3911006 

6 
4 
% 
0 

9.3533120 
9.0900706 
9.0108893 
8.9897000 

0.1314633 
0.2661619 
0.3119194 

0.5294033 
0.7890406 

7 
5 
3 
1 

9.32in73 
9.0522820 
8.9651319 
8.9317080 

0.1662254 
0.3075546 
0.3630719 

0.6433466 
0.9273433 

0.8651954 

8 
6 
4 
% 
0 

9.2930986 
9.0200973 
8.9273433 
8.8859506 
8.8737160 

0.1961886 
0.3423167 
0.4044646 
0.4300186 

0.7402566 
1.0412866 
1.1703814 

1.0412866 
1.4092634 

9 

7 
5 
3 

1 

9.2682750 
8.9920686 
8.8951586 
8.8481620 
8.8279586 

0.2225175 
0.3722799 
0.4392267 
0.4714113 

• 

0.8245775 
1.1381966 
1.2843247 

1.1925543 
1.5853546 

1.3686456 

10 
8 
6 
4 
li 
0 

9.24600 
8.96725 
8.86713 
8.81599 
8.79017 
8.78220 

0.24600 
0.39861 
0.46919 
0.50618 
0.52256 

0.89921 
1.22252 
1.38124 
1.46042 

1.32518 
1.73662 
1.93754 

1.56822 
2.02186 

11 
9 
7 
5 
3 
1 

9.22580 
8.94497 
8.84231 
8.78795 
8.75800 
8.74441 

0.26719 
0.42209 
0.49552 
0.53614 
0.55733 

0.96616 
1.29715 
1.46556 
1.55733 

1.44328 
1.86925 
2.08880 

1.74431 
2.22143 

• 
1.89044 

10 
8 
6 
4 
1^ 
0 

9.20731 
8.92477 
8.82003 
8.76313 
8.72996 
8.71224 
8.70662 

0.28649 
0.44328 
0.51900 
0.56247 
0.58729 
0.59872 

1.02686 
1.36410 
1.54019 
1.64165 
1.69563 

1.54973 
1.98735 
2.22143 
2.35204 

1.90102 
2.39752 
2.66076 

• 

2.10604 
2.63080 
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1/ 

A* 

1    ^ 

Ä* 

—  Ä« 

*• 

*«• 

V" 

Ä" 

V 

—  A*» 

13 

9.190:^8 

• 

11 

8.906^8 

0.30422 

9 

8.79983 

0.46258 

1.08237 

7 

8.74085 

0.54019 

1.42480 

1.64664 

5 

8.70514 

0.58595 

1.60714 

2.09380 

2.04458 

3 

8.68420 

0.61362 

1.71628 

2.33953 

2.55513 

2.29986 

1 

8.67445 

0.62868 

1.77995 

2.48467 

2.83685 

2.84640 

2.42480 

U 

9.17448 

n 

8.88925 

0.32061 

10 

8.78134 

0.48031 

1.13353 

8 

8.72065 

0.55949 

1.48031 

1.73559 

6 

8.68286 

0.60714 

1.66784 

2.19071 

2.17492 

4 

8.65938 

0.63710 

1.78323 

2.44598 

2.69779 

2.47595 

% 

8.64641 

0.65501 

1.85458 

2.60277 

2.99446 

3.04022 

2.65202 

0 

8.64225 

0.66344 

1.89398 

2.69553 

3.17265 

3.35828 

3.23771 

2.71003 

15 

9.1S976 

13 

8.87345 

0.33585 

11 

8.76431 

0.49670 

1.18095 

9 

8.70216 

0.57722 

1.53147 

1.81777 

7 

8.66266 

0.62644 

1.72335 

2.27966 

2.29490 

5 

8.63710 

0.65829 

1.84393 

2.54289 

2.82813 

2.63732 

3 

8.62159 

0.67849 

1.92153 

2.70922 

3.13712 

3.21631 

2.85917 

1 

8.61424 

0.68977 

1.96852 

2.81363 

3.33026 

3.55210 

3.46495 

2.96831 

16 

9.14597 

14 

8.85873 

0.35009 

n 

8.74851 

0.51194 

1.22515 

10 

8.68513 

0.59361 

1.57889 

1.89416 

8 

8.64417 

0.64417 

1.77451 

2.36184 

2.40604 

1 

^ 

6 

8.61690 

0.67759 

1.89944 

2.63184 

2.94810 

2.78626 

4 

8.59931 

0.69968 

1.98223 

2.80613 

3.26746 

3.37768 

3.04950 

2 

8.58940 

0.71325 

2.03547 

2.1»2008 

3.47292 

3.72819 

3.67208 

3.20440 

0 

8.58620 

0.71975 

2.06543 

2.98972 

3.60326 

3.95005 

4.03898 

3.84337 

3.25555 

17 

9.13301 

15 

8.84494 

0.36346 

t 

13 

8.73379 

0.52618 

1.26655 

11 

8.66933 

0.60885 

1.62309 

1.96552 

9 

8.62714 

0.66056 

1.82193 

2.43823 

2.50958 

. 

7 

8.59841 

0.69532 

1.95060 

2.71402 

3.05925 

2.92456 

5 

8.57911 

0.71898 

2.03774 

2.89508 

3.38743 

3.52662 

3.22559 

3 

8.56714 

0.73444 

2.09617 

3.01699 

3.60326 

3.88956 

3.86241 

3.42188 

1 

8.56138 

0.74323 

2.13238 

3.09617 

3.74592 

4.12614 

4.24611 

4.07946 

3.51879 

18 

9.12077 

16 

8.83198 

0.37605 

14 

8.72000 

0.53955 

1.30546 

n 

8.65461 

0.62309 

1.66449 

2.03246 

10 

8.61134 

0.67580 

1.86613 

2.50959 

2.60649 

8 

8.58138 

0.71171 

1.99802 

2.79041 

3.16279 

3.05365 

- 

6 

8.56062 

0.73671 

2.08890 

2.97726 

3.49858 

3.66492 

3.38944 

4 

8.54692 

0.75374 

2.15168 

3.10594 

3.72323 

4.03850 

4.03850 

3.62353 

% 

8.53910 

0.76442 

2.19308 

3.19308 

3.87626 

4.28751 

4.43644 

4.29694 

3.76183 

0 

8.53656 

0.76955 

2.21670 

3.24743 

3.97637 

4.45350 

4.69841 

4.70785  4.44821 

3.80759 
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w 

*• 

—  *» 

** 

—  *• 

*• 

—  **• 

A" 

—  Ä** 

V» 

—  Ä" 

Ä«* 

19 

9.109a 

17 

8.8197 

0.3879 

• 

15 

8.7070 

0.55^1 

i.34n 

13 

8.6408 

0.6365 

1.7034 

2.0955 

11 

8.5966 

0.6900 

1.9075 

2.5765 

2.6976 

9 

8.5656 

0.7!^70 

1^.04^ 

2.8618 

3.2597 

3.1747 

7 

8.5436 

•0.7531 

2.1363 

3.0537 

3.6021 

3.7940 

3.5427 

5 

8.5^84 

0.7715 

%.^0%% 

3.1881 

3.8344 

4.1768 

4.2024 

3.8115 

3 

8.5189 

0.7837 

2.!»486 

3.2820 

3.9962 

4.4365 

4.6125 

4.4986 

3.9876 

1 

8.5143 

0.7907 

%.1t1U 

3.3443 

4.1067 

4.6149 

4.8887 

4.9253 

4.6913 

4.0748 

n 

9.098» 

18 

8.808!t 

0.399;^ 

16 

8.6948 

0.5640 

1.3769 

14 

8.6)^79 

0.6491 

1.7401 

2.1551 

n 

8.58:^8 

0.7034 

1.9464 

2.6396 

2.7835 

10 

8.5509 

0.74U 

;».0836 

2.9287 

3.3508 

3.2886 

.8 

8.5^8 

0.7683 

1^.1805 

3.1250 

3.6990 

3.9151 

3.6866 

, 

6 

8.5114 

0.7879 

;».!»503 

3.2645 

3.9379 

4.3059 

4.3556 

3.9876 

4 

8.5004 

0.8014 

%.n9^ 

3.3642 

4.1074 

4.5748 

4.7764 

4.6866 

4.1985 

% 

8.4941 

0.8100 

2.33:29 

3.4333 

4.2267 

4.7638 

5.0648 

5.1270 

4.9170 

4.3234 

0 

8.49;U) 

0.814!» 

2.3520 

3.4770 

4.3063 

4.8936 

5.2644 

5.4259 

5.3679 

5.0525 

4.3648 
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1,  +  1 


0,      0 


4, 

4, 


4 

% 

0 


3,-3 
3.-1 
3,  +  l 
3,  +  3 


Ji,      0 


1,-1 


0,       0 


6, 
5, 
5, 


5 
3 
I 


4,-4 

4,-^ 
4,       0 

4, +4 


3,-3 
3,-1 

3,  +  l 
3, +3 


2,      0 
2,  +  2 


1,-1 
1,  +  1 


Oj       0 


6, 
5, 

e. 


6 
4 

2 
0 


Tafel  VI.  (Fortsetzung.) 


0.:27300 
0.57403 
0.;^7300 


tgH/ 


0.;^7300 
0.57403 
0.^7300 


0.67094 
0.750U 


0.87506 
0.87506 


tgH/ 


0.750U 
0.67094 


0.79588 


9.43686 

0.0389!^ 

0.^1501 

etc. 


0.33995 
0.81707 
0.81707 
0.33995 


1.05115 


0.33995 
0.81707 
0.81707 
0.33995 


0.8840^ 
1.^1501 
0.99316 


1.11810 
1.41913 
1.11810 


1.05115 


0.99316 
1.21501 
0.8840!^ 


1.18505 
1.33995 


1.51604 
1.595n 


1.28196      1.64098 


1.595n 
1.51604 


1.77131 


n»5 

9.39110 

0.09007 

0.39110 

etc. 


0.39110 
0.99316 
1.16925 
0.99316 
0.39110 


0.39110 
0.99316 
1.16925 
0.99316 
0.39110 


1.04431 
1.53723 
1.56719 
1.16925 


1.29419 
1.77131 
1.77131 
1.29419 


1.16925 
1.56719 
1.53723 
1.04431 


1.47028 
1.83826 
1.69213 


1.83826 
2.16925 
1.94740 


1.94740 
2.16925 
1.83826 


1.71332 
1.93517 


1.79250 


n«6 

9.35331 
0.13146 
0.52940 
0.65434 
etc. 


2.13929 
2.29419 


2.34534 
2.34534 


tgV 


0.79588 


1.33995 
1.18505 


1.64098 


1.69213 
1.83826 
1.47028 


2.29419 
2.13929 


tg4J 


tg**i/ 


1.28196 


1.93517 
1.71332 


2.23620 


2.47028 


2.47028      2.23620 


1.79250 
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tg*i/ 

tg'*/ 

tgH/ 

IgV 

tgV 

tg*H/ 

tg"i/ 

5,-5 
5,-3 
5,-1 

n«=6 

0.43249 

1.13146 

1.43249 

etc. 

0.43249 
1.13146 
1.43249 

1.30755 
1.83043 
1.97656 
1.78467 
1.17285 

1.95537 
2.27759 
2.21064 
1.69573 

2.37450 
2.45368 
2.04792 

2.53286 
2.25204 

2.31898 

4,-4 
4,-2 
4,   0 

4, +4 

1.17285 
1.78467 
1.97656 
1.83043 
1.30755 

1.43249 
2.03455 
2.21064 
2.03455 
1.43249 

3,-3 
3,-1 

3,  +  « 
3, +3 

1.69573 
2.21064 
2.27759 
1.95537 

2.08570 
2.57862 
2.60858 
2.21064 

2.21064 
2.60858 
2.57862 
2.08570 

2,-2 

2,   0 
2,+ 2 

2.04792 
2.45368 
2.37450 

2.51167 
2.87965 
2.73352 

2.75471 
3.00652 
2.75471 

2.73352 
2.87965 
2.51167 

1,-1 
1,  +  t 

2.25204 
2.53286 

2.75471 
2.97656 

3.05574 
3.13146 

3.13146 
3.05574 

2.97656 
2.75471 

0,   0 

2.31898 

2.83389 

3.15265 

3.25640 

3.15265 

2.83389 

Tafel  VII. 


0,       0 


1,-1 
i*  +  i 


2,-2 

2,      0 
2,  +  2 


0, 


IgH/ 


n  =  0 


0. 


9.69897 
9.69897 


fi^2 

9.57403 
9.87506 
9.57403 


9.87506 


lg*i/ 


9.87506 


3,-3 
3,-1 
3,  +  l 
3,  +  3 


1,-1 
1»  +  « 


n«=3 

9.49485 
9.97197 
9.97197 
9.49485 


9.97197 
0.27300 


0.27300 
9.97197 
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4, 

4, 


4 
2 

0 


2,-2 
2,      0 


0,      0 


5, 
8, 
5, 


5 
3 
1 


3,-3 

3,-1 

3,  +  i 
3,4-3 


1,-1 
1,  +  1 


6, 

6, 
6, 


6 
4 
2 

0 


4,-4 

4,-2 

4,      0 

4, +3^ 
4,  +  4 


2.-2 

2,  +  2 
"0,      0 


tg*i/ 


9.43686 

0.03892 

0.21501 

etc. 


0.03892 
0.51604 
0.51604 


tgH/    tgH/ 


0.51604 
0.51604 
0.03892 


0.21501 


n»5 

9.39110 

0.09007 

0.39110 

etc. 


0.09007 
0.69213 
0.86822 
0.69213 


0.81707 


0.69213 
0.86822 
0.69213 
0.09007 


0.39110 
0.86822 


n-;»6 

9.35331 
0.13146 
0.52940 
0.65434 
etc. 


0.13146 
0.83043 
1.13146 
1.13146 
0.83043 


1.16925 
1.16925 


0.83043 
1.13146 
1.13146 
0.83043 
0.13146 


0.52940 
1.13146 
1.30755 


1.43249 
1.60858 
1.43249 


0.65434 


1.60858 


0.21501 


0.86822 
0.39110 


1.30755 
1.13146 
0.52940 


1.60858 


tg«H/ 


0.65434 
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DER 


MASSEN  UND  DER  TRÄGHEITSMOMENTE 


SYMMETRISCHER  ROTATIONSKÖRPER  VON 
UNGLEICHFÖRMIGER  DICHTIGKEIT. 


VON 
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ÜBER   DIE   BESTIMMUNG   DER  MASSEN   UND  DER  TRÄGHEITS- 
MOMENTE    SYMMETRISCHER    ROTATIONSKÖRPER     VON     UN- 
GLEICHFÖRMIGER DICHTIGKEIT. 

Zur  Bestimmung  der  Masse  sowie  des  Trägheitsmomentes  eines 
beliebig  gestalteten  Körpers  bedarf  es  im  Allgemeinen  einer  dreifachen 
Integration,  welche  sich  nur  in  besonderen  Fällen  auf  ein  einfaches  In- 
tegral zurückführen  lässt ;  namentlich  ist  diese  Reduktion  dann  möglich, 
wenn  der  Körper  von  einer  Umdrehungsfläche  begränzt  wird  und  durch- 
aus gleiche  Dichtigkeit  besitzt.  So  bekannt  diess  ist,  so  wenig  scheint 
bemerkt  worden  zu  sein ,  dass  eine  ähnliche  Reduktion  für  den  allge- 
meineren Fall  gilt/  wo  die  Dichtigkeit  im  Inneren  des  Körpers  nicht  an 
allen  Stellen  dieselbe  ist,  sondern  sich  vielmehr  in  einer  Weise  ändert, 
welche  den  Körper  als  bestehend  aus  einer  stetigen  Folge  homogener 
concentrischer  Kugcischaalen  anzusehen  erlaubt.  Nicht  ohne  Interesse 
dürfte  vielleicht  das  Endresultat  dieser  Rechnung  erscheinen,  wenn  man 
es  in  die  dynamische  Formel  kleidet,  dass  sich  die  Massen  und  Träg- 
heitsmomente von  Rotationskörpern  der  genannten  Art  auf  die  Massen 
resp.  Trägheitsmomente  von  Kugeln  und  Kugelschaalen  von  endlicher 
Dicke  zurückführen  lassen. 

I. 

Bezeichnen  wir  mit  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  im 
Inneren  eines  Körpers  liegenden  Punktes  und  mit  0  die  an  der  Stelle  xyz 
statt  findende  Dichtigkeit,  so  ist  0  dx  dy  dz  das  Massenelement  des  Kör- 
pers, und  mithin  die  ganze  Masse  desselben 

wobei  die  Integrationen  auf  alle  nicht  ausserhalb  des  fraglichen  Volumens 
befindlichen  Elemente  zu  beziehen  und  demgemäss  die  Integrations- 
gränzen  zu  bestimmen  sind.    Nennen  wir  ferner  p   den  Abstand  des 
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Punktes  xyz  von  einer  festen  Geraden  (der  Momentenachse),  so  würde 
p^  0  dx  dy  dz  das  Trägheitsmoment  des  Massenelementes  6  dx  dy  dz  sein 
und  es  ist  mithin  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers : 

2)  T=fffp^edxdydz 

vorausgesetzt,  dass  die  Integrationen  zwischen  denselben  Gränzen  wie 
vorhin  ausgeführt  werden.  Die  obigen  allgemeinen  Formeln  speziali- 
siren  wir  nun  in  so  fern,  als  wir  über  das  Gesetz,  nach  welchem  sich 
die  Dichtigkeit  von  Punkt  <zu  Punkt  ändert,  und  über  die  Begränzungs- 
fläche  des  Körpers  nachstehende  Voraussetzungen  machen. 

Für  alle  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  gleichweit  entfernte 
Punkte  möge  die  Dichtigkeit  dieselbe  sein  und  nur  von  dem  Radiusvector 
eines  solchen  Punktes  abhängen.  Bezeichnen  wir  ihn  mit  '/x^+y'^+z^  =^r, 
so  können  wir  jetzt  6  durch  6  (r)  ersetzen ,  wenn  wir  in  dem  letzteren 
Symbole  0  als  Funktionszeichen  gelten  lassen.  Zugleich  ist  klar,  dass 
man  sich  vermöge  dieser  Substitution  den  Körper  aus  einer  stetigen  Folge 
unendlich  dünner  concentrischer  Kugelschaalen  zusammengesetzt  denkt, 
wobei  jede  Schaale  Tür  sich  homogen  ist  und  nur  von  einer  Schicht  zur 
anderen  eine  Variation  der  Dichtigkeit  eintritt. 

Was  femer  die  Begränzungsfläche  des  zu  betrachtenden  Körpers 
anlangt,  so  möge  sie  auf  folgende  Weise  entstanden  sein.  Von  einer 
beliebigen  ebenen  Curve,  welche  die  positiven  Seiten  der  rechtwinkligen 
Goordinatenachsen  schneidet,  sei  AB  (Fig.  1)  der  zwischen  jene  Achsen 
fallende  Bogen,  in  dessen  Verlaufe  weder  eine  Discontinuität,  noch  eine 

^    Fig.  1. 


^i^^tr: 


^. .^. 


r 
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Verschlingung  statt  finden  mö^e;  man  denke  sich  ferner  die. ebene 
Fläche  AOB  um  OY  herumgedreht,  bis  sie  in  die  entgegengesetzte  Lage 
A'OB  getaugt,  und  lasse  endlich  die  Fläöhe  ABA'A  um  XX'  rotiren;  es 
entsteht  auf  diese  Weise  ein  Körper,  der  symmetrisch  um  den  Mittel- 
punkt 0  herum  liegt  und  von  einer  Rotationsfläche  begränzt  wird.  Er 
möge  desshalb  ein  symmetrischer  Rotationskörper  mit  der  Hauptachse  AA' 
und  der  Nebenachse  jBjB'  heissen. 

Nach  den  obigen  Voraussetzungen  bemerkt  man  sogleich,  dass 
die  Ausführung  der  iu  den  Formeln  1)  und  2)'  postulirten  Integrationen 
leichter  bei  polaren  als  bei  reclitwinkligen  Goorflinaten  sein  muss  und 
wir  setzen  daher 

3)  x  =  r  cos  T,  y  =  r  sin  r  cos  w,  z  =  r  sin  t  sin  o, 

wo  T  den  Winkel  POX  zwischen  Radiusvector  und  a? -Achse  bezeichnet 
und  CD  der  Neigungswinkel  NMP  zwischen  den  Ebenen  POX  und  XOY 
ist  (Fig.  2).   An  die  Stelle  des  früheren  Volumenelementes  dx  dy  dz  tritt 

Fig.  2. 


Ä* 


y^' 


nunmehr  r*  sin  r  dr  dr  dm  und  so  wird 

4)  M  =Jffr^  e  (r)  sin  r  d«  dr  dr, 

5)  T  =  fffp^^  ö  (r)  sin  r  dco  dr  dr. 

Die  Inlegrationsgränzen  fUr  r  bestimmen  sich  dadurch ,  dass  man  den 
Radiusvector  OP  =  r  verlängert,  bis  er  die  Oberfläche, des  Körpers  in 
einem  Punkte  P,  schneidet  (Fig.  2);  für  OP^  =  r^  sind  nämlich  r  =  0 
und  r  =  r^  die  Gränzen  von  r.   Dabei  ist  vermöge  der  Entstehung  der 
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Oberfläche  OP^  gleich  dem  Radiusvector  OQ  der  erzeugenden  Curve, 
wenn  letzterer  zu  dem  Winkel  QOX  =  L  P^OX  =  L  POX  =  r  gehört; 
denken  wir  uns  daher  die  Polargleichang  der  erzeugenden  ebenen  Cunre 
auf  die  Form 

6)  n  =  9  (cos  t) 

gebracht,  so  sind  r  =  0  und  r  =  q)  (cos  r)  die  Gränzen  für  r.  Da  sich 
ferner  leicht  genug  übersieht,  dass  r  von  0  bis  n  und  w  von  0  bis  2n 
auszudehnen  ist,  so  sind  die  zu  entwickelnden  Integrale : 

T%n   M  ^(p  (cos  t) 
■    I     I  r'eir)  siardiadrck-. 


»2jr  ^71  /9(p  (cos  t) 

.8)  .   T  =  I       I     I  /)*r^  Ö(rj  sin  r  dw  dr  dr. 


Das  erste  dieser  Integrale  wird  dadurch  etwas  einfacher,  dass  sich 
die  auf  OD  bezügliche  Integration  sogleich  ausführen  lässt,  nämlich: 

ntp  (cos  t) 
r^  e{r)  sin  rdrdr 

Denken  wir  uns .  das  auf  r  bezügliche  Integral  in  der  Form 

(f  (cost) 

r^O{r)  dr\  sin  r  dr 

dargestellt  und  in  zwei  andere  Integrale  von  r  =  0  bis  t  =  -j^n  und 
von  T  =  4^71  bis  T= TT  zerlegt,  so  sind  diese  beiden  Theile  von  gleicher 
Grösse  und  gleichem  Vorzeichen,  weil  sowohl  sin  r  als  q>  (cos  t)  =r, 
im  zweiten  Quadranten  dieselben  positiven  Werthe  wieder  erhält,  die 
schon  im  ersten  Quadrsinten  durchlaufen  wurden ;  man  hat  daher 

f^w    /•(p  (cos  r) 
I  r*  0  (r)  sin  r  dr  dr 

und  durch  Einführung  einer  neuen  Yariabelen  t  ■=  cos  t 

Jf  =  47r|     I  r^  e{r)dtdr 
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Das  noch  ttbrige  Doppelintegral  bildet  einen  speziellen  Fall  des  folgenden; 

f{r)r-'dtdr 

wenn  man  in  diesem  m  =  1,  f{r)  =  r^6{r)  nin[imt;  es  ist  folglich 

10)  '      Jlf="47rS,  ,         f{r)  =  r^e{r). 

Eine  ähnliche  Reduktion  gestattet  das  in  ]^o.  8)  verzeichnete  Integral, 
sobald  man  eine  bestimmte  Momentenachse  festgestellt  hat.  Es  ist  nun 
bekannt,  dass  sich  das  Trägbeitsmomeixt  eines  Körpers  in  Beziehung  auf 
eine  beliebige  Momentenachse  sehr  leicht  findet,  wenn  man  das  Träg- 
heitsmoment kennt,  welches  einer  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
parallel  zu  jener  gelegten  Momentenachse  entspricht;  bezeichnen  wir 
nämlich  mit  e  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  jener  ersten  Achse 
und  mit  T«  das  betreffende  Trägheitsmoment,  endlich  mit  T^  das  Trägheits- 
moment in  Beziehung  auf  die  Parallelachse  durch  den  Schwerpunkt,  so  ist 


M) 


T,  =  T,  +  e'M 


Fig.  3. 


und  es  bedarf  also  nur  der  Bestimmung  von  7^ .  In  unserem  Falle  ist 
der  Mittelpunkt  des  symmetrischen  Rotationskörpers  zugleich  der  Schwer- 
punkt; durch  diesen  legen  wir  die  Momentenachse  05  unter  einem  Winkel 
SOX:=:a  gegen  die  Achse  der  o;  (Fig.  3)  und  lassen  die  Coordinatenebene 

xy  mit  der  Ebene  des  Winkels  a 
zusammenfallen,  was  die  Allge- 
meinheit nicht  beeinträchtigt,  weil 
.  alle  die  o^Achse  in  sich  enthalten- 
den Schnitte  des  Körpers  con- 
gruent  sind.  Ziehen  wir  von  dem 
willktthrlichen  Punkte  P,  dessen 
rechtwinklige  Coordinaten  OM=^x, 
MN=y,  NP=iZ  sein  mögen,  die 
Senkrechte  PR  auf  die.Momentenachse  OS  und  nachher  die  Gerade  NR, 


so  ist 


PR 


oder  aus  sehr  naheliegenden  Gründen 

p^  =  {x  sina  —  y  cos  af  +  z^ 
und  in  Polarcoordinaten 


r'  sin  *c«  cos  ^t 


+  r*  cos  *a  sin  *t  cos  *^a>  +  r*  sin  h  sin  'cö  . 
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,  Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  gestaltet  sich  die  Formel  8)  zur 
folgenden : 

JI*%7C    j%7t    /»g)   (cos  t) 
I       I     I  r*  ö(r)  cos  V  sin  t  dto  dr  dr 

'/•2;r  ^n  /•ip  (cost) 


I     I  r^6{r)  sin  V  cos  *w  dw  dl  dr 

•  Stt  /•?!  ^i«9>  (cos  r) 

+  1       11''^  Ö  W  siti  V  sin  '^w  rfco  dr  dr 


fUn   /»TT  ,i#y  w 
V     •'o  •'o 


f^n  /»jr  >«qp  (cos  r) 
I     j  r*  ö(r)  sin  *t  cos  t  cos  w  dcj  rfr  dr. 


Die  auf  co  bezügliche  Integration  lässt  sich  hier  leicht  ausführen,  indem 
man  der  Reihe  nach  von  <len  folgenden  Formeln  Gebrauch  macht : 

0 

cos  *a)  d«  =  4  I    cos  *w  dw  =  TT, 

0  »^0 

sin  *cö  dtt)  =  4  I  sin  *(o  rfw  =  ;r , 

0  -^0 

COS  CO    rfcO  =:  0  . 

0  • 

■ 

Aus  der  vorigen  Gleichung  verschwindet  demnach  das  letzte  dreifache 
Integral ,  das  zweite  und  dritte  Integral  werden  gleich ,  und  so  bleibt 

)n  /•y  (cos  z)' 

T^  Ö(r)  cos  *T  sin  r  dr  dr 

0     '0 

\n  /•(p  (cos  t) 


9 

;  =  2jr  sin  »a  1      1 1 


n9  (COS  t) 
r*  e  (r)  sin  V  .r/r  rfr 
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Zerlegen  wir  noch  das  auf  t  bezügliche  Intervall  0  bis  n  wie  vorhin 
in  0  bis  ^n  und  -j^n  bis-TF,  und  bemerken,  dass  die  Ausdrücke  <p  (cos  r), 
cos  't  sin  T  und  sin  V  im  zweiten  Quadranten  dieselben  Werthe  wie 
im  ersten  Quadranten  besitzen ,  so  ist  auch 

I       I  r*  ö(r)  cos h  sin  r  <h  dr 

0       •'0 

J^|7r  /mg»  (cos  r) 
\"     \  r* 6 {r)  sinh  dr  dr 

und  mittelst  der  Substitution  cos  r  ==  t 

r*  Ö(r)  <«d<(ir 

r*  e[r)  H-t^)dtdr 

Ein  Blick  auf  das  mit  S„  bezeichnete  Doppeiintegral  giebt  za  erkennen, 
dass  man  die  vorstehende  Gleichung  durch  die,  folgende  ersetzen  kann : 

12)  Tf,=  in:  sin  *a.  S,  +  2;r  (1  +  cos  *a)  (S,  —  S,) , 

/•(r)  =  Hö(r). 

Die  Bestimmungen  der  Masse  und  des  Trägheitsmomentes  symmetrischer 
Rotationskörper  hängen  demnach  von  einem  und  demselben  Integrale 
S„  ab,  mit  dessen  Reduktion  wir  uns  demnächst  beschäftigen  müssen. 


II. 

Betrachten  wir  statt  5^  das  im  Wesentlichen  damit  übereinstim- 
mende Integral 

13)  Ä=J     \x^-'f{y)dxdy 


n(p[X) 


■ 

und  denken  uns  die  auf  y  bezügliche  Integration  ausgeführt,  indem  wir 

Jfiy)  dy  ^  F{y)  +  Const. ,  mithin  F\y)  =  f{y) 
setzen ,  so  nimmt  R  folgende  Form  an : 
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<h 


dx  [F{ip{x))  —  F(0)] 

0 


oder 


U)  R=  iF{(p{x))  X"-*  dx  —  ^ 

Ja 


wobei  m  als  positive  von  Null  verschiedene ,  sonst  aber  beliebige  Zahl 
vorausgesetzt  ist.  Auf  das  noch  übrige  Integral  lässt  sich  mit  Yortheil 
die  partielle  Integration  anwenden  und  giebt 

15)    fF{^{x))  ^-^dx  =  F{<pix))  ^  -  Ijar  F'{g>{x))  M^) 

WO  statt  F'{q){x))  wieder  f{(p{x))  gesetzt  werden  kann.  Führt  man  die 
Integrationsgränzen  x  =  h  und  a;  =  0  in  die  Gleichung  1 5)  ein  und 
nimmt  an,  dass  das  Produkt  F{(p{x))  sf  mit  x  gleichzeitig  verschwinde, 
was  im  Allgemeinen  auch  der  Fall  ist,  so  wird 

(f{^{x))  af-^dx  =  ^  F{g>{h))  -  -^J  rc"  f{<p{x))  dg>{^) 
und  durch  Substitution  in  die  Gleichung  1 4) 

m 

Der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  ist  aber  nichts  Anderes  als 

^   9(Ä) 
hm 


Ä  =  5  nvih))  -  F(0)]  -  4-     X-  fivix))  ä<p{x). 


m 
0 


f^)dy 


und  man  hat  daher  vermöge  der  ersten  jand  letzten  Form  von  R  die  Re- 
duktionsformel 

deren  Gültigkeit  an  die  beiden  Bedingungen . 

geknüpft  ist,  wenn  d  eine  in, Null  übergehende  Grösse  bezeichnet. 
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Will  man  iu  dem  zweiten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  von  No.  1 5) 
X  als  unabhängige  Variabele  ansehen,  so  wird  man  d(p{x)  durch  (p{x)  dx 
ersetzen ;  es  liegt  aber  nahe  fp  [x)  selbst  als  neue  Variabele  zu  betrach- 
ten, also  etwa  €p[x)  =y  zu  nehmen  und  umgekehrt  x  durch  y  auszu- 
drücken. Aus  der  Gleichung  q>{x)  =y  erhalt  man  in  diesem  Falle  eine 
Gleichung  von  der  Form  a?  =  i^(y),  den  Werthen  o?  =  0  und  x  =  h 
entsprechen  die  Grftnzen  y  ==  9)(0)  und  y  =  g){h),  und  man  gelangt  so 
zu  der  Formel 

wobei  \p  (y)*"  zur  Abkürzung  für  [i;;  (y)]*  gesetzt  worden  ist. 

In  der  zuletzt  vorgenommenen  Transformation  liegt  jedoch  eine 
stillschweigende  Voraussetzung,  die  um  so  mehr  hervorgehoben  werden 
muss,  als  ihre  Nichterfüllung  eine  Modification  des  Calcüls  bedingt.  Eine 
Gleichung  von  der  Form  y=q)(x)  kann  nämlich,  nach  x  aufgelöst,  meh- 
rere Wurzeln  Uefern  und  es  entsteht  daher  die  Frage,  welche  von  jenen 
verschiedenen  ümkehrungen  an  die  Stelle  von  \p{y)  in  No.  1 7)  zu  setzen 
sei.  Diese  Frage  lässt  sich  zunächst  dahin  beantworten,  dass  negative 
und  complexe  Wurzeln  auszuschliessen  sind,  weil  x  rechter  Hand  in 
No.  16)  auf  das  positive  Intervall  0  bis  h  beschränkt  war,  mithin  Das- 
selbe von  seinem  nachherigen  Werthe  xp(^)  gelten  muss.>  Wenn  daher 
die  Gleichung  y  =  (p{x)  nur  eine  reelle  und  positive  Umkehrung  be- 
sitzt, so  ist  diese  für  tf;  iy)  zu  substituiren  und  die  Formel  1 7)  gilt  dann 
schlechthin. 

Ob  nun  aber  eine  oder  mehrere  reelle  positive  Umkehrungen  der 
Gleichung  y  =  qi[x)  existiren ,  hängt  von  dem  Verlaufe  der  Funktion 
q)[x)  innerhalb  des  Intervalles  a?  =  0  bis  o?  =  Ä  ab.  Wenn  sie  auf  die- 
ser Strecke  nur  steigt  oder  nur  fällt,  so  gehört  zu  jedem  y  ein  einziges 
X,  besitzt  sie  aber  zwischen  0  und  h  verschiedene  Maxima  und  Minima, 
so  giebt  es  mehrere  positive  reelle  Umkehrungen  und  zwar  ist  die  An- 
zahl derselben  im  Aligemeiuen  um  eine  Einheit  grösser  als  die  gesammte 
Menge  jener  Maxima  und  Minima  d.  b.  als  die  Anzahl  der  zwischen  0 
und  h  fallenden  Wurzeln  der  Gleichung  q!{x)  =  0.  Man  wird  die  Rich- 
tigkeit dieser  Angabe  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  man  sich  y  =  g>{x) 
als  Gleichung  einer  mit  verschiedenen  Maximis  und  Minimis  ausgestat- 
teten Curve  denkt  und  nachher  y  als  die  willkührliche  Goordinate  an- 
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sieht.  Besitzt  nun ,  i?m  vor  der  Hand  beim  einfachsten  Falle  zu  verwei- 
len, (p{x)  zwischen  x  =  0  und  x  =  h  ein  Maximum  oder  Minimum, 
welches  für  a?  =  f  eintreten  möge ,  so  exisüren  zwei  positive  Umkeh- 
rungen, die  wir  durch  x^  =  rpjy)  und  x^  =  yjjy)  unterscheiden.  Die 
kleinere  von  ihnen ,  etwa  ^j,  ist  kleiner  als  |,  die  grössere  x^  >  f ,  und 
daraus  geht  hervor,  dass  man  von  der  Gleichung  y  =  q>{x)  die  erste 
oder  die  zweite  ümkehrung  nehmen  muss,  je  nachdem  —  wenn  man 
diess  nämlich  im  Voraus  weiss  —  x  kleiner  oder  grösser  als  |  sein  soll. 
Nach  dieser  Bemerkung  erledigt  sich  die  Transfonnation  des  in  No.  1 6) 
vorkommenden  Integrales  -         ' 

x"'  f{(p[x))  d(p{x) 

sehr  einfach  dadurch ,  dass  man  es  in  die  beiden  folgenden  Integrale 
zerlegt 

^  th{x))  d(f[x)     +     \  ^  f{v[x))  d<p[x\ 

wo  nun  im  ersten  Integrale  ^  <  f  und  im  zweiten  a?  >  f  ist.  Setzt  man 
wiederum  (p[x)  =  y,  so  liat  man  im  ersten  Falle  die  kleinere  ümkeh- 
rung x  =  \p^{y),  im  zweiten  die  grössere  x  =  %{ff)  zu  nehmen  und 
erhalt  so 

.yd)  ^<p(h) 

%{yrf(y)dy   +   \%{yrf{y)dy 

An  die  Stelle  der  Reduktionsformel  17)  tritt  jetzt  die  folgende: 
18)  I     i^-'mdxdy 


0    •'O 

hm  ' 

m 

0  L*'y(0)  .      •^(/.(I) 


fff{h)  r  ^(/.(fl  /•ffih) 


Auf  ähnliche  Weise  würde  die  Transformation  in  den  Fällen  ge- 
schehen,  wo  mehrere  reelle  positive  Umkehrungen  der  Gleichung 
y  =  (p{x)  existiren.  Setzen  wir  voraus,  dass  die  Funktion  (p{x)  an  den 
Stellen  x  =  i^,  l^ '  h*  •  •  •  ^«-i  Maxima  oder  Minima  erhalte  und  dass 
0  <  Ij ,  <  fj  <  fj  . . .  <  |„_i  <  A  sei ,  so  würden  n  verschiedene  Um- 
kehrungen statt  finden,  nämlich 
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für  0  <  a?  <  f, ,     fi  <  a?  <  ij,   .. .  Sn^i  <x<h; 

man  zerlegt  jetzt  das  rechter  Hand  ib  No.  1 6)  auf  x  bezügliche  Integral 
in  n  andere  Integrale  von  0  bis  ||,  von  i^  bis  i,  u.  s.  w.,  substituirt  die 
einzelnen  Umkehrungen  in  die  zugehörigen  Integrale  und  erhält  so 

/•h  /•(p[x)  /•(p{h] 

19)  ^-'md^dy  =  ^\f(y)dy 


0    •'0  •'0 


-  ^    %(yT  m  dy  +    %iyT  Ay)  rfy  +  . ••  +    ^niyr  M  dy 


9(0)  •'^(SJ  •'9(Sn-l) 

Das  Verfahren,  dessen  wir  uns  zur  Reduktion  des  Doppelintegrales 
A  bedient  haben ,  ist  übrigens  noch  mancher  weiteren  Anwendung  auf 
Integrale  von  allgemeineren  Formen  fähig;  geht  man  z.  B.  von  der 
Gleichung 

h  /•9{ir)  ^ 

E\x)  m  dx  dy 

0    •'0 

aus,  worin  E{x)  eine  beliebige  Funktion  von  x  und  E'{x)  ihre  Derivirte 
bezeichnet,  »so  bleiben  die  vorigen  Schlüsse  fa«t  wörtlich  dieselben  und 
führen  zu  der  folgenden  Reduktionsformel 

E\x)  f{y)  dx  dy 


'  =f f 


0    •'O 

'VW  /•9(0)  /•h 


I  f{y)  dy  -  E{0)     f(y)  dy  -     E{x)  fi<p{x))  d<p{x) . 

welche  der  Formel  1 6)  entspricht.  Unter  der  Voraussetzung ,  dass  die 
Gleichung  y  =  (p{x)  nur  eine  reelle  positive  Umkehrung  zulässt,  erhält 
man  weiter 

E\x)  fiy)  dx  dy 

/•yW  /•9(o)  /»vW 

=  E[h)  \mdy  -  E{Q)  XMdy  -\E  {tp(y))  f(y)  dy; 
•^0  •'o  •'y(o) 

ähnliche  Formeln  würden  sich  für  die  Fälle  ergeben,  wo  mehrere  reelle 
positive  Umkehrungen  der  Gleichung  y  =  qp(j?)  existiren. 
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III. 

Mittelst  der  Formeln  10)  und  12)  waren  die  Masse  M  und  das 
Trägheitsmoment  Tg  auf  das  Doppelintegral  $„  zurückgeführt ,  letzteres 
reduzirt  sich  nach  den  Entwickelungen  des  vorigen  Abschnittes  auf 
zwei  oder  mehrere  einfache  Integrale  und  wir  haben  daher  die  folgen- 
den Resultate,  in  denen  t^,  t^,  ...  t„_i  die  zwischen  0  und  1  liegenden 
nach  ihrer  Grösse  geordneten  Wurzeln  der  Gleichung  ip'{i)  =  0  be- 
zeichnen und  der  Gleichförmigkeit  wegen  r  fUr  y  gesetzt  worden  ist : 

20) 

rH{r)  ^f)^ (r)  dr  +  j  r»  ö (r)  v;,(r)  dr  + 

femer  wenn  die  Gleichung  1 2)  zunächst  auf  die  Form 

r„  =  2jr  (2  +  sin  *a)Si^  ^n  (2  —  sin »a)  S, 
gebracht  und  dann  die  Reduktion  von  S^  und  5,  vorgenommen  wird 


M=  4;i|  r*ö(r)dr 


—  kn 


■9(1) 

+  |r«ö(r)tp.(r)dr 


21) 


2ji(2  +  sin*a) 


r*e{r)  dr 


+  1^71  (2  — sin*«) 


0{r)  dr 


■9(«.) 

r*ö(r)  v»i(r)  dr  — 

(») 

r*e{r)  v;.(f)  dr 

0{r)  V|(r)'  dr  — 

.»(0 

e{rly,,{rfdr 

Um  die  mechanische  Bedeutung  dieser  Gleichungen  kennen  zu  lernen, 
betrachten  wir  vorerst  die  Masse,  und  das  Trägheitsmoment  einer  mit 
den  Halbmessern  ^^  und  ^^  >  (>o  beschriebenen  Kugelschaale ,  in  wel- 
cher die  Dichtigkeit  sich  nach  demselben  Gesetze  0{r)  wie  in  dem 
Rotationskörper  ändert.  Die  Radien  ^^  und  p^  sind  in  diesem  Falle 
unabhängig  von  dem  Winkel  t,  und  da  das  Trägheitsmoment  einer 


—  Ir* 

•  •  •  •  •  ■    # 


UbBBR  DIB  BbSTIMMCNG  der  MaSSBN  ÜMD.DER  Trägheitsmombntb  u.  s.  w.   391 

Kugelscfaaale  von  der  genaonten  ZusammensetzuDg  filr  alle  durch  den 
Mittelpunkt  gehende  Momentenachsen  dasselbe  sein  muss,  so  können 
wir  die  Achse  der  x  mit  der  Momentenachse  zusammenfallen  lassen, 
wodurch/)  in  r  sinr  übergeht.  Die  Formeln  i)  und  5)  geben  jetzt: 

J^«7r    /•TT    MQ^ 
I      1     lr^ö(r)sinTda)dTdr 

I     I  r*e(r)  sin Vdcödrdr 
d.  h.  nach  Ausführung  der  auf  to  und  r  bezüglichen  Integrationen 
22)  M=Kn\r*e[r)dr 


23)  T^  =  ^yr^d{r)dit 

Der  Vergleich  zwischen  diesen  speziellen  und  den  allgemeineren  For- 
meln in  20)  und  21)  führt  nun  zu  folgendem  Theoreme: 

Bedeutet  r^  =  g)(cosT).die  Polargleichung  der  erzeugenden  Curve 
eines  symmetrischen  Rotationskörpers,  innerhalb  dessen  die  Dich- 
tigkeit in  der  Entfernung  r  vom  Mittelpunkte  durch  die  Funktion 
0(r)  bestimmt  wird,  so  bestehen  die  Masse  und  das  Trägheitsmo- 
ment desselben  aus  den  Massen  resp.  Trägheitsmomenten  einer 
Kugel  und  einer  Reihe  von  Kugelschaalen.  Der  Radius  der  Kugel 
ist  gleich  der  halben  Hauptachse  jenes  Körpers  und  die  Dichtig- 
keit in  beiden  Körpern  nach  demselben  Gesetze  veränderlich ;  die 
Halbmesser  der  Kugelschaalen  bestehen  aus  den  verschiedenen 
Maximis  und  Minimis,  welche  der  Radiusvector  der  erzeugenden 
Curve  innerhalb  des  Intervalles  r  =  0  bis  t  =  ^^tt  erreicht;  die 
in  jenen  Kugelschaalen  statt  findenden  Dichtigkeiten  sind  nicht 
dieselben  und  zwar  abhängig  von  den  verschiedenen  reellen  und 
positiven  Umkehrungen  der  Gleichung  r  =  q){(). 

Für  das  gestreckte  Rotationsellipsoid  hat  man  z.  B. 

ab 


r 


1  K"a»  —  (a»  —  6»)  cos  * 
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oder  wenn   die   numerische   Excenlricilät  — °.""      mit   «  bezeichnet 


cosT  =  t  und  r  für  r^  gesetzt  wird, 

b 


Vit) 


Von  dieser  Gleichung  giebt  es   nur  eine  reelle  positive  Umkehrung, 
nämlich 


t 


tr 


ip{r) 


und  man  erhält  daher  aas  den  Formeln  20)  und  21) ,  indem  man 
yt^ (r)  =  t^, (r)  ....  =ip„(r)  =  ip (r)  setzt  und  die  Integrale  wieder  zu- 
sammenzieht, 


0 


2»(2  +  sin 


r 

dr  —  i;r  I  r 

m'a)     ir*e{r)dr  —  l 


ö(r) — - —  dr, 


tr 


r*e{r)^^^^dr 


tr 


— -   V  -     1/  — 

'+  i;r(2  — sin^a)      j  r*e{r)  dr  —  j  r*e{r)  (^^^^)'  dr 


Q  •'b 

Für  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid,  dessen  Äbplattungsmaass  durch 


ausgedrückt  werden  möge,  findet  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise 

=  xp{r) 


tz= 


kr 


und  nachher,  wenn  man  in  den  zwischen  den  Gränzen  a  und  b  genom- 
menen Integralen  die  Tntegrationsgränzen  vertauscht,  um  das  Intervall 
von  der  kleineren  Gränze  an  zu  rechnen, 

Jfcr  =  47r  I  r^eir]  dr  +  i;r  |  r^O{r)  ^^^^^  dr, 

,6 


Tq  =  27r(2  +  sin 


47rj  r«Ö(r)dr+  i;rj  r«ö(r)J^ 


r^d{r)  dr  + 


rt(2-sin*a)     j  r*e{r)  dr  +  |  r*e{r)-{^''l~'^y  dr\. 
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Bei  einem  Doppelkegel  ist  die  erzeugende  Linie  eine  Gerade,  die 
von  der  Abscissenacbse  eine  Strecke  =  ö,  von  der  Ordinatenachse  eine 
Strecke  =  b  abschneidet,  deren  Polargleichung  folglich  sein  würde 

r  — 

oder 

Die  Funktion  (p{t)  erlangt  zwischen  ^  =  0  und  t=1  ein  Minimum 
Tür 

-   ab 

und  zwar  ist  das  zugehörige  r  gleich  der  Senkrechten  vom  Anfangs- 
punkte der  Goordinaten  auf  die  Gerade.  Nennen  wir  c  dieses  Perpen- 
dikel ,  so  existiren  zwei  Umkehrungen  der  Gleichung  r  =  9  {t),  nämlich 

t  =  ^ r =ViW 


-  c    bc  +  a  y  r* —  c*  /  \ 

ausserdem  ist  qp(0)  =  b,  (p  (t^)  =  ä,  y(1)  =  a  und  es  hat  demgemäss 
die  Aufstellung  der  Formeln  für  M  und  T^  keine  Schwierigkeit. 


ÜBER  EINIGE 


ALLGEMEINE  REIHENENTWICKELUNGEN 


UND  DEREN  ANWENDUNG 


AUF  DIE  ELLIPTISCHEN  FUNKTIONEN. 


VON 


O.  SCHLOMILCH. 


Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wiisensch.  IV.  $8 


UEBER  DIE 

ENTWICKELUNG  DER  ELLIPTISCHEN  FUNKTIONEN. 


E  inleituDg. 

Während  Legendre  bei  allen  seinen  Untersuchungen  über  die 
elliptischen  Integrale  die  oberen  Gränzen  derselben  als  unabhängige 
Variabein  betrachtete,  ist  bekanntlich  von  Abel  und  Jacobi  ein  gänz- 
lich veränderter  Gesichtspunkt  geltend  gemacht  worden ;  der  Werth  des 
elliptischen  Integrales  erster  Gattung 

•^0 


oder  für  z  =  sin  y 


V 


u 


n" 


%^  =  P[^^v) 


*"  sin  *ip 


0 


bildet  hier  das  Argument^  nach  welchem  sowohl  qp  und  z  als  die  tlbrigen 

elliptischen  Integrale  E  (jc,  9)  und  77  (x,  X,  tp)  entwickelt  werden.    An 

die  Stelle  der  Legendre'schen  Gleichung  u=F(x,  qp)  tritt  die  inverse 

Gleichung  g)  =  am(f4,x)  oder  kurz  g)=amu,  woraus  von  selbst  folgt, 

dass  2= sin  9),  d.  h. 

2)  2J  =  sin  am  (u,  %) 

die  Umkehrung  von  No.  1)  bezeichnen  muss»  wofttr  kürzer  sn  am  u 

geschrieben  werden  kann.  *)   Zugleich  ist 


*)  In  seiner  an  Formeln  reichen ,, Theorie  der  Modularfunktionen  und  Modularinte- 
grale"  (Berlin  4  844}  bedient  sich  Gudermann  der  Bezeichnung  sn  u  statt  sn  am  u; 
sie  ist  aber  in  so  fern  nicht  empfehlenswerth,  als  sie  erstens  den  wesentlichen  Umstand 
verwischt,  dass  z  in  der  That  der  Sinus  einer  transcendenten  Funktion  (am  u)  ist,  und 
als  sie  ferner  keine  consequente  Durchführung  gestattet,  da  man  z.  B.  sn  (2  am  u)  und 
sn  am  (tu)  nicht  unterscheiden  könnte.  Ebenso  unpassend  erscheint  die  Benennung 
,,Modularsinus''  statt ,, Amplitudensinus";  während  nSmlich  der  letztere  Ausdruck  die 
sprachrichtige  Zusammenziehung  von  „  Sinus  der  Amplitude  "  ist^  lässt  der  erste  keine 
bestimmte  Deutung  zu  und  stellt  die  Sache  durch  Weglassung  des  Hauplargumentea 
(der  Amplitude)  in  ein  schiefes  Licht. 

88  ♦ 
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V^i  —  z^  =  CS  am  i* ,    V^l  —  %^ z^  ■=  /i  — x*  sn ^  am  u 


oder  wenn  man  die  Legendro'sche  Abkürzung  yf  \  —  y?  sin^^  =^  (x,  ^) 

beibehalt:  ^ 

/ 1  — x*^z^  =  ^  am  (w,  x)  ==  .j/  am  w. 

An  die  Stelle  der  Differenzialgleichimg 

'^  =  dw  öder  dy  ^=  ^^(v)  ^^^ 


K  1  —  X»  sin  V 

tritt  nun  die  folgende 

3)  d  am  II  :=  z/  am  w  dw 

der  sich  noch  die  beiden  aus  den  Formeln  d  sin  y  =  cos  y  dy  und 
d  cos  9»  =:=  —  sin  y  dy  entspringenden  Gleichungen 

4)  d  sn  am  ti  =  +  CS  am  u  ^  am  u  du 

5)  -     d  CS  am  n  =  —  sn  am  m  z/  am  m  dw 

beigesellen  lassen.  Denkt  man  sich  denWerth  <p=:amw  in  die  übrigen 
elliptischen  Integrale  E{(p)  und//(y)  substituirt,  so  werden  diese  gleich- 
falls von  u  abhängig ,  nämlich  E  (am  u)  und  17  (am  u) ,  und  bilden  mit 
den  trigonometrischen  Funktionen  der  Amplitude  zusammen  die  ellipti- 
schen Funktionen  im  eigentlichen  Sinne,  während  die  früheren 
Funktionen  Legendre's  nunmehr  elliptische  I  n  t  e  g  r  a  I  e  heissen. 

Die  Untersuchung  richtet  sich  zunächst  auf  den  Gang  der  Funktion 
z  =  snamw;  dasErgebniss  ist,  dass  diese  Funktion  eine  reelle  und  eine 
imaginäre  Periode  zugleich  besitzt.   Setzt  man  nämlich  v^i  —k=k  und 

so  ist  für  beliebige  ganze  m  und  m! 

sn  am  (u+  4m  ifiC)  =  sn  am  u, 
sn  am  {u  +  2fnK'  V — i)  =  sn  am  u. 

Nach  Einführung  dieser  neuen  Bezeichnung  und  mit  Rücksicht 
auf  die  genannte  Eigenschaft  des  Amplitudensinus  wird  es  Jacobi 
möglich  seinem  allgemeinen  Multiplikationstheoreme  eine  solche  Form 
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zu  ertheilen,  dass  sn  am  {nu)  in  ähnlicher  Weise  durch  ein  Produkt 
von  fiFaktoren  dargestellt  wird,  wie  diess  bei  sin  nu  längst  bekannt  ist; 
für  w=-^  und  n=  oo  folgt  daraus  ein  unendhches  Produkt  fUr  sn  am  v, 
welches  sich  wieder  in  Partialbrüche  und  unendliche  Reihen  umsetzen 
lässt.  Das  Endresultat  dieser  Untersuchung  besteht  in  dem  merk- 
würdigen Theoreme,  dass  die  hauptsächlichsten  elliptischen  Funktionen 
gebrochene  Funktionen  sind ,  deren  Zähler  und  Nenner  aus  unendlichen 
Reihen  von  gewaltiger  Convergenz  bestehen;  setzt  man  nämlich 

71 K' 


und 


e(u)=^-2qcoB^-+2q*cos^-2q^  cos^ 


h(m)  =  2  v^^'sin  ^^-  -  2^7 sin  ^  +  2^  sin  -g* 


WO  e(w)  und  H(ti)  elliptische  Transcen den ten  heissen,  so  gelten 
die  Formeln : 

sn  am  M  —  :p^  e  (u)  '   ^^  *""  "  —  '  V  — el«)—  ' 

Jamu=  Vx       ^e?)      > 
in  gleich  einfacher  Weise  lassen  sich  E  (am  u)  und  //  (am  u)  durch  die 
Transcendente  e  ausdrücken. 

Den  im  Vorigen  bezeichneten  ebenso  geistreichen  als  natürlichen 
Gedankengang  hat  Jacobi  bei  seinen  späteren  Vorträgen  wieder  ver- 
lassen und  das  Ende  zum  Anfang  gemacht,  indem  er  von  den  durch  die 
-sjleichungen 

^  (g,  a?)  =  1  —  2q  cos  2x  +  2q^  cos  4j;  —  2q^  cos  6^-  + 

^j  [q,  x)  =  2  V^  sin  a;  —  2  ^(/*  sin  3x  +  2  /g^^  sin  5x  — 

definirten  Funktionen  zweier  Variabelen  ausging,  und  ihren  Zusammen- 
hang mit  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  nachwies."^)  Der 
Hauptgrund  zu  dieser  Umgestaltung  lag  in  der  eigenthümlichen  Schwierig- 
keit, welche  Integrationen  zwischen  complexen  Gränzen  verursachen  (ein 
Punkt,  auf  den  wir  nachher  zurückkommen  werden),  während  dagegen 


*)  Eine  Skizze  dieses  Verfahrens  enthäli  die  Preissclirifl  von  Rosen  ha  in:  „Me- 
moire sur  les  fonciions  ä  deux  variables  et  ä  quatre  periodes,  qui  sont  les  inverses  des  in- 
tegrales ultra- elliptiques  de  la  premiere  classe;  Paris  imprimerie  nationale  MDCCCL'*; 
die  .vollständige  Darstellung  ist  aus  Jacobi^s  Nachlass  zu  erwarten. 
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die  für  ^  und  ^|  angegebenen  Reihen  auch  bei  complexen  x  convergiren, 
wenn  q  jederzeit  als  echter  Bruch  angesehen  wird.  Jacobi's  Schüler 
sind  zum  Theil  noch  weiter  gegangen  und  haben  es  selbst  bei  reellen 
z  und  u  für  misslich  erklärt,  mit  der  Definition 


A 


wenn  |  ,^  =  u,  ist  2  =  sn  am  ti 


0 

auszukommen.  Sie  sagen  nftmlich:  ,,wenn  eine  Funktion  z  =  f[u) 
Maxima  und  Minima  besitzt,  wie  diess  bei  jeder  periodischen  Funktion 
der  Fall  ist,  so  muss  jene  Gleichung,  nach  u  aufgelöst,  mehrere  ver- 
schiedene Wurzeln  geben,  d.h.  die  umgekehrte  Funktion  u  =  F  {z) 
muss  mehrdeutig  sein;  daraus  folgt  im  Hinblick  auf  die  reelle  PeriodicitSt 
von  sn  am  u,  dass  das  obige  bestimmte  Integral  als  unendlich  vieldeutig 
zu  betrachten  ist.'*  Obschon  dieses  Prinzip  an  sich  keinem  Zweifel 
unterliegt,  so  darf  man  doch  im  vorliegenden  Falle  die  Anwendung  des- 
selben  bestreiten;  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  geht  nicht 
von  der  Gleichung  z  =  sn  am  u  aus  um  deren  Wurzeln  aufzusuchen, 
sie  betrachtet  im  Gegentheil  das  Integral  u  =  F  (z)  zuerst  und  nachher 
die  inverse  Funktion  z  =  sn  am  w ;  die  Entdeckung  der  Periodicität  von 
sn  am  t^  beweist  dann  weiter  nichts,  als  dass  man  von  einer  der 
Wurzeln  der  Gleichung  z  =  sn  am  u  ausgegangen  ist  und  dass  es  eben 
noch  andere  Wurzeln  giebt.  Uebrigens  wird  die  Sache  klar,  wenn  man 
zunächst  den  Modulus  =  0  nimmt  und  das  trigonometrische  Seitenstack 
zu  den  elliptischen  Funktionen  betrachtet.   Wir  haben  ^  dann 


0 


nehmen  wir  die  Wurzel  absolut,  so  ist  identisch  mit  der  vorstehenden 
Gleichung  .^^^^  ^.8   ,• 

dem  Werthe  z=:0  entspricht  w=0,  zudemWerthe  z  =  i,  welcher  nicht 
überschritten  werden  darf  ohne  auf  eine  divergente  Reihe  zu  kommen, 
gehört 

wo  K  die  Summe  der  Reihe  heissen  möge ;  durch  Umkehrung  der  obigen 
Gleichung  erhalt  man 
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U  tt"  ,  tt* 


Z  =  — —  +  - 


.2.3.4.5 


Diese  Reihe  convergirt  nicht  nur  von  w=0  bis  w  =  £^,  sondern  überhaupt 
immer,  und  man  kann  daher  den  Gang  der  Funktion  z  von  u=0  bis  ti=  oo 
untersuchen.  Findet  sich  dabei  f{2K+  u)=  —  f{u),  f{kK  +  w)  =  +  f{u) 
u.  s.w.,  so  beweist  diess,  dass  ii  =  is  +  i^'  +  etc.  nicht  die  einzige, 
sondern  nur  die  kleinste  Umkehrung  der  Gleichung  z=:zu  —  \^  +  etc. 
ist,  während  noch  unendlich  viel  andere  Umkehrungen  existiren."^) 
Dem  entsprechend  werden  wir  im  Folgenden  das  Integral 


r d% 


als  eindeutig  und  identisch  mit 

betrachten  d.  h.  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  nehmen. 

Wesentlich  anders  wird  die  Sache ,  wenn  die  Gränzen  des  mit  u 
bezeichneten  Integrales  complexe  Zahlen  sind.  Die  einzig  haltbare  und 
genaue  Definition  des  zwischen  den  reellen  Gränzen  %^  und  Z  genom- 
menen bestimmten  Integrales 

,z 

f[z)  dz 


«0 


*)  Auch  bei  anderen  Gelegenheiten  wiederholt  sich  diese  Erscheinung.  Will- man 
z.  B.  die  von  js  =  0  bis  js  =>  —  convergente  Reibe 

"^  **  4        »4. 2»<. 2. 8*4. 2.3.4'' 


summiren,  so  kann  diess  mittelst  der  Bemerkung  geschehen,  dass  u  der  Gleichung 

(4  —  tt)  -5-  =  — - 
^  'dz  z 

genügt,  wie  eine  ganz  gewöhnliche  Rechnung  zeigt.  Das  Integral  der  DifTerenzialgleichung 
ist  CjB==tte"""  oder,  weil  für  ä  =  0  sich  w  in  0  und  -^  in  4  verwandelt,  g=sue''~\ 
Diese  inverse  Funktion  wächst  von  u  =  0  bis  u  =»  4 ,  wo  jb  =  -^  wird,  und  nimmt  dann 

von  tt=  i  bis  u=  00  wieder  ab;  einem  individuellen  z  entsprechen  folglich  zwei  u, 
von  denen  eines  weniger,  das  andere  mehr  als  die  Einheit  beträgt.  Aus  der  Gleichung 
ue'~*=z  abgeleitet,  ist  also  u  zweideutig,  der  Gleichung  a  zu  Folge  eindeutig  —  trotz  dem 
widersprechen  sich  diese  Behauptungen  in  keiner  Weise ;  die  Gleichung  a  reprSsentirt 
die  eine  und  zwar  die  kleinere  Wurzel  der  Gleichung  u€~'^  =  z,  wie  auch  die  Um- 
kehrungsformel von  Lagrange  bestätigt,  die  andere  Wurzel  ist  nicht  in  eine  Potenzen* 
reihe  verwandelbar. 
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erklärt  dasselbe  bekanntlich  für  den  Gränzwerth  der  Summe 

(^i-^o)  A^o)  +  ih—h)  f[h)  + +  (^— ^«-i)  A^«-i) 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Anzahl  (n — 1)  der  zwischen  z^  und 
Z  interpolirten  Grössen 

ins  Unendliche  wächst,  mithin  die  Differenz  zweier  benachbarten  Zahlen 
gegen  die  Null  convergirt;  man  kann  daher  auch  sagen,  dass  das  obige 
Integral  =  Lim  Sf[z)Jz  sei,  wenn  z  das  Intervall  z^  bis  Z  stetig  durch- 
läuft. Wendet  man  diese  Definition  auf  den  Fall  an,  wo  z^  =  x^+y^i. 

Z=  X+Yi  und  i  =  /^ —  1  ist,  so  muss  man  z  als  complexe  Variabele 
ansehen,  welche  sich  von  x^  +  y^i  bis  X+Yi  stetig  ändert;  nach  un- 
serer jetzigen  Kenntniss  von  der  Natur  complexer  Zahlen  bedeutet  jene 
Aenderung  den  stetigen  Uebergang  von  einer  Stelle  x^y^  der  Zahlen- 
ebene zu  einer  anderen  Stelle  XY  d.  h.  eine  Operation ,  welche  auf  un- 
endlich viel  verschiedene  Weisen  ausgeführt  werden  kann,  so  lange 
nicht  eine  bestimmte  Curve  vorgeschrieben  ist,  längs  welcher  der  Ueber- 
gang geschehen  soll.  Dasselbe  zeigt  sich  analytisch;  für  z  =  x+yi 
geht  X  von  x^  bis  X,  y  von  y^  bis  Y,  und  das  Integral 

X+Yi 

f{z)  dz 

erscheint  als  Gränzwerth  der  Summe 

[(^1  — ^o)  +  (yi— yo)»J  fi^o+Vo^  +  [(^2— ^i)  +  (^2— yi)«]  fi^i+yii]  +  •  • 

...  +   [{X  —  Xn^r)  +'{y—yn^\)t]  f{x^^\  +yn^li) 

wenn  die  eingeschalteten  Zahlen  x^,  ^2  •••  ^«-i»  ^i»  ^2  •••  y«-i  ^^^ 
Bedingungen 

Xq  "^  X^  "^  Xj    ....    ^  Xn  —  i  ^  A 

yo<yi<yi  ••••  <y—i  <  ^ 

genügen  und  n  ins  Unendliche  wächst.  Um  zwei  derartige  Zahlenreihen 
zu  erhalten,  braucht  man  nur 

8)  (V=-(p{t),         y  =  v(0 

zu  setzen  und  unter  q:{t),  ip {t)  zwei  willkilhrliche  aber  continuirliche 

Funktionen  zu  verstehen,  welche  für  <  =  <„  und  <  =  T  die  Werthe 

j<P  (0  =  ^0  '         V  ih)  =  »0 
^  W(r)  =  X,  rp{T)=Y 
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geben  and  innerhalb  des  Intervalies  t^  bis  T  nur  wachsen;  schaltet  man 
zwischen  ^^  und  T beliebige  Grössen  t^,  t^,  ...  ^^-1  ein,  so  liefern  die 
Gleichungen  8)  zwei  Zahlenreihen ,  die  den  erforderlichen  Bedingungen 
genügen.  An  die  Steile  der  Differenzen  x^ — x^,  x^  —  x^  etc.,  y^ — y^, 
y«  — Vi  etc.  treten  jetzt  die  Differenzen  von  q>{()  und  rp{t),  daraus  wer- 
den für  unendlich  wachsende  n  die  Differenziale  dq){t)  =  (p{t)  dt, 
d\p{t)  =  \p\t)  dt  und  man  gelangt  so  zu  der  Gleichung 

X+Yi 

1 0)  I  f{z)  dz  =  I  f[cp  [t)  +  ixp  ft)]  [(p\t)  +  ixp'{t)]  dt 


wo  nun  die  Vieldeutigkeit  der  rechten  Seite  unmittelbar  in  die  Augen 
springt.  —  Nur  in  einem  Falle  ist  diese  Vieldeutigkeit  nicht  vorhan- 
den. Wenn  nämlich  eine  Funktion  F{t)  von  t  =  t^hiß  t  =  T  stetig  und 
endUch  bleibt,  so  darf  man  bekanntlich  das  auf  die  vorige  Art  detinirte 
bestimmte  Integral 

T 

F{t)  dt 

auch  als  Differenz  zweier  Spezialwerthe  des  unbestimmten  Integrales 
yF(^)Ä  ansehen: 

F{i)dt=  \F{t)dt  —  \F{t)dt, 


dagegen  ist  diess  nicht  mehr  erlaubt,  sobald  F{t)  für  irgend  einen 
zwischen  t^  und  T  liegenden  Werth  t  =  T  eine  Unterbrechung  der  Con- 
tinuität  erleidet,  man  hat  vielmehr  in  diesem  Falle  erst  die  Zerlegung 


dt  + 


vorzunehmen ,  wo  e  und  e^  verschwindende  Grössen  bezeichnen ,  und 
nunmehr  die  einzelnen  Integrale  nach  jenem  Satze  zu  behandeln.  Von 
diesem  Fundamentaltheoreme  lässt  sich  leicht  eine  Anwendung  auf  die 
Gleichung  1 0)  machen,  indem  man 

ff{z)  dz  =  f^[z)  +  Const. 


•' 
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also 

Jf[(p  [()  +  irp  [i)]  [(p[{()  +  ixp'{t)]  dt  =  f,  [(f  {()  +  ixp  {t)]  +  Const. 

setzt  und  die  Integration  zwischen  den  Gränzen  t  =  t^  und  /  ==  T  aus- 
fuhrt; man  findet  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  9) 

X  4-  Yi 

f{z)dz  =  f,{X+Yt)-f,{T,  +  y,i); 

demgemäss  darf  eine  Integration  zwischen  complex.en  Gränzen  auf  ge- 
wöhnliche Weise  vorgenommen  werden  und  liefert  ein  eindeutiges 
Resultat ,  sobald  die  integrirte  Funktion  zwischen  jenen  Gränzen  weder 
discontinuirlich  noch  unendlich  wird.  Giebt  es  dagegen  ein  oder  meh- 
rere Werthepaare  x  =  i  und  y  =  t]  dergestalt,  dass  X>  S  >  x^, 
r>  iy  >  y^j  und  f{S+f]i)  discontinuirUch  oder  unendlich  wird,  so  tritt 
in  der  That  die  Vieldeutigkeit  wieder  ein,  und  zwar  hat  Cauchy  nach- 
gewiesen, dass  der  sogenannte  Hauptwerth  des  Integrales  um 

+  m  Lim  {«  /*(|  +  tji  +  e)} 

zunimmt,  wenn  die  Funktionen  q){t)  und  tp{()  um  ihre  Variationen  dq){() 
und  d\p  {t)  geändert  werden.  *) 

Für  die  Behandlung  des  elliptischen  Integrales  erster  Art,  bei  wel- 
chem die  Herbeiziehung  complexer  Gränzen  zu  Gleichungen  von  der 

Form 

J^x  +  Yi 
I  ^        ^4=_  -  -  =  u  +  vi,     sn  am  (u  +  vi)  =  X  +  Yi 
0 

fuhren  würde ,  entspringt  aus  den  obigen  Bemerkungen  eine  doppelte 
Wahl;  entweder  verhütet  man  den  Eintritt  einer  Discontinuität  dadurch, 
dass  man  X  <  1  voraussetzt,  oder  man  lässt  X  beliebig  und  untersucht 
die  verschiedenen  Werlhe ,  welche  das  Integral  für  X  >  1  erhält ,  je 
nachdem  längs  der  ejnen  oder  anderen  Curve  integrirt  wird,  wie  diess 
von  Puiseux  geschehen  ist.^)  Dass  sich  Jacobi  durch  die  hervor- 
gehobene Schwierigkeit  in  dem  raschen  Laufe  seiner  Untersuchungen 


*)  Memoire  sur  les  integrales  definies,  prises  entre  des  limites  imaginaires;  Paris  chez 
de  fiure  fr^res,  1825. 

**)  Recherches  sur  les  fonctions  algebriques;  Liouville,  Journal  de  MathemaUques, 
tome  XV  (1850). 
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nicht  aufhalten  Hess,  war  sehr  begreiflich,  zugleich  erklären  sich  daraus 
die  späteren  Theorieen  des  Meislers  und  seiner  Schaler  Cayley,  Eisen- 
stein und  Heine,  ob  aber  der  ursprüngliche  sehr  natürliche  Gedan- 
kengang desshalb  ganz  zu  verlassen  und  sofort  durch  künstlichere  Be- 
trachtungsweisen zu  ersetzen  sei ,  darf  wohl  noch  bezweifelt  werden ; 
aus  den  oben  entwickelten  Gründen  wenigstens  möchte  mit  Sicherheit 
hervorgehen,  dass  die  Theorie  elliptischer  Funktionen  immer  noch  als 
streng  begründet  anzusehen  ist,  solange  das  elliptische  Integral  erster 
Gattung  seine  Eindeutigkeit  behält,  was  bei  reeller  oberer  Gränze  und 
absolut  genommener  Wurzel  immer  und  bei  complexer  Gränze  dann  der 
Fall  ist,  wenn  ihr  reeller  Bestandtheil  weniger  als  die  Einheit  beträgt. — 
Mit  dieser  Beschränkung  würden  die  Entwickelungen  der  Fundamenta 
nova  etc.  noch  umfangreicher  werden,  als  sie  es  ohnehin  sind,  und  es 
liegt  daher  die  Frage  nahe,  ob  sich  die  Resultate,  welche  lacobi  aus 
seinem  Multiplikationstheoreme  gezogen  hat,  nicht  direkt  aus  der  Defi- 
nition der  elliptischen  Funktionen  ableiten  lassen.  Auch  das  Mittel  hierzu 
bietet  sich  von  selbst  dar;  die  in  §  39  u. s.w.  der  fundam.  entwickelten 
Reihen  ftir  sn  amti«  es  amu,  z^amu  etc.  sind  sammt  und  sonders  von 
den  Formen 

iA^  +  A,  cos^.+  A,  cos?^  +  A,  cos?^  + 

Ä,  Sin  -jg-  +  B^sm-^  +  B^sm  -y-  + 

wo  A,  B,  H  constante  Grössen  bezeichnen,'  sie  gehören  also  in  die 
Classe  der  von  Lagrange  und  Fourier  betrachteten  Reihen ,  deren 
Summen  bekanntlich  jeder  gegebenen  Funktion  f{u)  gleich  sein  können, 
sobald  u  auf  das  Intervall  0  bis  H  beschränkt  wird  und  die  Goefficien- 
ten  A«  und  Bn  mittelst  der  Formeln 

A,  =  1  \f{u)  cos ^-|~-  du,         ßn  =  I  \m  sin^  du 

bestimmt  werden;  kann  man  also  die  vorstehenden  Integrationen  in 
dem  Falle  ausführen,  wo  an  die  Stelle  von  f{u)  eine  Funktion  der  Am- 
plitude gesetzt  wird ,  so  hat  man  eine  völlig  direkte  Entwickelung  der 
elliptischen  Funktionen.  Dass  sich  diese  Idee  mit  sehr  geringen  Hülfs- 
milteln  realisiren  lässt,  mögen  die  folgenden  Untersuchungen  zeigen; 
wir  schicken  denselben  eine  kurze  Ableitung  der  wenigen  elliptischen 
Formeln  voraus,  deren  wir  später  bedürfen;  wie  sich  von  selbst  ver- 
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Siebt,  hat  diese  Herleitung  nur  den  Zweck  fortwährende  YerweisungeD 
zu  ersparen  und  die  Sache  von  der  einfachsten  Seite  darzustellen. 


Fundamenialformeln  für  die  irigonometriseben  Funktionen  der 

Amplitude. 

Nimmt  man  das  elliptische  Integral  F{K,(p)  zwischen  den  Gränzen 
0  und  — (p  statt  wie  früher  zwischen  0  und  (p,  so  findet  sich  sehr  leicht, 
dass  dasselbe  sein  Vorzeichen ,  nicht  aber  seinen  Werth  ändert ;  man 
schliesst  daraus 

Iam  ( —  u)  =     —  am  u,      sn  am  ( —  u)  =  —  sn  am  u, 
CS  am  ( —  w)  z=  4-  CS  am  w,      z/am  ( —  m)  =  +  z/am m,  u.  s.  w. 
In  der  aus  den  Formeln  6)  und  1 )  unmittelbar  folgenden  Gleichung 

4 


ersetzen  wir  x  durch  eine  neue  Yariabele  y  mittelst  der  Substitution 

*  =  r4?Ä  oder  y  =  r  ^|r  f!. . 
und  erhalten 

^— ^^  =  1  rjirprfc^^^    rj^  =  snam(Ä-u) 

d.  i.  vermöge  des  ursprünglichen  Werthes  z  =  sn  amu 

12)  ^neim(K—u)  =  ^^^; 

'  '  z/  am  u 

dieser  Formel  lassen  sich  noch  die  folgenden  zur  Seite  stellen: 

1 3)  CS  am  [K — «)  =^  x  ^"^'"^ ,     z/am  {K — w)  =  — - — . 

Ersetzt  man  u  durch  —  w,  so  ergeben  sich  die  Formeln 

sn  am  (Ä^+  w)  = 


CS  am  ik 


CS  am  {K + «)  =  —  U  ^^^-^ ,   J  am  (ä:+  «) 


^  am  tt  '  J  wsku 

Allgemeiner  werden  diese  Gleichungen,  wenn  man  der  Reihe  nach 
K — M,  JfiC+tt,  ^K — w,  2Jfir+M  etc.  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt;  man 
findet  für  ungerade  m : 
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sn  am  (mK +«)  =  (—  1  )*'— «  *"J!^ 


CS  am  (wiA  +  t^)  =  ( —  1)^    ^ 


/J  am  (mÄ^4-«)  =  — - — 

und  für  gerade  m 

sn  am  {mK+u)  ==  ( —  1)'     sn  am  « 

CS  am  (wiif  +  w)  =  ( —  1)      es  amw 

J  am  (wiir+  ti)  rr=r  ^  am  w 

hieraus  folgt  die  reelle  Periodicitöt  der  in  Rede  stehenden  Funktionen; 
für  I»  =  4n  werden  nümlich  die  rechten  Seilen  der  Reihe  nach  sn  am  u, 
CS  am  u,  J  ^m  u,  d.  h.  die  Funktionen  bleiben  dieselben,  wenn  u  um  ein 
Vielfaches  von  iK  zunimmt. 

Will  man  zu  Formeln  gelangen,  in  denen  die  Amplituden  complexer 
Variabelen  vorkommen,  so  muss  man  das  DifTerenzial  dz :  V^(1  —  z*)  (1 — x*z*) 
imaginär  werden  lassen;  diess  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
indem  man  entweder  dem  z  imaginäre  Werthe  beilegt,  oder  indem  man 
die  Grenze  z==i  überschreitet. 

Nehmen  wir  erstlich  das  Integral  von  dz :  /(1 — z^)  (1  —  x*z^  zwischen 
den  Gränzen  0  und  7]i  und  setzen 

u  =  [  -7 —  also      m  =  sn  am  M 

so  erleidet  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Funktion  keine  Un- 
terbrechung der  Continuität,  mithin  darf  das  Integral  auf  die  gewöhnliche 
Weise  angesehen  werden  und  bildet  dann  die  Summe  von  Elementen, 
welche  unter  der  Form 

i    dy 

enthalten  sind,  wenn  y  das  Intervall  0  bis  tj  durchläuft;  demnach  hat  man 


"='i^ 


dy 


0 


Mittelst  der  Substitution  y  =  ^  ^    .  wird  daraus 
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0 


d.i.  wean  man  den  Werlh  des  Integrales  mit  v  bezeichnet, 

nach  Substitution  der  Werthe  von  u  und  jy  ergeben  sich  aus  der  ur- 
sprttnglichen  Gleichung  sn  am  u  =  tri  die  Beziehungen 

(sn  am  (vi)  =  i  tg  am  (v, »') 
es  am  ivv)  =  ^,  ,^  .     >t ,     -^am  (vi)  =  ^,  ^^    '  . . 
^    '  CS  am  (v,  « ) '  ^    '  CS  am  (v,  « ) 

Will  man  die  obere  Gränze  des  in  Rede  stehenden  elliptischen  In- 
tegrales grösser  als  die  Einheit  nehmen ,  so  hat  man  zu  beachten ,  dass 
das  Radikal  V^(1 — z')  (1  —  %^z^  von  z  =  1  bis  2;  =  —  imaginär  ist,  für 
z  >  —  dagegen  wieder  reell  wird ;  dem  entsprechend  sind  die  beiden 
Fälle  zu  unterscheiden,  ob  die  obere  Integrationsgränze  zwischen 
1  und  -^  oder  über  —  hinaus  liegt. 

Um  den  ersten  Fall  zu  erörtern,  sei 

1 


w  =  I  T?====7      mithin     y  =  sn  am  ti; 


'0 

und  dabei  1  >  I  >  x ;  die  Elemente  des  Integrales  sind  dann  theils 
reell ,  theils  imaginär ,  man  sondert  sie  leicht  dadurch ,  dass  man  w  in 
zwei  Integrale  von  0  bis  1  und  von  1  bis  4-  zerlegt.  Der  Werth  des 
ersten  Integrales  ist  reell  =  K,  im  zweiten  Integrale  ist  der  gemachten 
Voraussetzung  zufolge  1  —  z*  negativ  und  1 — x'z*  positiv;  wir  haben 
daher 


w 


•^4 


Durch  Anwendung  der  Substitution  z  =  ^       ,.  ,  wird  hieraus 

y  ^ — j«*y* 


w  =  K^.^ 


0 
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and  wenn  wir  das  rechter  Hand  befindliche  Integral  mit  v  bezeichnen, 
so  ist  gleichzeitig 

w  =  Ä^  +  7" ,     — j^  =  sn  am  (v,  x)  oder  |  ==  Jam  (v,  x). 

Nach  Substitution  der  für  w  und  i  gefundenen  Werthe  nimmt  die  frühere 
Gleichung  sn  am  u;  =  y  die  folgende  Form  an 

snam(g+^)=  ^     \     ., 

lässt  man  —  t;  an  die  Stelle  von  v  treten  und  schreibt  vi  für  —  ^ ,  so 
ergeben  sich  die  Formeln 

Ics  am  {K+  vi)  =  —  i  '  !" '"l '"'^'^ ,     ^  am  (Ä+rt)  =  "' ?*  "°/^' .» ' 

l  v.      •      /  ^  am  (17, « )    '  \      •      /  ^  am  (v,  K ) 

deren  Vorzeichen  sich  durch  die  Bemerkung  finden,  dass  für  t;=:0  die- 
selben Werthe  zum  Vorschein  kommen  müssen,  welche  die  Gleichungen 
14)  für  M=0  liefern. 

Um  endlich  den  zweiten  der  vorhin  erwähnten  Fälle  zu  discutiren, 

betrachten  wir  das  Integral 

j_ 

^        ,^      ,  ,    oder  -4-  =  sn  am  «; 

0 

unter  der  Voraussetzung  eines  beliebigen  acht  gebrochenen  f.  Wir  zer- 
legen w  in  drei  Integrale  von  0  bis  1,  von  1  bis  -^,  und  von  —  bis  ^g ; 
das  erste  Integral  ist  reell  und  =  K,  das  zweite  enthält  nur  imaginäre 
Elemente;  das  dritte  besteht  wieder  aus  reellen  Elementen;  demge- 
mäss  schreiben  wir 

Im  ersten  Integrale  wenden  wir  die  schon  vorhin  benutzte  Substitution 
z  ==  ^    ^        an,  im  zweiten  setzen  wir  z  =  --  und  erhalten  so 

4  ^4 


w 


K  4"^  r     ^y      jL  I     <^v 

■*■  »  I  K  (4-y»)  (4-k'V)  "^  I  n^-y')(<-»»y') 
Jf+^g+^-f^         ^^     ^,; 
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nennen  wir  u  den  Werth  des  letzten  Integrales  und  snbstiiuiren  die  nun- 
mehrigen Werthe 

w  =  2K+  -. w  ,         ^  =  sn  am  u 

in  die  ursprüngliche  Gleichung  smra  w  =-^,  so  folgt 

sn  am  (2JSr  —  u  —  K't)  =  —rr^zrr 

^  /  K  SD  am  14 

oder  wenn  2K  —  u  durch  u  ersetzt  wird 

sn  am  [u  —  K'i)  =  ^,^^J^^j^_^^  =  ^niTi^ ' 

Lässt  man  — «an  die  Stelle  von  u  treten  und  beachtet,  dass  die  Formel 
sn  am  ( — v)  =  —  sn  am  r  auch  bei  complexen  v  gilt,  sobald  man,  wie 
es  hier  geschehen  ist,  die  Definition  des  Amplitudensinus  in  allen  Fällen 
beibehält,  so  ergeben  sich  noch  die  Formeln 

sn  am  {u  +  K'i):=^^ 

'     •  —  -  t   J  aiD  14 


n  sn  am  u 


CS  am  (u+K'i)  =  —  '  ;' ""  "  ,     J&m  (u+K'i)  =  —  »  et  am  «. 

^      '  '  « sn  am  ti  '  \      •  / 


Die  in  den  letzten  Gleichungen  genommenen  Vorzeichen  bestimmen  sich 
durch  die  Spezialisirung  x  =  1 ,  für  welche  k  =  0 ,  JST'  =  ^n  wird 
und  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  in 


0 

übergeht,  woraus  man  erhält 

a?  =  snam(ti,1)  =  ^,^^,^, 

CS  am  (w,  1)  =  ^/  am  (ti,  1)  =  -^^^-u  \ 

man  findet  mittelst  dieser  Substitutionen  die  Gleichungen  1 7)  bestätigt, 
wenn  die  Vorzeichen  so  genommen  werden,  wie  es  geschehen  ist. 

Die  Formeln  1 5),  1 6)  und  1 7)  sind  nur  spezielle  Fälle  der  allge- 
meinen Formeln  für  sn  am  (w+vi),  es  am  {u-Vvi)  u.s.  w. ;  wir  können 
aber  die  letzteren  aus  dem  einfachen  Grunde  übergehen,  weil  sie  zu 
unseren  Entwickelungen  nicht  erforderlich  sind. 
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AUgemeioe  Theoreme  über  periodische  Reihen  mit  complexen 

VariabeleD. 

Wenn  man  sich  schon  bei  der  Betrachtung  von  Potenzenreihen 
nicht  auf  Funktionen  reeller  Yariabelen  beschränkt,  so  ist  es  gewiss  nur 
consequent,  die  von  Lagrange  und  Fourier  gegebenen  Reihenent- 
wickelungen gleichfalls  auf  Funktionen  complexer  Yariabelen  auszudeh- 
nen. Um  diese  Idee  zu  realisiren,  hat  man  vorerst  die  Funktion  f{u+vi) 
in  ihren  reellen  und  imaginären  Besiandtheil  zu  zerlegen,  etwa 

f{u+vi)  =  V  ±Vi 
mithin 

wj  _  nu+vi)+f{u^vi)  y  _  fiu  +  vij-fiU'^vi) 

und  darauf  jede  der  Funktionen  ü  und  V  nach  einer  der  bekannten 
Formeln 

0{u)  =  ia^  +  a,  cos  ^  +  flj  co5  ^  +  ««  cos  ^  +  .... 

H 

H>u>0  ,  a„  z=  ^  I  d>(tt)  cos  ^  du  , 


Ja 


0 


iP{u)  =  h^  sin  -^  +  fr,  sin  =p  +  6,  sin  ^  + 


W     *"(")  sin  -ä- 

Ja 


ZU  entwickeln,  indem  man  0  {u)  entweder  =  ü  oder  =  V  und  9^{u)  =  V 
oder  =  ü  nimmt.  Dabei  ist  H  eine  willkührliche  positive  Constante  und 
auch  V  gilt  in  so  fem  für  constant ,  als  es ,  der  angenommenen  Reihen- 
form zufolge ,  nur  in  den  CoeflScienten  vorkommen  kann.  Die  Art  und 
Weise  dieses  Vorkommens  lässt  sich  aber  auf  folgende  Weise  näher 
bestimmen. 

Ist  F{()  der  DiiTerentialquolient  einer  beliebigen  Funktion  S{t),  so 
hat  man  gleichzeitig 

fpit)  dt  =  S[t) ,  fF{u+ß(}  du  =  S{u+ßi) ,  ifF{a+m)  dv  =  S{a+vi), 

AMiMdl.  d.  K.  8.  G«.  4.  Wineoub.  IV.  89 
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und  erhält  mittelst  dieser  Beziehungen 

ß  ^ß 

1 8)    I  F[u^-ßi)  du  —  I  F{u)  du  =  i\  F[a+vi)  dt;  —  1 1  F[m)  dv. 


Hierbei  ist  indessen  vorausgesetzt,  dass  ein  bestimmtes  Integral  als  Dif- 
ferenz zweier  Spezialwerthe  des  entsprechenden  unbestimmten  Integra- 
les gelten  dürfe,  und  da  eine  solche  Identität  nur  solange  statt  findet  als 
die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Funktion  keine  Unterbrecbang 
der  Continuitdt  erleidet,  so  müssen  wir  die  Richtigkeit  der  Gleichung  48) 
an  die  Bedingung  knüpfen,  dass  einerseits  die  Funktionen  F{u+ßi)  und 
F{uj  von  t/  =:  0  bis  M  =  a,  andererseits  die  Funktionen  F{a+vi)  und 
F{vi)  von  i;  =  0  bis  v  =  /*  stetig  bleiben.  Dieselbe  Determination  fin- 
det sich,  wenn  man  die  obige  Formel  auf  dem  von  Gauchy  angegebe- 
nen Wege  {Moigno  calcul  integral  page  305)  ableitet. 

In  der  Gleichung  1 8)  schreiben  wir  des  Folgenden  wegen  H  und  H' 
für  a  und  /?,  setzen  femer 

F{z)  =  f[z)  cos  ^  .         f[u+vi)  =  y  (t/,  v)  +  t>  (w.  v) 

und  bezeichnen  zur  Abkürzung  die  hyperbolischen  Funktionen  ■^[e^+e"') 
und  \[e" — e"*)  mit  es  hp  x  und  sn  hp  x\  es  ist  dann 

[  q>  {uM')  +  ifp  {ujl)  ]  [cos  ^p  CS  hp  "^  —  i  sin  '^  sn  hp  '^^J  du 

H 

'''''*  du 


-  (m  cos  ?f 

Ja 


i  [[<p{H,v)+i^{H,v)]cosnn  cshp  «^  dt>  — » j  [9(0,»)  +  »v(0,t))]  cshp?|''  dp 

Ja  •'0 


und  durch  Yergleichung  der  reellen  und  imaginären  Bestandtheile 


M'  ^H 


CS  hp  "^f  L  (fi,ff')  cos  ?^  du  +  sn  hp  ^  L  (tt,ff')  sin  "^  du 


^«  du  —  cosnTt  j  1/; {H,v)  cshp'^dv  +  i  yj{0,v)  cshp'^dv 
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und 


CS 


Ja 


)cos-g-<Ä*  —  snhp 


du 


COStlTT 


'm  j  q>{H,v)  csbp  **^  dv  —  1  9)(0,t;)  cshp  *?^  rft;. 

•^0  »^0 


Diese  Gleichungen  vereinfachen  sich,  wenn  für  alle  v  von  0  bis  J7'  ent- 
weder  V'  (ff,v)  und  i/;  (0,t;)  oder  y  (ff,v)  und  g)  (0,v)  gleichzeitig  verschwin- 
den ;  man  hat  dann 


19) 


cshp 


-fl- I  9  («'Ä )  cos -^ 


du  -f-  sn  hp 


du 


Jl  /^(t^)  cos  ^  du,  \  Cond.  ip(H,i;)  =  %^[(i,v)  =  0  | 

0 


20) 


csnp  — ^- 


H-  I  V(«.^)  COS  -g- 


hp'^i  (p{u,H')  sin '^  du 

Jt% 


und  entsprechend 

du  —  sn 

0  •'0 

0,  {  Cond.  (p{H,v)  =  9)(Ö,v)  =  0  } 

Zwei  ähnliche  Theoreme  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  1 8)  für 

Fix)  =  f{z)  sin  !f ; 

man  findet  nämlich  durch  eine  ebenso  einfache  Rechnung 


2f) 


snhp 


0, 


Ja 


nnu 


)  cos  ^-  du  +  CS 


hp  ^  U («. H)  Sin  ^^i*  du 

Ja 


{  Cond.  v(^.«')  =  yj{f>,v)  =  0  } 


und 


22) 


snhp 


-TT  I  V(«.")  cos  -^- 

Ja 


du  —  CS  hp 


nnH    I       /     o'\     ■     n;rtt 


du 


-  JA")  sin  T 


dtt,       \Cond.(p{H,v)  =  g>{0,v)  =  0\ 


29* 
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Die  Gleichungen  19)  und  21)  sind  an  die  nämlichen  Bedingungen  ge- 

«  *  *  * 

knttpft,  auch  kommen  ja,  beiden  linker  Hand  dieselben  Integrale  vor,  .man 
kann  daher  letztere  als  zwei  Unbekannte  ansehen  und  diese  entwickeln ; 
vermöge  der  Beziehung  cs^hpa?  —  sn^hpx==i  erhält  man  so 


23) 


.  f  ^  (w,  H')  cos;*^  du  ^  +  CS hp  '^  [f[u)  cos  ^  du 

2  4)       ■  U  {u:H')  siD  ?p  do  =  —  so  hp  '-^  j /•(«)  cos  "^  du         . 

Jo  •  •'o 

und  auf  gleiche  Weise  aus  den  Formeln  20)  und  22) . 

25)  fV  t«.ff')  cos  *^  d«  =  +  sn  hp  "-^  (fiu)  sin  ?^  du 

26)  9  («..»')  sin  "-g?  du  =  +  CS  hp  ^    A«)  sia  ^^  d«  ; 

dabei  sind  die  Bedingungen 

für  23)  und  "24):     y){H,v)^=  ^p{0,v)  =  0 
für  25)  und  26):     (pIh,v)  =  (p{0,v)  =  0 
endlich  müssen  f{u  +  H't)  und  f{u)  stetig  bleiben  von  tt=:0  bis  u=H, 
f{H  +  f)i)  und  f(+vt)  ebenso  von  v==0  bis  v=H'. 

Die  otigen  Beziehungen  fuhren  unmittelbar  zu  der  gesuchten  Er- 
weiterung der  Fourier'schen  Reihenformeln;  sehen  wir  nämlich  eine 
Ejitwickelung  von  der  Form 

/:(!/)=  i-  a^  +  Oj  cos  s^  +  öj  cos  -^  +  «3  cos  -^  + 


H 

nnu 


a- =^|  [/•(«)  cos  ^d« 

als  schon  bekannt  an,  so  würde  eine  Entwickelung  von  f{u+W  tj  nur 
auf  die  Weise  vorgenommen  werden  können,  dass  man  die  Zerlegung 

f{u+H'i)  =  ip{u,H')  +  iip{u,ir) 

bewerkstejhgte,  dann  etwa 

9,(«,fr)  ==14  + Acos^  +  il,cos^ +  ^008  ??•+.... 

V;(«,ff)=  B,  sin  ^  +  B,  sin  *-^  +  B,  sin  ^  +  .... 
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setzte,  die  Goefficientea  A^  und  B.  nach  den  Formeln  ' 

•    A^  =  ^iq,{u,H')  cos  ^  du,        B,  =  lL(u,fl')sin?^d« 

bestimmte  und  schliesslich  erhielte 

■  f{u^H'i)  =  I  il„  +  il,  cos  ^  +  A,  cos  '-5?  +  A,  cos  5f  +  .... 

•+»  [b,  sin  Y  +  ^9  sin  ?p.+  B,  sin  *^  +  ....] 

Substituirt  man  aber  die  aus  23)  und  2i)  folgenden  Werthe. 

A„  =  a^  CS  hp  -g- ,         Ä,  =  —  «n  sn  hp  -j- , 

und  zieht  die  gleichstelligen  Glieder  zusammen,  so  ergiebt  sieh  äugen- 
bh'cklich 

f{u+Ei)  =  I  «0  +  «1  cos  ^^^^  +  a,  cos  !^^f?^  +  ..... 

•  ■  •  . 

d.  h.  in  Worten : 

Die  von  z=0  bis  z=H  geltende  reelle  Entwickelung 

f{z)  =  y  ^0  +  «1  ^ös  S^  +  ^2  ^^^  ^  +  ^»  cos  ^  +  ..*.. 

*  behält  ihre  Gültigkeit  auch  für  complexe  z=u+H'i,  wenn  erstens 

u  auf  dasselbe  Intervall  wie  vorhin  z  be^schränkt  wiifl,  wenn  femer 

f{u+H't)  und  f{u)  von  «=0  bis  u=H,  ebenso  f{H+vi)  und  f{vi) 

von  v=0  bis  v=^H'  stetigbleiben,  und  wenn  endlich  die  Funktionen 

für  jedes  zwischen  0  und  ff  liegende  v  verschwinden. 
Gehen  wir  ferner  von  der  nachstehenden  Gleichung  aus 

w)  =  fr,  sm  ^  +  fr,  sjn  -^  +  &3  sm  -^  +  .... 


1    f[u)  sin  ?^ 


6,  =  ^lffttUin^dtt 


'0 

und  entwickeln  f{u+ffi}  auf  die  Weise,  dass  wir 

g,  {u,H')  =  C,  sin  ^  +  C,  sin  ?^  +  C,  sin  ^  +    •. 

V»(a,ff)  =  y  Z),  +  D,  cos  5?  +  D,  cos  ^  +  i>,  cos  ^  +  .... 

setzen,  so  bestimmen  sich  C«  und  D^  mittelst  der  Formeln 
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M 


J-  L  (tt,  H)  sin  "^  du,         D„  =  1-  L  (tt,  F)  cos 
Ja  Jq 


nnu 


und  es  ist  dann 

f{u+H'i)  =  +  C,  sin  ^  +  Cj  sin  ?f^  +  C,  sin  ?^  +  ... 

+  i  [I  D,  +  Z>,  cosf  +  iD.cos  '-^+  Ö3Cos?^+  ...]. 
Die  Formeln  26)  und  25)  geben  nun 

Cn  =  ft»cshp  ^-~,         D„  =  6„snhp  ~- 
und  man  erhält  mit  ihrer  Hülfe 

.     f{u+H't)  =  b,  sin  ""-^^  +  b,  sin  '"'^+^^''  +  .... 
d.h. 

Die  für  H>z>0  geltende  reelle  Entwickelung 

f{z)  =  h,  sin  f  +  K  sin  ¥  +  *»«'«¥+ 

behält  ihre  Gültigkeit  auch  für  complexe  z^=:U+H'i,  wenn  erstens 
u  auf  dasselbe  Intervall  wie  vorhin  z  beschränkt  wird,  wenn  femer 
f{u  +  H'i)  und  f{u)  von  u=0  bis  u=H,  ebenso  f{H  +  vi)  und 
f{+vi)  von  t;  =  0  bis  v=ff'  stetig  bleiben,  und  wenn  endlich  die 
Funktionen 

für  jedes  zwischen  0  und  H'  liegende  v  verschwinden. 

Mittelst  dieses  und  des  vorhergehenden  Satzes  kann  man  unter  Umstän- 
den aus  der  Entwickelung  einer  reellen  Funktion  die  einer  complexen 
Funktion  ableiten,  ebenso  leicht  ist  aber  auch  die  Umkehrung  dieser 
Operation.  Man  braucht  in  der  That  die  Formehi  23)  bis  26)  nur  in  der 
umgekehrten  Gestalt  darzustellen,  um  sich  hiervon  zu  überzeugen ;  wäre 
z.  B.  eine  Gleichung  von  der  Form 

bekannt,  so  hat  man  bereits  den  Werth  von 

-A«  ==  |- 1  9 {UyH')  cos  ^  du 
und  die  Formel  23)  giebt 
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'i'" 


) «°« "-F '^«  =  ^li;^' 


'0 

d.  h.  den  Werth  des  Coefficienten  a„  io  der  Entwickeluog 

w)  =  Y  «0  +  «1  COS  -jj  +  Oj  cos  —  +  ^3  cos  -^  +  .... 

Da  dieser  Gebrauch  der  Formeln  23)  bis  26)  für  die  Entwickelung  der 
elliptischen  Funktionen  von  Werth  ist,  so  stellen  wir  die  genannten  For- 
meln in  der  neuen  Gestalt  zusammen : 

Wenn  die  Funktionen 

für  alle  zwischen  0  und  H'  liegende  v  verschwinden,  so  ist 


•^0  Ja 


nnu 


cos  -^  du 


0  «^0 

und  auch 

jB  ^H 

28) 

wenn  dagegen  die  Funktionen 


fm  cos  '^  du  =  -  -^.  f^!t=Ji^,=K!l  sin  ^  du; 

Ja  Ja 


f{a+vi)  +  m-vij  ^jj j  f{vii  +  f{~«{) 


für  alle  zwischen  0  und  H'  liegende  v  verschwinden,  so  ist 

I  f[u)  Sin  -^  du  =  --j-^,.    ü_Ji_^_Li___J  cos  -^  du 
0  •'o 

und  auch 
30) 


^m  sin  ^^  du  =  ^^  Cnu+H'.+fiu,^  ,.,  n^  ,^.  ^ 

Bedingung  für  alle  vier  Formeln  ist  endlich  noch,  dass  einerseits 
f{u  +  H'i)  und  f{u)  vontf=0  bis  u=H,  andererseits  fiH+vi)  und 
f{vi)  von  t;=:0  bis  v=^H'  keine  Unterbrechung  der  Continuität 
erleiden. 
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Entwickelung  der  elliptischen  Funktionen. 

A.     Wenn  u  das  Intervall  0  bis  K  durchläuft,  so  ändert  sich  die 
Funktion  am  (w, x)  stetig  von  am  (0,  x) = 0  bis  em{K,x)=j^n;  der  Ausdruck 

f{u)  =:  am  u y  |r 

bleibt  daher  continuirlich  innerhalb  des  Intervalles  O^bis  K  und  ver- 
schwindet an  beiden  Extremitäten  desselben.  Es  liegt  mithin  nahe  genug 
fürÄ:>M>0 

am  tt  —  ^  =  6j  sin  ^  +  6,  sin  ?^  +  6,  sin  ^  +  .... 

zu  setzen,  wobei  6„  mittelst  der  Foimel 

zu  bestimmen  sein  würde.  Um  zu  entscheiden,  ob  hier  eine  der  Glei- 
chungen 29)  und  30)  mit  Vorlheil  zu  benutzen  wäre,  wenn  man  H=K^ 
H'=K'  und  für  f[u)  den  angegebenen  Ausdruck  setzen  wollte,  unter- 
suchen wir  die  Werthe  von  f{v%),  f{K+vi)  und  f{u+K'i). 

Aus  den  Gleichungen  1 5)  ergiebt  sich 

i  tgam  {vi}  =  —  snam  (v,x'), 

unter  Benutzung  der  allgemeinen  Formel 

erhält  man  weiter  am  {vi)  und  nachher 

Die  Gleichungen  1 6)  liefern  die  Beziehungen 

am  {K+vi)  =  1 1  ("i!"!!^^'"!!!;) 

wobei  der  Ausdruck  »' sn am  (t;, »)  —  1  negativ  und  folglich  zu  schrei- 
ben ist 

am  [K  +  m)  —  -^r-  +  ^  l  \kJ\^J  siizm(v,n))' 

an  die  Stelle  von  ^-^^^  kann  hier  \mn  gesetzt  werden,  wo  m  eine  be- 
liebige ungerade  Zahl  bezeichnet,  da  aber  für  t;=0  die  obige  Gleichung 
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in  amK=in  übergehen  moss»  so  ist  m  noth wendig  =  1  und  man 
findet  so 

Endlich  geben  die  Gleichungen  1 7) 

itgam  (»+«•.•)  = -5^ 

und  hier  kann  man  den  Werth  von  ^—^  entweder  durch  die  Spezialisi- 
rung  %=  1  oder  kürzer  dadurch  bestimmen,  dass  man  u=K  nimmt  und 
den  so  entstehenden  Werth  von  dim{K+K'i)  mit  jenem  vergleicht,  der 
aus  am{K+vi)  {ilrv=K'  folgt;  letzterer  ist  (wegen  in==i) 

daher  auch  im  vorliegenden  Falle  ^^^  =  ^n  und 

fiu+K-i)  =  f  (<-^)  -[1.1  (i=^)  +  ^  ]  i. 

Die  für  f{u),  f{vt),  f{K+vi)  und  f{u+K'%)  angegebenen  Werlhe  erfüllen 
in  der  That  die  Bedingungen,  welche  das  Bestehen  der  Gleichungen  29) 
und  30)  erfordert,  zugleich  ersieht  mao,  dass  die  Formel  30)  zur  Kennt- 
niss  von  6«  fuhren  muss,  weil  der  Ausdruck 

f{u+K'i)+f{u--K'i) 

d.  h.  der  reelle  Bestandtheil  von  f{u+K'i)  im  vorliegenden  Falle  alge- 
braischer Natur  ist.   Man  hat  nun 


*  ^  I    *    /j  •*\  r,:^  »***  J-  ^ 


oder  auch,  wenn  die  Jacobi'sche  Bezeichnung 


1 

cshp 


e 
angewendet  wird 


n/r 

K 


b  — 1-?!- 

vermöge  dieser  Bestimmung  von  6^  haben  wir  die  für  K>u>0  geltende 
Entwickelung 

welche  sich  vermöge  der  Gleichung  am  {—u)  =  —  am  {u)  auf  die  Gren- 
zen u= — Khisu=K  ausdehnen  lässt. 
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Gelegentlich  ergiebt  sich  hier  noch  eine  zweite  Entwickelung.  Die 
Formel  29)  führt  nämlich  zu  der  Gleichung 


Ja 


0 

die  man  jetzt,  wo  b^  bekannt  ist,  zur  Ermittelung  des  Werthes  des  rech- 
ter Hand  befindlichen  Integrales  benutzen  kann ;  man  hat  nämlich 

[t  ^  [i-j,;muj  -  SF J  «<*S  ^  *^  =  -JT  ^^P 

Jq 


der  Ausdruck  zur  Linken  ist  nichts  Anderes  als  der  Werth  von  a^  in  der 
Entwickelung 

2Jt 


2       V,  ^-—Jamu  ) 


=  i^ÜQ  +  a^  COS  Y  +  ^2  ^^s  ^  +  öj  cos  ^  +  .... 
und  man  hat  daher  wegen 

o«  =  -JT  tghp  -£-  =  IT  1+^ ' 

i«o  =  W  =  --^^ 
die  folgende  ftir  K>u>0  geltende  Gleichung 

dieselbe  ist  übrigens,  leicht  auf  beliebige  reelle  u  auszudehnen,  indem 
man  bemerkt,  dass  beide  Seiten  der  Gleichung,  unabhängig  von  einander 
betrachtet,  periodische  Funktionen  von  u  sind,  welche  die  Eigenschaft 

mK+u)  =  f{iK+u)  =  neK  +  u)  ...  =  f{u)  =  f{-u) 
gemeinschaftlich  besitzen. 

Durch  Anwendung  der  identischen  Gleichimg 


i 


4-J-^n  4  +  g»« 

zerfällt  die  obige  Reihe  in  zwei  Theile,  deren  erster  mittelst  der  Formel 

^  eos  z  +  i  cos  2z  +  i  cos  3z  +  ...  =  —  i2  —  4^/  sin*  ^z 
summirbar  ist;  die  Gleichung  32)  ninmit  dann  die  folgende  Form  an 

33)|/(;-^S)=|/(2?sin||)*+2J|4;7Cos^"+4-4;^cos?^-+... 

aus  welcher  noch  ein  weiteres  Resultat  dadurch  abgeleitet  werden  kann, 
dass  man  K —  u  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt. 
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B.   Wir  versuchen  zweitens  die  Entwickeiung  von  f{u)  =  /^am  u, 
indem  wir  für  K>u>0 

IJ^mu  :^=:  Y^o  +  «1  COS  ^  +  flj  cos  ^  +  flj  COS  ^  4:  ••. 

a„  =  -  j/ v/amu  cos  ^  dti  =  -|  [/"(u)  cos  ^  du 

setzen  und  a»  mittelst  einer  der  Formeln  27)  oder  28)  bestimmen.   Die 
Anwendbarkeit  der  letzteren  ist  Hier  darin  begründet,  dass  die  Funktionen 

f{u+K'%)  =  l  ctam  w  —  -j-  /  (—  1) 
den  bei  den  Formeln  27)  und  28)  angegebenen  Bedingungen  genügen ; 
zugleich  hat  man 

ü  —  ~  T  "T~  —        «  ^^ 

wo  fi  eine  beliebige  positive  oder  negative  ungerade  Zahl  bezeichnet, 
und  es  liegt  daher  die  Anwendung  von  Formel  28)  am  nächsten;  sie  giebt 


ö»  =  f  ,    JnniC^  I  Si 
A  snhp  -^.-  I 


sin  -^  du  =  ^        ^„, 

^  "  80hp  -^ 


'0 

oder  durch  Einführung  von  q 

ji*(1 — cosnir)       29* 


a. 


Geben  wir  fi  in  den  verschiedenen  Gliedern  verschiedene  Werthe  und 
lassen  den  Coefficienten  a^,  der  sich  hier  nicht  direkt  findet,  vor  der  Hand 
noch  unbestimmt,  so  ist  die  Entwickeiung  folgende 

Um  zunächst  die  ungeraden  Zalilen  fi^,  /I3,  fi^,  ...  zu  bestimmen,  differen- 
ziren  wir  beiderseits  in  Beziehung  auf  u,  setzen  in  der  neuen  Gleichung 


x'  SQ  am  u  CS  am 


^am« 


u  =  ~  und  für  den  Augenblick  --^=(),  multipliziren  endlich  mit  ^K' 
und  erhalten  so 

ru'snam  — csam- 


TT. =  -7-^^  ^^^^  +    :>,  ^   U  ßl»  3z  + 


a^am—  e   — a  a     — e 

für  »=1  alsoJf=oo,  K'=:\n,  (>=0,  am(oo,1)=:^;i:  wird  diese  Glei- 
chung zur  folgenden 
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woraus  unmittelbar  hervorgeht,  dass  fi^=zfi^=fi^...  =  i  sein  muss.  Um 
zweitens  den  Coefficienten  a^  in  der  nunmehrigen  Gleichung 

/^am t*=iao  +  4  {1  ^  cos  ?  + 4- j^  cos  ^ +  ....} 

ZU  bestimmen,  bedarf  es  nur  der  Formel 

Jamu  Jam{K—xi)=%  oder  i^amtt  +  /^am(iJ' — u)=lx; 
man  findet  augenblicklich  0^=^'  mithin 

34)     lJ^mu=\U  +  4  {I  ^.  cos  f  +  -J-^.  cos  ^-^^  +  ...} 

Wendet  man  die  Formel  27)  auf  den  vorliegenden  Fall  an,  so  ist 

2^1   i^x «Jft» 


hp-?rj 


a„  =  -F ^nr»  I  /ctam ti  cos  -~^  du 

CS 

'0 


'«  —  ^  ,^r'  I --"    j: 


oder  umgekehrt  und  vermöge  des  Werthes  von  a„ 

^^'lctam«cos«-pd«  =  lz:^'l±g; 

0 

der  Ausdruck  linker  Hand  bedeutet  den  Coefficienten  von  cos  ^ ,  wenn 
/ctamu  in  die  Cosinusreihe  umgesetzt  wird,  und  man  hat  daher 

/ctam«  =  ifx  +  2  {I  ;-±^  cos  ^  +  i.  1±^  cos  ?P  +  .... } 

Zerlegt  man  rechter  Hand  jedes  einzelne  Glied  in  zwei  Theile,  so  fuhrt 
die  Anwendung  der  Formel 

4^  cos  Ä  +  4^  cos  Zz  +  \  CiO&  bz  +  =  \  l  cot*  \z 
leicht  zur  folgenden  Entwickelung 

35)  /tgam«=f(^  tang)-4{-i^cos'^  +  i-^cos?p+...) 

Mittelst  der  reellen  Periodicität  der  elliptischen  Funktionen  überzeugt 
man  sich,  wie  vorhin,  leicht  von  der  AUgemeingUltigkeit  der  Formeln 
34)  und  35). 

C.   Um  zu  einer  Reihe  für  /snamt^  zu  gelangen,  setzen  wir 

f[u)=l  ('^^\  =  /snamw  -  Zsin  ^ 

und  suchen  diese  Funktion  in  eine  Reihe  von  der  Form 
zu  verwandeln.   Die  Formeln  1 5)  und  1 6)  geben 
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■ 

f{vt)  =  /tgam(»,x')  —  /snhp  g 
f{K+vi)  =  —  lJam{v,n)  —  /cshp  g 

ferner  erhält  man  aus  den  Gleichungen  17)  unter  Anwendung  der  Formel 

l{a+ßi)  =^  -J-/(a»+/S»)  +  (Arctan-J+H* 
und  anter  Berttcksichtigung  der  Gleichungen 

leicht  den  Werlh 

-  i  [  Areto  (!^;  cot  fl)  +  A»] 

Man  erkennt  aus  diesen  für  f{vi),  f{K+in)  und  f{u+K't}  gefundenen  Aus- 
drucken die  Anwendbarkeit  der  Formeln  27)  und  28);.  namentlich  giebt 
die  letztere 

oder  durch  Einführung  einer  neuen  Yariabelen  fv=^,  und  wenn  man 
den  hyperbolischen  Sinus  durch  q  ausdrückt 

^n  =  ^  j^  1  {  Arclan  (|=|  cot  ^)  +  fin]  sin  nwdw 

Die  vorstehende  Integration  ist  mittelst  der  bekannten  Formel 
Arclan  (J=J  cot  f)  =  ^^  sin  w  +  ^^  sin  2w  +  ^-^  sin  3«;  +  ... 
sehr  leicht  ausführbar  und  liefert 

2g«      f<  — g*     ,    o      4— cosnir  ^ 

o- =  id^  ( -r^  +  V  — r— } 

=  4  <^  fllr  gerade  n, 

=  T  4^  +  T  r^  f'*''  «»gerade  «. 

Die  gesuchte  Entwickelung  ist  daher  bis  jetzt  folgende 


nu 


Isnamu  —  /  sin  ^ 


+  8{^i:!^.cos'^«+^,-^.cos?^«+«^4,cos«^.+  ...} 
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Um  die  ganzen  Zahlen  fi^,  fi^,  fi^,  ...  zu  bestimmen,  differenziren  wir  die 
vorstehende  Gleichung,  nehmen  in  dem  Resultate 

—  ctamt/  J^mu  +  ^  cot  ^ 

^;=z  und  multipliziren  beiderseits  mit  Jf',  indem  wir  gleichzeitig  —^=Q^ 
also  q:=ze''^  setzen;  es  ist  dann 

—  if'ctam  - +  4rö  cot  4 


sinz+    -^ —    sin  2z  +      ^^       sin3z  +  .... 


+  *  { -r^  sinz  +  -^j^^^  sin  3z  +  -^j?^^  sin  5z  +  ....  l 

(ÜT  n=i  j  K=:  oo  ,E'=in,  ()  =  0,  am(oo  ,  1) =4^ ;r  wird  die  vorstehende 
Gleichung  zur  folgenden 

0  =  ^  sinz  +  ^  sin  3z  +  ^-  sin  5z  +  .... 

und  man  erkennt  aus  ihr,  dass  [i^=fi^=:[i^  etc.  =0  sein  müssen.  Inder 
nunmehrigen  Entwickelung 

sn  am  u  . —  l  sm  j^ 

=  i««  +  2  {rr-h  ^'os  "^  +  14;^  cos  ??  + 1^  cos  ?--♦  +  ...} 

kommt  es  jetzt  noch  auf  die  Bestimmung  von 

^ÜQ  =  -^  I  M  snam  u  —  /sin  ^ j  cfti 

'0 

an.     Man  gelangt  hierzu  mittelst  der  Formel  27) ,    welche  ftir  n  =  0, 
f[u)  =  /  sn  am  w  —  /  sin  ^  die  folgende  Beziehung  liefert 

nsnamu  —  /sin  ^  j  du 

0 
integrirt  man  die  einzelnen  Bestandtheile  und  vereinigt  die  beiden  Inte- 
grale, in  denen  /sn am ti  vorkommt,  so  ist  zunächst 
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nu 


2  I  /  snamu du  =  K  [i(i-)  —  iJ  (i'^)]  +  p  sin  ^  du 


'0 


ih(<— 2?cos^  +  q^)du. 

0 

Die  Werthe  der  rechter  Hand  verzeichneten  Integrale  Gndet  man  leicht 
dadurch^  dass  man  erst  die  Substitution  ^=w  und  nachher  die  von 
w=0  bis  w=n  geltenden  Formeln 

/  sin  ^w  =  — li  —  ^cosw  —  4-C0S2«;  —  ^cosSii;  —  .... 
il  (1 — 2qco8w+q^  =  — ^qcosw  —  ^q^cosiw  —  ^^g^cosSw  —  ... 
in  Anwendung  bringt;  man  erhält 


lsin^du=:-\l  sin  ^wdw  =  —KB 

i  I  /  (1  — 2g  cos  ^  +  q^)du  =  ^\il  {i  —  iiqcosw  +  q^)dw  =  0 
es  bleibt  daher 

2I  lmBmudu=K[l(^)  —  il(j^)]  —KU 
oder 

Ismmudu  =  ^K  ^  (-7^)- 
Mittelst  der  hier  entwickelten  Integralwerthe  findet  sich 

und  man  gelangt  so  zu  der  Formel 

deren  Gültigkeit  ursprünglich  auf  das  Intervall  0  bis  K  beschränkt,  aber 
leicht  auf  jedes  reelle  u  auszudehnen  ist. 

Um  eine  Reihe  für  /csamu  zu  erhalten,  kann  man  entweder  von 
der  Formel 

Icsamu  =7snam(liC — u)  +  Uamu 
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ausgehen  oder  kürzer  die  Gleichung  35)  von  der  obigen  subtrahiren ; 
das  Resultat  ist  in  beiden  Fallen : 

37)    icsamu  =  l(^-^^^J^cos 

und  zwar  sind  die  rechter  Hand  vorkommenden  Nenner  von  den  Formen 
1  +  g"  und  1  —  g"  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

D.  Nach  den  bisherigen  Entwickelungen  liegt  der  Gedanke  nahe, 
für  snamti  and  csamu  selber,  statt  für  ihre  Logarithmen,  Reihen  aufzu- 
suchen und  dabei  wiederum  die  Formeln  27)  bis  30)  zu  benutzen ;  dies 
ist  in  der  That  möglich,  nur  muss  man  dafür  sorgen,  dass  die  für  f{u) 
substituirten  Funktionen  den  zur  Gültigkeit  der  Gleichungen  27)  bis  30) 
noth wendigen  Bedingungen  genügen,  was  bei  den  Funktionen  snamu 
und  CS  am  u  nicht,  wohl  aber  bei  ihren  Integralen 

snamudu  =  /(z/amti  +  xcsamu) 

I csamudu  =  ^  Aresin (» sn am w) 

der  Fall  ist,  wenn  man  H=%K  und  H'=K'  setzt.  Diese  Werthe  von 
ff  und  H'  erfordern  aber  die  Kenntniss  der  Werthe  von  snam(2Jr+vt) 
und  csam(2£+^)>  und  da  sich  diese  bei  dem  von  uns  eingeschlagenen 
Gedankengange  nicht  von  selbst  ergeben  haben,  so  gehen  wir  einen 
andern  Weg,  der  überdies  noch  rascher  zum  Ziele  führt. 
Ersetzt  man  die  Yariabele  q>  in  der  Gleichung 

i9 


/ 


''(».»j 


dtp 


'0 


durch  eine  neue  Veränderliche  xp,  welche  von  jener  mittelst  der  Landen'- 
schen  Gleichung 

9>  =  Arctan  »Si 


JC  +  COS 

oder 

^^9  =  ^  +  coX-         ^^^  (2V— V)  =  »  sin  9 
abhängig  ist,  so  ergiebt  sich  bekanntlich 


0 


^      -r-|p-(r$^»taV 
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oder  nach  der  Legendre'schen  Bezeichnung 

Ist  im  speziellen  Falle  (p=:n  mithin  F(x,7r)  =  2F{n,^7i),  so  wird  1^^  = 
i^n  und 

Für  ?^  =  /rirr^  folgt  daraus 

oder  wenn  man  wieder  k  für  A  und  die  Gleichung  in  umgekehrter  Ord- 
nung schreibt: 

F(rHjp)*.T)=^"^(».i)^ 

die  beiden  Gleichungen  enthalten  zusammen  den  Jacobi'schen  Satz: 
wenn  x  durch  j^^,  mithin  x'  durch  ^-^  ersetzt  wird,  geht  K  in  (1+x)lf, 

Ä'  in  -'^—  K'  und  folglich  ^  in  ^/'q  über.  —  Nehmen  wir  wieder  den 
Fall  eines  beliebigen  (p  vor,  so  ist  vermöge  der  für  tan  9  angegebenen 
Gleichung 

i  44-«  —  2sin'i^  „•  %  sin  u>  cos  Uf 

cos  op  =  rrz  ^^        ^  ,      sm  cp  =:  j-p-  ^      ^ 


und  es  lassen  sich  diese  Formeln  leicht  in  die  Jacobrsche  Bezeichnungs- 
weise  übertragen,  wenn  man  statt  der  Gleichung 

einfach  v  =  *■—  u  schreibt,  woraus 

9)  =  am  (m, x)  und  ^  =  anj  (y,  qp^)  =  am  (^^t*.  qp^) 
folgt ;  die  obigen  Gleichungen  lauten  jetzt 

38)  csam («.x)  =  4,  A^>  ^r.x^'' ^ 

39)  snam  (u,  x)  =  ^^ ^     ^     /  +,    «An "^ 

Mittels  dieser  Formeln  kann  man  auf  folgende  Weise  zu  Reihen  für 
^am«,  csamu,  snamu  gelangen. 
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Durch  Differenziation  der  Gleichung  31)  ergiebt  sich  wegen  dsmu 
=  Jdimudu 

40)        ^amu  =  ,^  +  »^  j^  cos  "^  +  ^.  cos  ?^«  +  ... 

ferner,  wenn  man  K — u  an  die  Stelle  von  u  treten  lasst, 

4^)       lL.  =  rK-  T  It^  cos  V"  -  4;^.  cos  -f  + } 

Die  Differenz  beider  Gleichungen  ist 


4 — x'sn'amei — n 


Jhvau 


setzt  man  ^^  für  x,  also  J^  für  x ,  (1+x)Ä^  für  K,  /q  für  q  und  lässt 

gleichzeitig  -^w  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  verwandelt  sich  die  linke 
Seite  der  obigen  Gleichung  in 

//am  ^^-y-M,  j^^ 

und  man  erhalt  augenblicklich 

42)  csamu  =  ^  |^^  cos  ^  +  ^  cos  ?^"  +  ^.  cos  ^«  +  ...) 
ferner,  wenn  K — ufih'  K  eingesetzt  wird, 

*3)  TSSli  =  i?l  Irr,  s^^  äz  -  H?  sm  -^  +  ^.  sm  ^  -  ...J 

Aus  der  für  Uannu  gefundenen  Gleichung  34)  ergiebt  sich  durch 
Differenziation 

X*  an  am  u  CS  am«         Air  (     q      ^.     nu    ,       g*       »^  Swi«    ,  ) 

Tli^ =  T  Irr?  si°  T  +  7=T'  ^'°  "T  +    -i 

und  wenn  man  hier  wiederum  -i^^  ^^  *  ^^d  -^^w  für  u  setzt,  so  wird 
die  linke  Seite 

4;,      »nam  (^^«,  ^-^j  caam  (^>X-u,  —  j  ^ 

man  gelangt  so  zu  der  Formel 

44)  snamu  =  ^-^  \^^  sm  ^^  +  ^  sm  —  +  ^.  sm  ^  +  ....j 
aus  welcher,  wenn  K — u  für  u  eintritt,  noch  die  folgende  Gleichung  fliesst 

E.   Aus  den  hier  gegebenen  Entwickelungen  lassen  sich  die  übri- 
gen von  Jacobi  entdeckten  merkwürdigen  Formen,  unter  denen  snamti, 


*—  snamu; 


sm 
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csamu  und  Jamu  dargestellt  werden  können,   unmittelbar  ableiten. 
Geben  wir  z.B.  den  Gleichungen  44),  42)  und  40)  die  Formen 

_csam  —  =  /g   j  j-j^   +  ?^-^  +  ^L_j-^  +  .... 

2^  >#«^  '^         i  i-i    UcoSia?    ,    o'cba^a;    ,    o*cos6aj   ,         ) 

entwickeln  rechter  Hand  Alles  nach  Potenzen  von  q  und  vereinigen  dann 
die  Glieder  in  anderer  Ordnung,  so  gelangen  wir  zu  den  Formeln 

^  snam  — 

""*''  i4-2yCOs3«+9*  ^  <-8«»c08«a!-|-«'  ^  1-89'«»««+«"  "^  *•■*  !   . 

,-csam  — 

(  o*±i  o»üi'  e»i±<  1 

Gebt  man  von  den  Gleichungen  36),  37)  und  34)  aus,  so  kann  man  ihnen 
zunächst  die  folgenden  Formen  ertheilen 

/CS am  —  =  / (— Y=f ^;  +  2  [^^^  +  ^^^:::^.y  +  .... 

/^am  — =  /(/x)  +  4  j^^^_^j  +  L-^j+?^^ 

daraof  Alles  nach  Potenzen  von  q  entwickeln,  die  entstehenden  Glieder 
mittelst  der  Formel 

4^/(1 +2r  cos  2:r+r*)=4^f  cos  2a: — 4^f*cos4a?+^r'cos6ir  — ... 
zusammenziehen  und  von  den  Logarithmen  der  Funktionen  zu  den  letz- 
teren zurückgehen ;  man  findet  so 

%Kx 

snam  -= 

2Ky8iDa;  (4 -~ gg* cos aa;  +  g*)  (4~-ag^C08aa?+g')  (4  — gg*cos8a;+0  .... 

ri         (4  — igcosaaj-f"«')  (^—^q'cos^x  +  q")  (4— 25*C082aj+9*T-- 

iKx 

CS  am  — 

IT 

ar^'Y^cosa;  (44-2g'cosaa?  +  g*)  (4+ Vcos8a?  +  g')  (4+ag'co8ia?+g**) .... 

K5  (4  — 2g cos 2a; +5*)  (4---Jg»C08«a?+9*}  (4  — 2g»  cos  «a?+0  •••• 

30* 
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%Kx 


z/am 


n 


,-/  M +89 cos 80?+^*)  (1+8^'cosga?+g*)  f4+8g»co8^-f  Q.... 

Y^    (4—290082x4-9*)  (*"^*9*C082a54-9*j  (<  —  29*00fi2ic-j-O.... 

Jacobi  hat  ferner  gezeigt,  dess  für  \>q>0  immer  folgende  zwei  iden- 
tische Gleichungen  stattfinden  (fund,  No.  64) 

{i~2qcos2x+q^)  {\'^^^cosix+^)  {i  —  2fcos2x+q^)...: 

=  -^1  1 — 2g cos 2^+3^*008 4a; — 25^cos6a?+29*«cQs8a?--^...  | 

und 

2^qsmx{\  —  2q^cos'2x+q^)  (1  — 2(/*cos2a?+5f»)  {\  —  2fcos2x+q^^]... 

=  {  [S^siniT— 2^9»sm3j?+2^9»sin5a:— 2^9«sin7a;4-...j 
worin  Q  den  Werth  des  unendlichen  Produktes 

bezeichnet;  macht  man  von  diesen  algebraischen  Transformationen  da- 
durch  Gebrauch,  dass  man  zwei  Transcendenten e (u)  und  h(u)  mittelst 
der  Definitionen 

e{u)  =  4  — 2g  cos  ^  +  2g*  cos  ^  —  2/ -cos  ^  + 


TTV  a  V— Ä  »•-  3;rtt    ,    ck  4^'9k     •      5*^«* 


H(u)  =  2  Y'q  sin  ^  —  2^^  sin  ^  +  »y,«!  sin  ,j^      

in  die  Rechnung  einführt,  so  gestalten  sich  die  obigen  Prodqjcte  zu  Quo- 
tienten von  je  zwei  solcher  Transcendenten ;  es  wird  nämlich 

snamu=::^^ey'     ^^^^^^  =  '  T  "eliT"'     ^amtt= /x  -^7^^. 
Vermöge  der  Gleichung  {Jaxnuf=:i  —  x^sn^amu  findet  zwischen  den 
elliptischen  Transcendenten  e  und  h  die  Beziehung 

statt,  und  damit  sind  die  elliptischen  Funktionen  erster  Art  auf  die  eine 
Transcendente  e  zurückgeführt. 

Was  die  Entwickelung  der  elliptischen  Funktionen  zweiter  und 
dritter  Gattung  betrifft,  so  möchte  das  Jacobi'sche  Verfahren  wohl  das 
kürzeste  bleiben,  und  wir  brauchen  desshalb  nicht  weiter  darauf  einzu- 
gehen. Will  man  endlich  die  sttmmtlichen  elliptischen  Funktionen  mit 
beliebigen  complexen  Variabelen  versehen,  so  kann  man  die  Transcen- 
dente e  zum  Ausgangspunkte  nehmen  und  dann  haben  die  mitgetheilten 
Untersuchungen  immer  noch  den  Vortheil,  dass  man  bereits  den  Zusam- 
menhang kennt,  welcher  zwischen  dieser  Transcendente  und  den  ellip- 
tischen Funktionen  reeller  Argumente  stattfindet. 
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THEORIE  DES  AEQÜATOREALS. 


Im  Jahre  1826  habe  ich  schon  in  einer  besonders  gedruckten  Ab- 
handlung die  Theorie  des  mit  einer  parallactischen  Aufstelhmg  verbnn- 
denen  Heliometers  erklärt,  und  dabei  alles  Wesentliche  berücksichtigt. 
Da  in  diesem  Thema  das  Aequatoreal  gegen  das  Heliometer  an  sich  von 
selbst  in  den  Hintergrund  tritt,  so  hatte  ich  in  dieser  Abhandlung  das- 
jenige, welches  das  Aequatoreal  oder  die  parallaclische  Aufstellung  be- 
trifft, kurz  behandeln  dürfen.  Kurz  nach  dem  Erscheinen  dieser  Ab- 
handlung habe  ich  aber  eine  andere  Abhandlung  ausgearl)eitet,  worin 
sowohl  die  Theorie  des  Aequatoreals  wie  die  des  Heliometers  mit  mög- 
lichster Ausführlichkeit  entwickelt  ist;  diese  Abhandlung  ist  bis  jetzt 
noch  nicht  gedruckt  worden ,  woran  der  Umstand  mit  Ursache  ist,  dass 
nicht  lange  darauf  von  Bessel  eine  Abhandlung  ttber  denselben  Gegen- 
stand erschien ,  welcher  späterhin  zwei  andere  nachfolgten. 

Ktlrzlich  bekam  ich  zußlllig  Veranlassung  mein  Manuscript  wieder 
vorzunehmen,  und  es  liegen  ausser  dieser  noch  folgende  Gründe  zu 
dessen  YeröQentlichung  vor.  Erstens  wird  man  sehen,  dass  manches 
darin  vorkommt,  welches  in  Bessels  Abhandlungen  nicht  zu  finden  ist, 
so  ausführlich  diese  auch  sonst  sind;  zweitens  bin  ich  der  Meinung, 
dass  die  Anwendung  des  Aequatoreals  als  solches  in  der  letzten  Reihe 
von  Jahren  mit  Unrecht  ganz  oder  fast  ganz  übergangen  worden  ist, 
indem  ich  dafür  halte,  dass  man  ein  zweckmässig  gebautes  Instrument 
dieser  Gattung  mit  grossem  Nutzen  und  Zeitersparniss  zu  Cometen- 
beobachtungen  und  den  Beobachtungen  der  kleinen  Planeten  anwenden 
kann ;  drittens  begreift  die  Theorie  des  Aequatoreals  die  des  Universal- 
instrnments,  des  Theodoliten,  des  Meridiankreises,   des  Höhen-  und 
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Azimuthaikreises  oder  des  Höhenkreises  überhaupt/ [und  die  des  Pas- 
sageninstruraenls  als  specielle  Falle  in  sich.  Um  aber  diese  Abhandlung 
nicht  zu  weit  auszudehnen,  beschränke  ich  mich  hier  auf  das  Aequato- 
real,  und  lasse  dasjenige,  welches  das  Heliometer  und  die  andern  ge- 
nannnten  Instrumente  speciell  betrifft,  weg. 

Die  Theorie  eines  jeden  astronomischen  Instruments]^  muss  er- 
klären, wie  man  aus  den  Angaben  desselben,  die  man  durch  die  Ein- 
stellung irgend  eines  Punkts  der  Kugeloberfläche  (Himmelskugel)  er- 
hält, die  wahren  Coordinaten  desselben  zu  berechnen  hat,  und  sie  muss 
zeigen,  wie  man  die  hiezu  erforderlichen  Hulfsgrössen ,  die  Reductions- 
elemente,  finden  kann.  Abgesehen  von  der  Biegung  des  Fernrohrs,  die 
ein  mehr  physisches  als  mathematisches  Reductionselement  ist,  kommen 
beim  Aequatoreai  sechs  Reductionselemente  in  Betracht,  und  von  diesen 
werden  in  dieser  Abhandlung  drei  verschiedene  Systeme  nach  und  nach 
eingeführt.  Diese  sind : 

I.  1)  Die  Entfernung  des  Pols  des  Aequatoreals  von  dem  Pol  des 

Aequators. 

2)  Der  Stundenwinkel ^  unter  welchem  der  Pol  des  Aequato- 
reals  liegt. 

3)  Der  Winkel ,  den  der  durch  diese  beiden  Pole  auf  der  Kugel- 
oberfläche gezogene  grösste  Kreis  mit  dem  Meridian  des 
Aequatoreals  macht. 

4)  Der  Winkel ,  den  die  Stunden  -  und  die  Declinationsachse  des 
Aequatoreals  mit  einander  machen. 

5)  Der  Winkel,  den  die  Declinationsachse  und  die  Absehenslinie 
des  Fernrohrs  des  Aequatoreals  mit  einander  machen. 

6)  Die  Collimation  des  Declinationskreises. 

Der  Unterschied  zwischen  den  unter  2)  und  3)  genannten  Re- 
ductionselementen  kann  die  Collimation  des  Stundenkreises  genannt 
werden. 

II.  1)  Das  Azimuth  der  Stundenachse. 

2)  Die  Neigung  der  Stundenachse  gegen  das  Zenith  oder  den 
Horizont  des  Beobachtungsortes. 

3)  Die  Angabe  des  Stundenkreises,  wenn  das  Fernrohr  des 
Aequatoreals  auf  das  Zenith  des  Beobachtungsortes  ge- 
richtet ist. 

4)  5)  6)  wie  vorher. 
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Das  hier  unter  3)  angeführte  Keduclionselement  könnte  auch  die 
Collimation  des  Stundenkreises  genannt  werden,  da  derselbe  Null  zeigen 
muss,  wenn  das  Fernrohr  die  bezeichnete  Lage  hat.  Allein  da  in  dem 
Ausdruck  für  die  Reduction  der  Ablesungen  am  Slundenkreise  ausserdem 
noch  ein  constantes  Glied  eintritt,  so  habe  ich  für  dieses  Reductions- 
element  die  Bezeichnung  als  Collimation  nicht  eingeführt. 

in.   1)  Der  Bogen  grössten  Kreises ,  oder  der  Winkel  zwischen  der 
(verlängerten)  Declinationsachse  und  dem  Pol  des  Aequators. 

2)  Der  Stundenwinkel,  unter  welchem  dieser  Bogen  liegt. 

3)  Der  Winkel,  den  die  Ebene,  die  diesem  Bogen  entspricht, 
mit  der  durch  den  Nullpunkt  des  Declinationskreises  und  die 
Declinationsachse  gelegten  Ebene  macht. 

4)  Der  Winkel,  den  die  Declinationsachse  mit  der  Absehenslinie 
des  Fernrohrs  macht,  das  ist  dasselbe  unter  I.  und  11.  mit  S) 
bezeichnete  Reduclionselement. 

In  diesem  dritten  System  erscheinen  nur  vier  Reductionselemente, 
welches  davon  herrührt,  dass  die  ersten  drei  desselben  sich  auf  eine 
bestimmte  Ablesung  am  Stundenkreise  beziehen,  und  ihre  Werthe  ändern, 
wenn  die  Declinationsachse  und  die  damit  verbundenen  Theile  des 
Aequatoreals  um  die  Stundenachse  bewegt  werden.  Diese  drei  Re- 
ductionselemente enthalten  die  fünf  ersten  der  unter  I.  und  II.  genannten 
in  sich,  und  ihre  Analogie  mit  den  beim  Passageninstrumente  od^  viel- 
mehr beim  Meridiankreise  vorkommenden  Reductionselementen  ist  nicht 
zu  verkennen.  Sie  werden  vorzugsweise  nützlich,  wenn  man  dem 
Aequatoreal  mehr  wie  Eine  Absehenslinie  beilegt. 

Die  ganze  Theorie  des  Aequatoreals  beruht,  wenn  man  sie  in  ihrer 
einfachsten  Gestalt  betrachtet,  auf  der  Auflösung  eines  sphärischen  Vier- 
ecks, dessen  Ecken  der  Pol  des  Aequators,  der  Pol  des  Aequatorealst 
die  (verlängerte)  Declinationsachse  und  die  (verlängerte)  Absehenslinie 
des  Fernrohrs  sind.  Durch  die  erstgenannte  Ecke  dieses  Vierecks 
geht  der  Meridian  des  Beobachtungsortes ,  von  welchem  an  die  Bögen 
gezählt  werden,  deren  Unterschied  den  entsprechenden  Winkel  bildet, 
durch  die  zweitgenannte  Ecke  geht  der  Meridian  des  Aequatoreals,  von 
welchem  an  die  Bögen  oder  Winkel  auf  dem  Stundenkreise  gezählt 
werden,  durch  die  dritte  Ecke  geht  der  Bogen,  welcher  dem  Nullpunkt 
des  Declinationskreises  entspricht,  und  von  welchem  an  folglich  die 
Bögen  oder  Winkel  auf  diesem  Kreise  gezählt  werden ,  und  durch  die 
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vierte  Ecke  geht  der  Bogen,  von  welchem  an  das  Aequatoreal  die  Po- 
sitionswinkel angiebt,  wenn  es  mit  einem  derartigen  Mikrometer  ver- 
bunden worden  ist.  Je  nachdem  man  dieses  Viereck  durch  die  eine  oder 
die  andere  seiner  beiden  Diagonalen  in  zwei  sphärische  Dreiecke  zerlegt, 
kommt  man  auf  das  obige  erste  oder  dritte  System  von  Reductions- 
elementen.  Man  wird  dieses  Viereck  durch  die  in  dieser  Abhandlung 
angewandten,  sphärischen  Dreiecke  stets  wieder  erkennen  können. 

Das  Zenith  des  Beobachtungsorts  ist  ein  Punkt,  welcher  nicht 
nothwendiger  Weise  in  der  Theorie  des  Aequatoreals  in  Betracht  ge- 
zogen werden  muss,  verbindet  man  aber  die  zweite  und  vierte  Ecke 
des  eben  beschriebenen  Vierecks  durch  Bögen  grössten  Kreises  mit 
diesem  Zenith,  so  wird  man  auf  das  unter  II.  angeftihrte  System  von 
Rßductionselementen  hingeführt,  und  die  Bestimmung  der  drei  ersten 
Elemente  dieses  Systems  wird  durch  Zuziehung  eines  festen,  terrestri- 
schen Gegenstfindes  und  durch  Hülfe  zweier  an  der  Büchse  der  Stunden- 
achse befestigten  Niveaus  bemöglicht.  Verbindet  man  ausserdem  die* 
dritte  Ecke  desselben  Vierecks  durch  einen  Bogen  grössten  Kreises  mit 
dem  Zenith ,  so  erlangt  man  die  Bestimmung  des  unter  II.  mit  3)  be- 
zeichneten Reduclionselements  durch  die  Nivellirung  der  Declinations- 
achse,  statt  durch  das  eine  der  eben  genannten  festen  Niveaus. 

Die  unter  III.  angeführten  Reductionselemente  gewähren,  wenn 
man  die  eben  erwähnte  Nivellirung  der  Declinationsachse  hinzuzieht, 
die  Möglichkeit  in  jeder  beliebigen  Lage  der  Declinationsachse  gegen 
den  Horizont,  und  ohne  den  Stand  der  bei  den  Beobachtungen  an- 
gewandten Uhr  zu  kennen,  die  drei  ersten  Reductionselemente  des 
Aequatoreals  überhaupt  auf  dieselbe  Weise  bestimmen  zu  können ,  wie 
man  die  des  Passageninstruments  oder  Meridiankreises  zu  bestimmen 
pflegt.  Ist  das  Aequatoreal  hinreichend  genau  und  zweckmässig  gebaut, 
so  kann  man  durch  dieselben  Beobachtungen  auch  den  Uhrstand  be- 
stimmen. Die  drei  letzten  unter  I.  und  II.  genannten  Reductionselemente 
können  stets  unabhängig  von  den  drei  ersten  bestimmt  werden. 

Die  Bestimmung  der  drei  ersten  Reductionselemente  erfordert  im 
Allgemeinen  die  Beobachtung  von  zwei  Sternen,  und  man  erhält  dadurch 
für  das  eine  dieser  Elemente  eine  doppelte  Bestimmung,  oder  kann 
durch  dieselben  Beobachtungen  ausserdem  ein  viertes  Element  be- 
stimmen, welches  sich  jedoch  nicht  immer  mit  Wünschenswerther  Ge- 
nauigkeit ausführen  lässt,  weshalb  in  dieser  Abhandlung  nur  ein  Mal 
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auf  das  mit  bestimmbare  vierte  Element  Rücksicht  genommen  worden 
ist.  Um  die  Methoden  zur  Bestimmung  dieser  Reductionselemente  zu 
conslruiren,  muss  man  ausser  den  vier  Punkten  auf  der  Kugeloberfläche, 
die  das  oben  beschriebene  Viereck-  bilden ,  einen  fttuflen  Punkt  an- 
nehmen, und  denselben  mit  jenem  vierten  und  zwei  andern  Punkten  des 
ersten  Vierecks  verbinden,  wodurch  ein  neues  Viereck  entsteht,  aus 
welchem  die  Auflösungen  leicht  hervorgeben. 

Wenn  man ,  wie  in  dieser  Abhandlung  geschehen  ist,  dem  Aequa- 
toreal  mehrere  Absehenslinien  beilegt,  so  muss  man  neben -dem  Punkt, 
in  welchem  sich  die  vierte  Ecke  des  oben  beschriebenen  ersten  Vierecks 
befindet,  auch  einen  fünften  Punkt  annehmen,  und  durch  Bögen  grössten 
Kreises  mit  der  ersten  und  dritten  Ecke  des  Vierecks  verbinden.  Durch 
die  zwei  hierdurch  entstehenden  Vierecke,  und  die  Dreiecke,  zu  welchen 
sie  Veranlassung  geben,  erlangt  man  bald  die  auf  eine  zweite  Absehens- 
linie sich  beziehenden  Relationen,  die  leicht,  auf  eine  beliebige  Anzahl 
von  Absehenslinien  ausgedehnt  werden  können. 

Die  Betrachtung  von  zwei  Absehenslinien  ist  überhaupt  die  Grund- 
lage der  Theorie  des  mit  irgend  einem  Mikrometer  verbundenen  Aequa- 
toreals ;  diese  Theorie  habe  ich  indess,  wie  oben  schon  erwähnt  wurde, 
hier  weggelassen. 

In  allen  Formeb  habe  ich  die  Wirkung  der  Biegung  des  Fernrohrs 
weggelassen,  und  dadurch  die  grösstmögliche  Einfachheit  derselben 
zu  Wege  gebracht.  Wollte  man  die  Wirkung  dieser  Biegung  hinzufügen, 
so  würden  die  Formeln  weit  zusammengesetzter  ausfallen ,  aber  diese 
Hinzufügung  ist  unnöthig,  da  man  die  Biegung  auf  eine  andere  Art  aufs 
Einfachste  berücksichiigen  kann.  Ich  mache  darauf  aufmerksam,  dass 
die  Biegung  in  derselben,  oder  in  der  entgegengesetzten  Richtung  wirkt, 
wie  die  Strahlenbrechung,  die  auf  jeden  Fall  berücksichtigt  werden  muss, 
nichts  ist  also  einfacher,  wie  die  Wirkung  der  Biegung  mit  entgegen- 
gesetztem Zeichen  der  der  Strahlenbrechung  hinzuzufügen,  und  mit 
dieser  vereinigt  rückwärts  auf  die  Oerter  der  Sterne  zu  übertragen. 
Auf  alle  in  dieser  Abhandlung  zur  Bestimmung  der  unter  I.  und  II.  mit 
4)  5)  und  6)  bezeichneten  Reductionselemente,  so  wie  auf  einige  der  zur 
Bestimmung  der  übrigen  Reductionselemente  entwickelten  Methoden  hat 
die  Biegung  keinen  Einfluss.  Andere  Biegungen  wie  die  des  Fernrohrs 
betrachte  ich  nicht,  da  ich  der  Meinung  bin,  dass  man  den  Bau  und 
das  System  der  Gegengewichte  des  Aequatoreals ,  welches  jedenfalls 
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erforderlich  ist ,  so  einrichten  kann ,  dass  keine  andern  Biegungen ,  wie 
die  der  beiden  Enden  des  Fernrohrs  vorkommen  können. 

Bekanntlich  kann  man  alle,  oder  fast  alle,  Punkte  der  Himmelskugel 
mit  einem  Aequatoreal  auf  zwei  verschiedene  Arten  einstellen,  und  man 
hat  sonst  für  die  Reduction  dieser  verschiedenartigen  Einstellungen 
verschiedene  Formeln  abgeleitet,  die  sich  von  einander  durch  die  alge- 
braischen Zeichen  der  verschiedenen  Glieder  unterscheiden.  Dieses  ist 
zum  Mindesten  überflüssig,  denn  man  kann  alle  Formeln  so  einrichten, 
dass  sie  mit  bioser  Rücksichtnahme  auf  die  Zeichen  der  in  denselben 
vorkommenden  trigonometrischen  Functionen  für  beide  Einstellungsarten 
Gültigkeit  haben.  So  ist  es  in  dieser  Abhandlung  geschehen. 

Ich  führe  endlich  hier  an,  dass  ich  in  dieser  Abhandlung  nicht  blos 
ein  fest  aufgestelltes  Aequatoreal,  bei  welchem  man  immer  annehmen 
darf,  dass  alle  Reductionselemente  kleine  Grössen  sind ,  von  welchen 
nur  die  ersten  Potenzen  berücksichtigt  zu  werden  brauchen,  sondern 
auch  ein  transportables  Aequatoreal  betrachte,  bei  welchem  es  sich 
wohl  ereignen  kann,  dass  es,  während  Beobachtungen  daran  angestellt 
worden  sind,  eine  solche  Aufstellung  gehabt  hat,  dass  diese  Kleinheit 
der  sich  auf  die  Aufstellung  des  Aequatoreais  überhaupt  beziehenden  drei 
ersten  Reductionselemente  nicht  angenommen  werden  darf.  Die  Folge 
dieser  Betrachtung  war,  dass  von  den  meisten  Aufgaben  nicht  nur  ge- 
näherte, sondern  auch  strenge  Auflösungen  entwickelt  werden  mussten. 

Die  Abhandlung  ist  in  fünf  Abschnitte  eingetheilt,  deren  Inhalt  in 
den  Ueberschriflen,  wie  folgt,  angegeben  ist : 

§.  I.  Anv^endung  des  ersten  Systems  von  Reductionselementen  zur 
Reduction  der  Beobachtungen,  und  Bestimmung  derselben. 

§.  II.  Anwendung  und  Bestimmung  des  zweiten  Systems  von  Re- 
ductionselementen. 

§.  III.  Anwendung  und  Bestimmung  des  dritten  Systems  von  Re- 
ductionselementen. 

§.  IV.  Einführung  von  mehreren  Absehenslinien,  und  Reduction 
der  an  denselben  angestellten  Beobachtungen. 

§.  y.  Von  der  Wirkung  der  Biegung,  der  Strahlenbrechung  und 
der  Excentricilät  des  Fernrohrs. 
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AnwenduDg  des  ersten  Systems  von  Reductionselementen  zur  Re- 
duction  der  Beobachtung^en ,  und  Bestimmung^  derselben. 

i. 

Um  den  Mittelpunkt  des  Stundenkreises  des  Aequatoreals  be- 
schreibe man  eine  Kugeloberfläche  von  unbestimmtem  Halbmesser,  auf 
dieser  ziehe  den  grössten  Kreis,  welcher  dem  Meridian  des  Beobach- 
lungsortes  entspricht,  und  bezeichne  auf  demselben  den  Nordpol  des 
Aequators.  Man  bezeichne  ferner  auf  dieser  Kugeloberfläche  (westlich 
vom  Pol  des  Aequators,  um  die  Begriffe  festzustellen)  den  Punkt,  in 
welchem  sie  von  der  nach  Norden  verlängerten  Achse  des  Stunden- 
kreises geschnitten  wird,  und  nenne  denselben  den  Nordpol  (oder 
schlechtweg  den  Pol)  des  Aequatoreals  (oder  der  Stundenachse).  Durch 
die  Achse  des  Stundenkreises,  und  durch  den  Punkt  dieses  Kreises,  weN 
eher  dem  Nullpunkt  der  Theilung  desselben  entspricht,  lege  man  eine 
Ebene,  und  nenne  dieselbe,  oder  den  grössten  Kreis,  in  welchem  sie 
die  Kugeloberfläche  schneidet,  den  Meridian  des  Aequatoreals. 

Die  Stundeuwinkel  werde  ich  vom  südlichen  Theil  des  Meridians 
des  Beobachtungsortes  nach  Westen  durch  den  ganzen  Umkreis  ohne 
Unterbrechung  fortzählen,  und  annehmen,  dass  die  Bezifferung  der 
Theilung  des  Stundenkreises  in  derselben  Richtung  vom  Kleineren  zum 
Grösseren  fortschreitet,  wenn  der  Pol  des  Aequatoreals  mit  dem  des 
Aequators  zusammenfällt. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  des  Pols  und  Meridians  des  Aequatoreals 
gegen  den  Pol  des  Aequators  und  den  Meridian  des  Beobachtungsbrtes 
bedürfen  wir  dreier  Bögen,  die  ich  mit  /i,  m  und  y  bezeichnen  werde. 
Verbindet  man  diese  beiden  Pole  durch  einen  Bogen  grössten  Kreises, 
so  soll  die  Länge  desselben  mit  /n,  und  der  Stundeuwinkel,  unter  wel- 
chem der  Bogen  fi  liegt,  mit  180® — y  bezeichnet  werden.  Der  Winkel 
endlich  am  Pol  des  Aequatoreals,  welcher  sich  in  der  oben  bezeichneten 
Richtung  vom  Bogen  ^  bis  zum  südlichen  Theil  des  Meridians  des  Aequa- 
toreals erstreckt,  soll  m  sein. 

Den  Stundenwinkel  irgend  eines  Punkts  S  der  Kugeloberfläche 
werde  ich  mit  r,  und  die  Declination  desselben  mit  d  bezeichnen;  die 
analogen,  demselben  Punkt  S  in  Bezug  auf  den  Meridian  und  den  Pol 
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des  Aequatoreals  zukommenden  Bögen  sollen  r  und  if  genannt  werden. 
Hieraus  folgt  sogleich,  dass  in  dem  sphärischen,  vom  Punkt  S  und  den 
beiden  genannten  Polen  gebildeten  Dreieck  die  Seiten  (i,  90* — d  und 
900 — ff  sind,  der  Winkel  am  Pol  des  Aequators  180® — y — r,  und  der 
am  Pol  des  Aequatoreals  r  +  m  ist. 

In  diesem  Dreieck  finden  daher  folgende  Gleichungen  statt : 

cos  8  sin  (r+y)  =  cos  S  sin  (t  +  m)  | 

cos  8  cos (r+y)  =  cos  S cos ^  cos i^-^-iti)  —  sin  S sin (i\  [\) 

sin  d  =cos  d' sin  ^  cos  (r  +  m) + sind'' cos /ii| 

die  durch  Hülfe  der  Angaben  des  Stunden-  und  Declinationskreises  des 
Aequatoreals  und  der  Reductionselemente  fi,  y  und  m  den  Stunden- 
winkel und  die  Declination  des  eingestellten  Punkts  (Sterns)  S  geben. 
Auf  dieselbe  Art,  oder  wenn  man  will,  durch  Multiplication  der 
Gleichungen  (1)  mit  sin  /m  und  cos  /i,  und  durch  Addition  und  Sub- 
traction  erhalt  man  die  folgenden, 

cos  d'  sin  (r  +  m)  =      cos  d  sin  (r+y)  1 

cos  d'  cos  (r+m)  =      cos  d  cos  /i  cos  (r+y)  +  sin  d  sin  /i  >      (2) 

sin  d^  =  —  cos  d  sin  /i  cos  (r+y)  +  sin  d  cos  /Lt] 

welche  die  umgekehrte  Aufgabe  lösen,  indem  sie  die  Winkel  r  und  ä' 
geben,  welche  die  Kreise  des  Aequatoreals  angeben  müssen,  damit 
ein  gegebener  Stern  zu  einer  gegebenen  Zeit  im  Felde  des  Femrohrs 
erscheine. 

2. 

Die  eben  entwickellen  Gleichungen  gelten  für  jede  beliebige  Auf- 
stellung des  Aequatoreals,  und  man  kann  aus  denselben  für  die  Fälle, 
in  welchen  /i  klein  ist,  auf  folgende  Art  Näherungsformeln  erhalten,  die 
gewöhnlich  ausreichen. 

Die  dritte  (1)  giebt,  wenn  man  sin^  =  /i,  und  cos/issl  setzt, 

sind— sind'=2sin^K(y— d')  cosi(d+d')  =  /ii  cos d' cos (t  +  m) 

das  ist  8—6'=  fi  cos  (t  +  m). 

Die  erste  (1)  giebt,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  cos  d  sin  (r  +  m) 
subtrahirt, 

cos  8  [sin  [r-^-Y]  —  sin  (r  +  m)]  =  (cos  8' —  cos  8)  sin  (r  +  m) 
oder 
cos  8  sin \  (r— T  +  y— iw)  cos | (r+r  +  y+m)  =  sin \ [8—8^]  sin  \  ( d+d')  sin  (t +«; 
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I 


(3) 


aber  wenn  (a  klein  ist,  so  ist  auch  T'\'m  nahe  s=t  +  ;',  also 

(t — T +y — m)  cos  (t  +  m)  cos  ^=a:  {d — ^)  sin  if  sin  (t  +  m) , 
oder  wenn  man  den  eben  gefundenen  Werlh  von  d— d^  substiluirt, 

T — T+y — m  =  fi  tgd^sin(T  +  m). 
Also  wenn  /i  klein  ist,  bekommt  man  den  Stundenwinkel  und  die  De- 
clination  eines  Sterns  durch  folgende  Ausdrücke : 

T  =s  T  +  ^  +  iW  Igd'  sin  (r  +  m) 
dssid'+/ji  cos  (r  +  m) 

gesetzt  worden  ist.  Den  Bogen  rj  kann  man  die  Gollimation  des  Stunden- 
kreises nennen.  Wenn  der  beobachtete  Stern  dem  Pole  sehr  nahe  ist, 
so  kann  sich  ereignen,  dass  ungeachtet  der  Kleinheit  von  fi  diese  Aus- 
drücke für  T  keine  hinreichende  Genauigkeit  gewahren,  allein  statt  für 
diesen  Fall  die  Gleichungen  (1)  weiter  zu  entwickeln,  ziehe  ich  vor,  die 
strengen  Gleichungen  (1)  selbst  anzuwenden,  welches  auch  dann  thunlich 
ist,  wenn  fi  so  gross  wäre,  dass  die  Gleichungen  (3)  überhaupt  keine 
hinreichende  Genauigkeit  gäben.  Ich  werde  übrigens  hierfür  weiter  unten 
andere  Gleichungen  geben. 

Wenn  man  die  (1)  anwendet,  so  wird  man  sie  der  leichleren  Rech- 
nung wegen  durch  die  Einführung  von  zwei  Hülfswinkeln  a  und  ß  zu- 
sammenziehen.  Es  wird,  wenn 

cos«  sin  /?=sin  d' 

cos  a  cos  /?=  cos  ^  cos  {r+m) 

sin  a  =  cos d' sin  [r+m) 


gesetzt  wird 


(1*) 


cos  d  sin  (r+y)  =  sin  a 

cos  d  cos  (r+y)  =  cos  «  cos  {fi+ß) 

sin  d  =  cos  a  sin  {(i+ß) 

Man  kann  ß  immer  so  bestimmen,  dass  cos  a  positiv  wird.    Eben  so 
bekommt  man  statt  der  Gleichungen  (2), 

cos«  cos/9'=:sin  d 

cos  a  sin  /?'=.cos  d  cos  (r+y) 

sin  a  =  cos  ä  sin  {r+y) 

(2*) 


COS d'  sin  (r+m)  =  sin  a 

cos  ä'  cos  (r  +  m)  =  cos  a  sin  {fi+ß') 

sin  d^  =  cos  a  cos  {/i'+ß^) 
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Ich  führe  diese  Gleichungeo  an,  weil  sich  sehr  wohl  ereignen  kann, 
dass  man  zumal  mit  einem  transportablen  Aeqaatoreal  Beobachtungen 
angestellt  hätte,  während  /i  grösser  war,  wie  die  Näherungs formein  (3) 
überhaupt  vertragen. 


3. 

Suchen  wir  überdies  den  Winkel  n  zwischen  der  Ebene  des  De- 
clinatiouskreises ,  welcher  durch  den  Punkt  S  geht,  und  der  durch  die 
Achse  des  Stundenkreises  gelegten  Ebene,  die  durch  denselben  Punkt 
geht,  mit  andern  Worten  den  Winkel,  den  die  Seiten  90^ — d  und  90  <> — & 
des  oben  angewandten  sphärischen  Dreiecks  mit  einander  einschliessen. 
Dieses  Dreieck  giebt  sogleich 

cos  &  sin  ;r  =      sin  ^  sin  (t'+  m)  |  .. 

cos  d  cos  TT  :=  —  siu  ^  sin  d'  cos  (t  +  m)  +  cos  d'  cos  fi  J 
und  wenn  /i  klein  ist,  ergiebt  sich  hieraus  die  Näherungsformel 

7r  =  ^  secd^' sin  (r  +  m) (5) 

Diese  Gleichungen  geben  zu  erkennen,  dass  in  so  fern  man  fi  als 
einen  positiven  Bogen  betrachtet,  d>d'  ist,  wenn  n  und  t +m  =  0  sind, 
so  wie  dass  ti  und  der  Stundenwinkel  zugleich  wachsen.  Hieraus  folgt, 
dass  TT  positiv  ist,  wenn  der  Pol  des  Aequatoreals  an  der  Seite  des 
durch  S  gehenden  Declinationskreises  liegt,  an  welcher  die  Stunden- 
winkel zunehmen.  Wenn  /m  klein  ist,  so  ist  im  Allgemeinen  n  auch  klein, 
allein  in  der  Nähe  des  Pols  kann  n  ungeachtet  der  Kleinheit  von  fi 
den  ganzen  Umkreis  durchlaufen,  und  es  müssen  dort  die  strengen 
Gleichungen  (4)  zu  dessen  Berechnung  angewandt  werden,  wenn  mao 
ihn  kennen  lernen  muss. 


4. 

Die  im  Vorhergehenden  eingeführten  Grössen  r  und  d'  bekommt 
man  nur  dann  unmittelbar  durch  die  Ablesungen  an  dem  Stunden-  und 
Declinationskreise  des  Aequatoreals,  wenn  folgende  Bedingungen  statt- 
finden.  Es  muss 

1)  die  Declinationsachse  senkrecht  auf  der  Stundenachse  stehen; 

2)  die  Absehenslinie  des  Fernrohrs  senkrecht  auf  der  Declinations- 
achse stehen; 


Theorie  des  Aeqcatoreals.  44S 

3)  der  Declinationskreis  90<^  zeigen,  wenn  die  Absehenslinie  des 
Fernrohrs  mit  der  Stundenachse  jn  Einer  Ebene  liegt,  und  zu- 
gleich das  Objectivende  des  Fernrohrs  mit  dem  nOrdHchen 
Ende  der  Stundenachse  einerlei  Richtung  hat. 

Wenn  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  so  wird  man  im  All- 
gemeinen Ablesungen  erhalten ,  die  von  r  und  d'  verschieden  sind ,  und 
die  ich  mit  r  und  d"  bezeichnen  werde.  Ich  nehme  an,  dass  der  Winkel 
zwischen  der  nach  Norden  gerichteten  Verlängerung  der  Stundenachse 
und  dem  Ende  der  D^clinationsachse,  welches  nach  Westen  gerichtet 
ist,  wenn  das  Fernrohr  die  Lage  hat,  in  welcher  sowohl  Stünden-  wie 
Declinationskreis  Null  oder  nahe  Null  zeigen  müssen,  90®  +i,  und  der 
Winkel  zwischen  demselben  Ende  der  Declinationsachse  und  dem  Ob- 
jectivende des  Fernrohrs  90® — k  sei;  es  soll  femer,  wenn  die  Ab- 
sehenslinie des  Fernrohrs  in  die  unter  3)  verlangte  Lage  gebracht  worden 
ist,  der  Declinationskreis  ^0® — c  zeigen.  Betrachten  wir  nun  das  auf 
der  Eugeloberfläche  von  dem  bezeichneten ,  auf  den  Punkt  S  gerichteten 
Ende  der  Absehenslinie,  dem  bezeichneten  Ende  der  Declinationsachse, 
und  dem  Pol  des  Aequatoreals  gebildete,  und  sich  dem  in  Art.  1 .  be- 
trachteten Dreieck  anschliessende,  sphärische  Dreieck.  In  diesem  sind 
die  Seiten  90«  —  *',  90«  — Ä  und  90  •-!-♦,  und  der  Seite  90«  —  *'  liegt 
der  Winkel  90« — c — d"  gegenüber.  An  den  Pol  des  Aequatoreals  und 
ausserhalb  dieses  Dreiecks  ziehe  man  den  grössten  Kreis,  welcher  den 
Meridian  des  Aequatoreals  darstellt,  dann  ist  der  Winkel  an  diesem  Pol 
zwischen  dem  Meridian  und  der  Seite  90«— d^  dem  Winkel  r  gleich, 
und  der  Winkel  zwischen  der  Dreieckseite  90«-i-i  und  diesem  Meridian 
ist  gleich  90  •-!-/.  Hieraus  folgt,  dass  in  unserm  Dreieck  der  der  Seite 
90« — k  gegenüber  liegende  Winkel  =90« — (r — /)  ist.  Man  erhält  also 

cos  d^  cos  (t  —  t")  =  cos  k  cos  (*"-!-  c)  j 

cos  d^  sin  (t  —  t')  =  cos  k  sin  i  sin  (*''-l- c) -l- sin  k  cosi)         (6) 

sin  d'  =  cos  fe  cos  i  sin  {d"+  c)  —  sin  k  sin  i) 

welche  t  und  *'  durch  die  Ablesungen  r  und  d"  und  durch  die  Re- 
ductionselemente  k,  i  und  c  geben.  Wenn  i  und  k  klein  sind,  wie  wohl 
immer  der  Fall  sein  wird ,  so  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen  die 
Näherungsformeln 

t'=  t V  i  tg  (*"-!-  c)  +  k  sec  (*"-!-  c) 


I   ....     (7) 


1 
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Dieser  Ausdruck  für  r  ist  bis  auf  Grössen  dritter,  und  der  für  if 
bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  genau.  Wenn  der  beobachtete  Stern 
dem  Pole  nahe  ist,  so  kann,  ohngeachtet  i  und  k  klein  sind,  nöthig  werden 
die  Grössen  höherer  Ordnung  zu  berücksichtigen,  und  hiefÜr  dienen 
die  folgenden  Ausdrücke 

lg  (r'  —  t)  =  sin  f  tg  (d'+  c)  +  lg  Ä  sec  (d"+  c)  \      .^. 

d'  =d"+c  — i(i»  +  fe*)lg(()''+c)  — iiksec(<r+c)|  ^  ^ 
die  auch  leicht  aus  den  (6)  folgen.  Wenn  der  beobachtete  Stern  dem 
Pol  des  Aequatoreals  ausserordentlich  nahe  ist,  so  kann  sich  ereignen, 
dass  die  zweite  dieser  nicht  ausreicht,  in  welchem  Falle  man  die 
strengen  Gleichungen  (6)  auch  für  die  Berechnung  von  if  anwenden 
müsste.  Die  Behandlung  dieser  wird  aber  alsdann  beschwerlich,  und 
das  Resultat  kann  ungenau  werden.  Ich  werde  aber  unten  Gleichungen 
entwickeln ,  die  in  diesem  Falle  sicher  angewandt  werden  können. 


(9)  { 


ö. 

Legen  wir  am  Punkt  S  in  dem  im  vor.  Art.  betrachteten  Dreieck 
einen  Bogen  grössten  Kreises  senkrecht  auf  die  Seite  90® — fc,  und 
nennen  den  Winkel,  den  dieser  Bogen  mit  der  Seite  90®  — d^  macht,  n\ 
dann  ist  in  diesem  Dreieck  der  der  Seite  90® +  t  gegenüber  liegende 
Winkel  90®  +  7r',  und  wir  erhalten  daher 

cos  d'  cos  Tt'sss  cos  X  COS  (d"+  c) 

cos  d^  sin  n  :=  cos  i  sin  k  sin  (d"+  c)  +  sin  %  cos  k 
woraus  die  Naherungsformel 
(10)     ....    7r'=isec((yVc)+fctg((r+c) 
hervorgeht.  Man  findet  leicht,  dass  der  Winkel  n  in  derselben  Richtung 
positiv  ist  wie  n,   und  der  Winkel  zwischen   dem  eben  eingeführten 
Kreise  und  dem  durch  S  gehenden  Declinationskreise  ist  daher 

Der  eben  eingeführte  Kreis  ist  derjenige,  welcher  am  Punkt  S  den 
kleineren  Kreis  berührt,  den  die  Absehenslinie  bei  einer  Drehung  des 
Fernrohrs  um  die  Declinationsachse  beschreibt.  Wenn  daher  das  Aequato- 
real  mit  einem  Mikrometer  versehen  ist.  welches  Distanzen  und  Posilions- 
winkel  für  einander  nahe  stehende  Gestirne  giebt,  so  ist  tt+tt'  der  Winkel, 
um  welchen  in  jeder  beliebigen  Lage  des  Fernrohrs  der  übrigens  statt 
findende  Collimationsfehler  des  Positionskreises  verbessert  werden  muss. 
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6. 

Das  Vorhergehende  enthält  alle  Reductionen»  die  an  die  Beobach- 
tungen an  einem  Aequatoreal  in  Folge  der  Aufsteilung  und  der  Ver- 
bindung der  einzelnen  Theile  desselben  nöthig  werden ,  und  setzt  die 
Kenntniss  der  sechs  Reductionselemente  fi,  m,  y,  (oder  ti),  i,  k,  c  voraus. 
Die  zweite  Aufgabe  besteht  in  der  Bestimmung  dieser  Elemente ,  und 
nicht  blos  dafür,  sondern  auch  um  die  Ausdehnung  zu  zeigen,  welche 
die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  besitzen ,  müssen  die  fol- 
genden Betrachtungen  vorangesandt  werden. 

Als  Grundlage  der  unzweideutigen  Bestimmung  eines  Punkts  auf 
der  Kugeloberfläche  durch  Polarcoordinaten  dient  ein  Punkt  auf  der- 
selben, den  man  den  Pol  (oder  positiven  Pol)  nennt,  und  ein  fester  von 
demselben  ausgehender  Bogen  grössten  Kreises ,  welcher  der  Meridian 
genannt  werden  kann.  Die  einfachsten  Polarcoordinaten  ii^end  eines 
Punkts  S  auf  der  Kugeloberfläche  sind  nun  der  kürzeste,  von  S  an  den 
Pol  (positiven  Pol)  gezogene,  Bogen  grössten  Kreises,  und  der  Winkel, 
den  dieser  Bogen  mit  dem  Meridian  einschliesst,  welche  die  Polardistanz 
und,  in  Beziehung  auf  das  vorliegende  Thema,  der  Stundenwinkel  heissen, 
statt  dessen  in  andern  Fällen  die  grade  Aufsteigung,  oder  die  Länge, 
oder  anders  benannte  Winkel  eintreten.  Um  jeden  Punkt  unzweideutig 
zu  bestimmen,  muss  die  Polardistanz  von  0  bis  180®,  der  Stundenwinkel 
(oder  sein  Analogen)  aber  von  0  bis  360  •  ausgedehnt  werden.  Statt  der 
Polardistanz  wendet  man  in  der  Astronomie  gewöhnlich  sein  Supplement 
zu  90  ® ,  die  Declination ,  oder  Breite  an ,  wie  hier  im  Vorhergehenden 
geschehen  ist,  und  die  Ausdehnung  dieser  Polarcoordinate  ist  daher 
von  —90«  bis  +90«. 

Man  kann  aber  auch  statt  des  oben  genannten  kürzesten,  vom 
gegebenen  Punkt  S  an  den  Pol  gezogenen,  Bogen  grössten  Kreises  den 
längsten  wählen.  Dieser  wird  sich  von  S  durch  den  entgegen- 
gesetzten (negativen)  Pol,  und  von  da  zum  Pol  selbst  (zum  positiven  Pol) 
erstrecken,  und  diesen  in  entgegengesetzter  Richtung  treffen.  Nennen  wir 
daher  die  Polardistanz  irgend  eines  Punktes  n ,  und  dessen  Stunden- 
Winkel  wie  vorher  t,  so  sind  nicht  nur  r  und  ti,  sondern  auch  1 80  ®  +r 
und  360® — 71  die  Polarcoordinaten  desselben  Punktes  auf  der  Kugel-r 
Oberfläche.  Wendet  man  statt  der  Polardistanz  die  Declination  d  au,  so 
folgt  hieraus,  dass  nicht  nur  r  und  d\  sondern  auch  1 80  ^  +t  und  180^  —  d 
die  Polarcoordinaten  desselben  Punktes  sind. 
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Es  ist  bekannt,  dass  man  mit  einem  Aeqoatoreal  von  zweck- 
mässiger Gonstruclion  entweder  alle,  oder  doch  mit  geringer  Ausnähme 
alle  Punkte  der  Himmelskugel  auf  zwei  verschiedene  Arten  einstellen 
kann,  gleichwie  man  mit  einem  Theodoliten  durch  Umschlagen  des  Fem- 
rohrs alle  Gegenstände  auf  zweierlei  Art  einstellen  kann.  Diese  beiden 
Arten  der  Einstellung  entsprechen  genau  den  oben  erklärten  zwei  Arten 
die  Polarcoordinaten  zu  construiren,  und  es  müssen  daher  die  Be- 
zifferungen an  dem  Stunden-  und  Declinationskreise  des  Aequatoreals 
so  beschaffen  sein,  dass  sie  den  beiden  oben  dargelegten  Arten  die 
Polarcoordinaten  zu  zählen  entsprechen. 

Aber  nicht  blos  in  der  geometrischen  Anschauung  und  in  der  Ver- 
körperung derselben  durch  den  Bau  und  die  Einrichtung  des  Aequato- 
reals spricht  sich  diese  doppelte  Art  der  Bildung  der  Polarcoordinaten 
aus,  sondern  sie  ist  auch  in  der  analytischen  Theorie  begründet.  Die 
Systeme  (1 )  und  (6)  der  strengen  Gleichungen ,  welche  die  Reductionen 
der  mit  dem  Aequatoreal  eingestellten  Punkte  geben,  können  so  gestellt 
werden ,  dass  die  linke  Seite  derselben ,  welche  die  zu  bestimmenden 
unbekannten  Grössen  enthalten,  folgende  Form  annehmen: 

cos  d  cos  T  cos  <y  cos  T 

cos  d  sin  T     und    cos  d'  sin  t 

§ia  d  sin  d' 

oder  wenn  man  die  Polardistanz  anwendet, 

sin  n  cos  r  sin  n  cos  t 

sin  n  sin  r     und    sin  ti  sin  t' 

cos  71  cos  :t' 

aber  es  ist  offenbar  identisch 

cos  (J  cos  T  =  cos  (1 80®  —  d)  cos  (1  80*  +  t) 

cos  d  sin  T  =  cos(180<>  — d)  sin  (i80*  +  T) 

sind  =sin  (180*— d) 

und 

sin  jr  cos  T  SB  sin  (360*— jr)  cos  (180*+t) 

sin  ;i:  sin  T  =  sin  (360«— tt)  sin  (1  80«+t) 

cos  n  =5  cos  (360  •  — n) 

und  eben  so  verhält  es  sich  mit  den  Functionen  von  r  und  d^,  oder 
T  und  TT .  Die  beiden  verschiedenen  Arten  der  Auffassung  der  Polar- 
coordinaten gnttgen  also  den  analytischen  Ausdrücken  fUr  die  Re- 
duction  der  Beobachtungen,  und  sind  durch  die  beiden  verschieden- 
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artigen  Einstellangen  des  Gestirns  am  Aequatoreal  repräsentirt.  Um  sie 
unzweideutig  zu  erhalten,  und  um  die  im  Vorhergehenden  entwickelten 
Formeln,  sowohl  die  strengen  wie  die  genäherten,  ohne  Unterschied  auf 
beide  Arten  der  Einstellungen  anwenden  zu  können,  ist  erforderlich, 
dass  am  Stundenkreise  die  Bezifferung  der  Tbeilung  von  0  bis  360^  in 
ununterbrochener  Folge  aufgetragen  sei,  und  wenn  das  Aequatoreal 
Poiardistanzen  geben  soll,  so  muss  vom  Nordpol  ausgehend  auf  dem 
Declinationskreise  die  Bezifferung  sich  gleichfalls  von  0  bis  360®  in  un-^ 
unterbrochener  Folge  erstrecken.  Soll  das  Aequatoreal  Declinationen 
angeben,  so  muss  die  Bezifferung  der  Theilung  des  Stundenkreises 
so  wie  oben  angeführt  wurde  aufgetragen  werden,  und  die  des  Decli- 
nationskreises  könnte  vom  Aequator  mit  0  nach  Norden  ausgehend  sich 
auch  ununterbrochen  bis  360®  erstrecken,  besser  ist  es  aber  vom 
0  Punkt  des  Aequators  südlich  ausgehend  die  negativen  Zahlen  bis  — 90® 
auftragen  zu  lassen,  so  dass  auf  diesem  Kreise  im  Südpol  — 90®  und  270® 
Einem  Punkt  zugehören ,  wodurch  sonst  noch  Yortheile  erlangt  werden, 
und  man  sich  auch  dem  allgemeinen  Gebrauche  die  Declinationen  zu 
zählen  möglichst  anschmiegt.  Weiter  darf  sich  aber  die  Numerirung  mit 
negativen  Zahlen  nicht  erstrecken.  Uebrigens  müssen  die  Bezifferungen 
der.  beiden  Kreise  so  mit  einander  correspondiren ,  dass  der  Stunden- 
kreis den  wahren  —  im  Gegensatze  zu  dem  um  180®  vermehrten  — 
Stundenwinkel  angiebt,  während  die  Angabe  des  Declinationskreises 
zwischen  0  und  180®  oder  bezüglich  zwischen  — 90®  und  +90®  liegt. 
Wenn  diese  Einrichtung  getroffen  ist,  so  gelten  alle  vorhergehenden 
Ansdrttcke,  die  strengen  sowohl  wie  die  genäherten,  für  beide  Arten 
der  Einstellungen,  vorausgesetzt,  dass  man  in  jedem  Falle  die  Ab- 
lesungen so  anwendet  wie  man  sie  erhallen  hat,  und  auf  die  alge- 
braischen Zeichen  der  in  den  Formeln  vorkommenden  trigonometrischen 
Linien  Rücksicht  nimmt.  Man  braucht  daher  für  jede  der  beiden  Ein- 
stellungsarten nicht  besondere  Formeln  zu  construiren ,  welches  immer 
in  den  Fällen,  wo  es  vermieden  werden  kann,  eine  unwissenschaftliche 
Art  der  Behandlung  einer  Aufgabe  ist,  sondern  kann  in  allen  Fällen  die 
Reductionen  nach  denselben  Formeln  ausführen.  In  den  Fällen,  wo  Ein- 
stellungen der  Art  gemacht  worden  sind ,  wo  die  Polardistanz  oder  die 
Declination  ihre  gewöhnlichen  Grenzen  überschreiten,  ist  blos  am  Ende 
der  Reductionen  jene  von  360®,  oder  diese  von  180®  abzuziehen,  und 
der  Stundenwinkel  nm  180®  zu  vermehren  oder  zu  vermindern. 
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7. 

Gleichwie  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (1)  und  (6)  durch  zwei 
Werthe  der  beiden  darin  vorkommenden  veränderlichen  Grössen  Gnttge 
geleistet  werden  kann ,  wahrend  die  der  rechten  Seite  unverändert  ge- 
lassen werden ,  so  muss  denselben  auch  durch  zwei  Werthe  der  Ver- 
änderlichen der  rechten  Seite  QnUge  geleistet  werden  können,  wenn 
die  der  linken  unverändert  gelassen  werden.  Bezeichnen  wir  für  die 
Gleichungen  (1 )  diese  zweiten  Werthe  von  r  und  d'  mit  r[  und  d^ ,  dann 
ist  aus  den  Gleichungen  (2),  die  durch  Umkehrung  aus  den  (4)  entstanden, 
und  ihnen  völlig  analog  sind,  sogleich  zu  erkennen,  dass 

t'=180^-I-t; 
cj'— 480«  — d; 
ist,  und  dass  also  zwischen  diesen  Grössen  dieselben  Relationen  statt 
finden,  wie  zwischen  den  zwei  Werthen  von  r  und  d  selbst.   In  Bezog 
auf  die  Gleichungen  (6)  verhält  es  sich,  wie  man  gleich  sehen  wird,  nicht 
ganz  so.   Nennt  man   die  zweiten  Werthe  von  r   und  d\  die  diesen 
Gleichungen  gnügen,  während  t  und  d'  unverändert  bleiben,  r^und  iT, 
so  müssen  folgende  sechs  Gleichungen  zugleich  statt  finden 
cos  d'  cos  (r  —  r")  =  cos  k  cos  {6"+  c) 
cos  d'  sin  (t — t)  =  cos  k  sin  i  sin  {d"+  c)  +  sin  fc  cos  t 
sin  d'  =  cos  k  cos  i  sin  {d'*+c)  —  sin  k  sin  i 

cos  d'  cos  (t  —  r")  =  cos  k  cos  {0^"+  c) 
cos  d"  sin  (r  —  r")  =  cos  k  sin  i  sin  {d^+  c)  +  sin  k  cos  t 
sin  d'  =  cos  k  cos  i  sin  {(S^"+  c)  —  sin  k  sin  t 

und  es  sind  hier  offenbar  r  und  6^  die  Ablesungen  an  den  beiden  Kreisen 
des  Aequatoreals,  die  man  bei  der  Einstellung  eines  Punkts  S  der  Kugel- 
oberfläche auf  die  eine,  und  /'und  d^"  diejenigen,  welche  man  bei  der 
Einstellung  desselben  Punkts  S  auf  die  andere  der  beiden  überhaupt 
möglichen  Arten  bekommt.  Aus  der  dritten  und  sechsten  dieser  Glei- 
chungen fqlgt  sogleich ,  d^ss 

sin  {d"+  c)  =  sin  {d^"+  c) 
ist,  woraus  hervorgeht,  dass  entweder  S"  und  d"'  identisch  sind,  welches 
auf  Einstellungen  derselben  Art  hinzielt,  oder  dass 

(11) d"'+c==iSO^  —  d"—c 

ist,  welche  Relation  den  Einstellungen  verchiedener  Art  angehört,  und 
von  d'  unabhängig  ist.   Diese  Relation  ist,  weil  sie  c  enthält,  von  der 
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Relation  verschieden,  die  zwischen  den  zwei  Werthen  von  &  statt  findet, 
die  den  Gleichungen  (6)  gntigen,  wenn  r  und  d"  dieselben  bleiben,  aliein 
die  Relation,  die  vermöge  der  Gleichung  (1 1 )  zwischen  d"+  c  und  d^+  c 
statt  findet,  ist  dieselbe  wie  die  zwischen  den  eben  erwähnten  Werthen 
von  d\  Substituirt  man  denWerth  von  &"+c  aus  (11)  in  die  vierte  und 
fünfte  der  obigen  Gleichungen,  so  geben  diese  in  Verbindung  mit  der 
ersten  und  zweiten 

T  —  T  )  Ä  —  cos  (t  —  T  ) 

sm  (t  —  r  )  =  —  sin  (t  — t  ) 

woraus 

T  — T  =  180o  — r  +  T" (12) 

folgt,  welches  die  Relation  ist,  die  zwischen  den  Ablesungen  am  Stunden- 
kreise nach  den  Einstellungen  eines  und  desselben  Punkts  auf  die  zwei 
verschiedenen  Arten  statt  findet,  und  die  von  der  zwischen  den  übrigen, 
überhaupt  mit  r  bezeichneten  Winkeln  statt  findenden  wesentlich  ver- 
schieden sein  kann.    Aber  wenn  i  und  k  Null  sind,  ist  derselben  durch 

die  Werthe  t=  t   und  t '=  1 80  •  +  r ' 

* 

Gaüge  geleistet,  welche  Relation  mit  den  früheren  übereinstimmt. 


8. 

Wenn  k  und  i  klein  sind,  so  bieten  die  Gleichungen  (11)  und  (18) 
ein  Mittel  dar,  r  und  d'  aus  den  Ablesungen  zu  finden,  ohne  dass  man 
k,  i  und  c  zu  kennen  braucht.  Ich  nehme  an,  dass  r'  und  d"  die  Ab- 
lesungen sind ,  für  welche  die  Angabe  des  Decliiiationskreises  zwischen 
4-90*  und  — 90^  liegt,  und  dass  der  Zahlenwerth  von  r"  grösser  sei, 
wie  der  von  r.  Wenn  beim  Uebergange  von  der  zuerst  genannten  Ein- 
stellung zur  andern  der  erste  Nonius  des  Stnndenkreises  durch  den  An- 
fangspunkt der  Theilung  gegangen  ist,  das  ist,  wenn  der  Stundenwinkel 
des  eingestellten  Punktes  überhaupt  grösser  wie  ISO*  ist,  so  wird  die 
Ablesung  unmittelbar  flir  t"  eine  kleinere  Zahl  geben,  wie  für  t",  und 
man  muss  daher,  um  der  eben  ausgesprochenen  Bedingung  Gnüge  zu 
leisten,  360  <^  zu  dem  durch  die  Ablesung  erhaltenen  Werlh  von  t"  ad- 
diren.  Dieses  vorausgesetzt,  geben  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  in 
Verbindung  mit  dem  Näherungs werthe  d'=s  d"+  c  aus  (7) 
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welche  für  jeden  Punkt  der  Kugeloberfläche  gelten.  Bei  der  Anweodang 
dieser  Gleichungen  auf  cölestische  Beobachtungen  verliert  die  GleichoDg 
für  r  ihre  geometrische  Strenge.  Denn  da  die  Gestirne  immer  in  Be- 
wegung sind  und  man  nicht  beide  Einstellungen  in  einem  und  dem- 
selben Augenblick  machen  kann,  so  hat  man  nie  durch  beide  Ein- 
stellungen einen  und  denselben  Punkt  der  Kugeloberfläche  eingestellt. 
Wenn  aber  nicht  nur  k  und  t,  sondern  auch  /n  klein  sind,  und  man  die 
beiden  Einstellungen  in  einem  möglichst  kurzen  Zwischenraum  aus- 
geführt hat,  so  kann  man  immer  noch  die  Gleichungen  (13)  fUr  das 
Mittel  aus  den  Beobachtuugszeiten  als  statt  findend  betrachten.  Bei  Ein- 
stellungen auf  einen  festen ,  terrestrischen  Gegenstand  gelten  sie,  wie 
auch  fi  beschaflen  sei. 

9. 

Obgleich  man  durch  die  Entwickelungen  des  vor.  Art.  in  vielen 
Fällen  die  Beobachtungen  von  dem  Einfluss  der  Reductionselemente 
t,  k  und  c  befreien  kann,  ohne  diese  zu  kennen,  so  können  doch  Fälle 
eintreten,  wo  dieses  nicht  möglich  ist,  oder  nicht  hinreichend  genau 
ausgeführt  werden  kann,  und  ich  werde  daher  zeigen,  wie  sie  sicher 
ermittelt  werden  können.  Nehmen  wir  die  erste  der  Gleichungen  (13)  vor 
und  substituiren  sie  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  (6),  so  ergiebt  sieb 

cos  d'  sin  4-  (t" —  /)  =       cos  k  cos  {d"+  c) 

cos  d'  cos 4"  {t" —  r")  =  —  cos  k  sin  i  sin  {d"+  c)  —  sin  k  cos  i 
und  die  Division  der  zweiten  dieser  durch  die  erste  giebt 

cotg  -^  (t" —  t)  =  —  sin  t  tg  {&'+  c)  —  tgk  cos  i  sec  {d"+  c) . 

Ich  werde  nun  annehmen,  dass  die  Ablesungen  r ',  t\  d"  und i 
einem  festen,  terrestrischen  Gegenstande   angehören,    und  dass  ein 
zweiter   solcher  Gegenstand   durch  Einstellung  auf  die   beiden  ver- 
schiedenen Arten   die  Ablesungen   t\  i\  d"  und  rf"   gegeben  habe. 
Hiemit  wird  die  folgende  Gleichung  erlangt: 

cotg  \  (r—  t")  =  —  sin  f  tg  (rf"-!-  c)  —  tg  fc  cos  %  sec  (d''+  c) . 
Wenn  man  nun  aus  diesen  beiden  Gleichungen  wechselsweise  tg  h  uad 
sin  %  eliminirt,  so  entstehen 
•  .    • cotg  \  (T^-  iT)  CO»  {<r'+  c)  -  cotg  I  (r-  n  cos  ((f  +  c) 

^        ""  sin  (d'+  c)  -  sin  (<f"+  c) 

.     r  _.  cotgj  [r-V)  sin  (cf+c)  008  [dr-^c)  -cotg^  (t^'-Q  sin  (<r+c)  cos  (<^-»-4 
°  [sin  ((f+c)  -  sin  (cf+c)]  cos  i  "         " 
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Um  diese  Gleichungen  zu  vereinlachen,  setze  ich 
\vodurch  sie  in  folgende  übergehen: 

sin  i  [(r-n  -  (i*-!')]  colg  A+sin  ^  [(r~r)  +  {i*-t")]  tg  D 


sint  =: 


2  sin  ^  {r^f)  sin  ^  (r"'-i') 


(U) 


(45) 


(16) 


1^  L Sin  i  [(r-O  +  (i^-y*)]  cos  A  sec  D  +  sin  j  [(r-Q  -  (t"'-0]  sInD  cosec  A  ( 

*  S  sin  i  (r-O  sin  i  (i"-t^  cos  •  | 

woraus  t  und  k  folgt,  und  für  die  Bestimmung  der  Gollimation  c  des 
Declinationskreises  ergeben  sich  durch  (1 1 )  folgende  zwei  Gleichungen : 

woraus  man  das  arithmetische  Mittel  nehmen  kann. 
Da  aus  den  obigen  Gleichungen 

hervorgeht,  so  giebt  sich  zu  erkennen,  dass  die  Bestimmung  von  i  und  k 
aus  (14)  am  sichersten  ist,  wenn  der  Unterschied  zwischen  d"  und  d" 
möglichst  gross  ist,  und  da  dieses  im  Horizont  im  Süd-  und  im  Nordpunkt 
statt  findet,  so  muss  man  die  beiden  Gegenstände  in  möglichster  Nähe 
dieser  Punkte  wählen.  Wenn  i  und  k  klein  sind ,  so  folgen  aus  (1 4)  die 
folgenden  Näherungsformeln : 

i  [(«"-«")-  {r"-r)]  cotg  A  -  i  [{t'"- 1")  +  (r  -  T  )  -  360 0]  tg  D 
|[(r— O+(T-TV360ö]cosAsecZ)-i[(r-O-(T-/)]sin 

Da  im  Horizont  und  im  Nord-  und  Sttdpunkt  D=0  ist,  so  werden,  wenn 
die  beiden  Gegenstände  in  der  Nähe  dieser  Punkte  liegen ,  die  beiden 
letzten  Glieder  der  vorstehenden  Ausdrücke  gemeiniglich  so  klein ,  dass 
man  sie  übergehen  kann ,  und  also  mit  den  ersten  Gliedern  ausreicht. 
Es  entstehen  dann  die  Ausdrücke  für  diese  Bestimmung,  die  ich  schon 
in  meiner  früheren  Abhandlung  über  das  Heliometer  gegeben  habe. 

Wenn  das  Aequatoreal ,  wie  bei  transportablen  Instrumenten  dieser 
Gattung  oft  der  Fall  ist,  mit  einer  verticalen  Achse  versehen  ist,  um 
welche  dasselbe  durch  den  ganzen  Umkreis  hindurch  gedreht  werden 
kann,  so  reicht  man  ber  der  Bestimmung  von  t,  k  und  c  durch  die  eben 
entwickelten  Ausdrücke  mit  Einem  Gegenstände  aus.  Denn  da  diese 
Reductionselemente  sich  auf  Relationen  beziehen,  die  in  Bezug  auf  die 
verschiedenen  Theile  des  Aeqüatoreals  unter  einander,  und  unabhängig 
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von  Punkten  statt  finden,  die  aosserhalb  desselben  liegen,  so  ist  es 
einerlei,  wie  während  der  Bestimmung  derselben  das  Aequatoreal  in 
Bezug  auf  die  Weltgegenden  aufgestellt  gewesen  ist,  und  es  gnUgt,  wenn 
die  oben  verlangte  Lage  der  beiden  Gegenstände  in  Bezug  auf  die 
Stundenachse  des  Aequatoreals  statt  gefunden  hat.  Hat  daher  das  Aequa- 
toreal die  oben  erwähnte  Beschaffenheit,  so  kann  man  zur  Bestimmung 
von  t,  k  und  c  einen  beliebigen,  nahe  im  Horizont  liegenden  festen,  ter- 
restrischen Gegenstand  wählen ,  und  muss  nur  bei  dem  einen  Paar  von 
Einstellungen  dasselbe  so  um  die  verticale  Achse  drehen,  dass  der 
Gegenstand  in  Bezug  auf  die  Slundenachse  des  Instruments  nahe  im 
Nordpunkt,  und  bei  dem  andern  Paar  so,  dass  derselbe  in  Bezug  auf  die 
genannte  Axe  nahe  im  Südpunkt  liegt. 


40. 

Man  wird  wohl  immer  irgend  wo  am  Horizont  Einen  für  diese  Be- 
stimmung passenden  terrestrischen  Gegenstand  finden  können,  und  kann 
somit  stets ,  wenn  das  Aequatoreal  mit  einer  Azimuthaibewegung  ver- 
sehen ist,  die  Bestimmung  von  t,  k  und  c  so  wie  sie  im  vor.  Art.  ent- 
wickeltworden ist,  ausfahren.  Allein  es  könnte  sich  sehr  wohl  ereignen, 
dass  keine  passenden  zwei  Gegenstände,  wovon  der  Eine  dem  Sttd- 
und  der  andere  dem  Nordpunkt  hinreichend  nahe  genug  liegt,  aufzufinden 
wären  oder  künstlich  hergestellt  werden  könnten,  und  es  können  somit 
Fälle  eintreten,  wo  ftlr  ein  grosses  und  festes  Aequatoreal,  an  welcher 
Gattung  von  Instrumenten  die  Azimuthaibewegung  nicht  anzubringen  ist, 
die  Bestimmung  von  i  und  k,  so  wie  sie  im  Vorhergehenden  entwickeil 
worden  ist,  nicht  ausgeführt  werden  kann.  In  diesem  Falle  kann  man  aber 
für  die  beiden  terrestrischen  Gegenstände  zwei  bekannte  oder  unbekannte 
Sterne  substituiren,  wovon  der  eine  tief  südlich  und  der  andere  tief  nörd- 
lich unter  dem  Pole  culminirt,  und  braucht  diese  beiden  Sterne  nicht  so  tief 
zu  wählen,  dass  die  Strahlenbrechung  die  Genauigkeit  der  Beobachtungen 
beeinträchtigen  müsste.  Ja  man  kann  für  den  nördlichen  Stern  immer  einen 
der  beiden  PolariSterne  in  der  Nähe  einer  seiner  Culminationen  wählen« 

Die  Ausditlcke  (1 7)  bedürfen  für  diese  Art  der  Bestimmung  von 
f  und  k  einer  kleinen  Abänderung.  Da  in  denselben  die  Ablesungen  am 
Declinationskreise  nur  in  den  Coefßcienten  vorkommen ,  so  kann  man 
zwar  immer  die  beiden  Einstellungen  eines  jeden  dieser  beiden  Sterne 
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in  so  kurzer  Zeit  nach  einander  aosftthren ,  dass  die  in  der  Zwischenzeit 
statt  gefundene  Aenderung  der  Declination  in  Bezug  auf  die  Bestimmung 
von  f  und  k  als  Null  betrachtet  werden  kann ,  aber  mit  den  Ablesungen 
vom  Stundenkreise  verhält  es  sich  wegen  der  tflglichen  Bewegung  der 
Gestirne  anders. 

Betrachten  wir  die  Einstellungen  von  zwei  einander  nahe  liegenden 
Punkten  der  Kugeloberfläche ,  die  gleiche  Entfernung  vom  Aequator 
haben,  so  wird  die  zweite  Gleichung  (13)  fUr  beide  Punkte  identisch 
dieselbe  bleiben,  aber  statt  der  ersten  wird  man  folgende  zwei  erhalten, 

T'=i(T''-|.O-90^ 

t;=-Kt;+<)-9oo 

wenn  die  unten  mit  einem  Strich  versehenen  Buchstaben  dem  zweiten 
Punkt  angehören.  Hat  man  nun  zugleich  an  einer  auf  Sternzeit  regulirten 
Uhr  die  Zeitmomente  der  beiden  Einstellungen  beobachtet  und  mit  Tund  T^ 
bezeichnet,  ^o  ist,  wenn  die  beiden  Punkte  Einem  Stern  angehören, 

und  wenn  /iss  0  ist,  so  ist  auch 

Fttr  ein  festes  Aequatoreal  wird  fi  immer  klein,  und  die  Wirkung  dieser 
Grösse  daher  auf  den  Unterschied  der  beiden  Einstellungen,  wenn  diese 
nur  in  einer  möglichst  kurzen  Zwischenzeit  ausgeführt  werden,  un- 
merklich sein.  Uebrigens  wird  man ,  wenn  dieses  nicht  der  Fall  sein 
sollte,  /u  und  m  stets  so  genau  ermitteln  können ,  als  nöthig  ist  um  ihre 
Wirkung  auf  diesen  Unterschied  durch  die  erste  Formel  (3)  mit  mehr 
wie  hinreichender  Genauigkeit  berechnen  zu  können,  und  eben  so  ver- 
halt es  sich  mit  der  Strahlenbrechung ,  deren  Wirkung  auf  die  Stunden- 
winkel in  der  Nahe  des  Meridians  überdies  klein  ist,  und  deren  Wirkung 
auf  den  obigen  Unterschied  der  Stundenwinkel  also  um  so  viel  mehr 
kleiner  sein  muss.  Die  Wirkung  von  i  und  k  auf  denselben  ist  Null,  weil 
die  zweite  Formel  (1 3)  für  beide  Einstellungen  identisch  angenommen 
werden  darf.  Hieraus  folgen  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

u  II  111  III  m  rgi 

die  stets  hinreichende  Genauigkeit  besitzen  werden,  deren  rechte  Seite 
aber  auch ,  wenn  man  es  für  nöthig  halten  sollte,  zufolge  der  obigen 
Erklärungen ,  von  der  Wirkung  von  /u  und  der  der  Strahlenbrechung 
befreit  werden  kann.  Man  erhält  hieraus 


1 
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und  die  FuDdamentalgleichung  des  vor.  Art.  geht  über  in 

cotg  i  (<—/-!.  r— r,)  ===  — sin  t  tg  ((r'+ c) -.  tg  fc  cos  f  sec  ((^•+ c) 
Hieraas  folgt  auf  dieselbe  Weise  wie  dort 

{ i=^[(<;''_r+r-T;)-«-T''-i.T~T,)]  cotg  a 
jt=:^[(<;_r'+r-r,) -|.«-T +r-r,)-36o«]  cosA  seciD 

_  ^  [(f^^  f+r^  r,)  —  «-  r+  T-  T,)]  sin  D  cosec  A 

wo  t^,  T,  T'^  für  den  zweiten  Stern  dasselbe  bedeuten,  was  r^,  T,  T^ 
fttr  den  ersten. 

Die  GollimatioQ  c  des  Declinalionskreises  kann  man  durch  eine  der 
Gleichungen  (1 5)  vermittelst  der  Einstellungen  des  Fernrohrs  des  Aequa- 
toreals  in  beiden  Lagen  auf  einen  beliebigen  Gegenstand  finden,  und  man 
kann  daher  auch  dazu  jeden  beliebigen  Stern  wählen ,  nur  muss  alsdann 
unter  Umständen  die  Aenderung,  die  in  der  scheinbaren  DeclinatioQ 
dieses  Sterns  während  der  Zwischenzeit  der  Einstellungen  vor  sich  ge- 
gangen ist,  berücksichtigt  werden.  Wenn  man  für  den  Stern  den  Polaris 
in  der  Nähe  der  oberen  oder  unteren  Collimation  wählt,  so  ist  jedenfalls 
die  Declinationsänderung  so  klein,  dass  sie  unberücksichtigt  bleiben  kann. 
Man  kann  diese  Methode  auch  anwenden,  wenn  man  einen  (südlichen 
oder  nördlichen)  Stern  und  einen  (nördlichen  oder  südlichen)  ter- 
restrischen Gegenstand  eingestellt  hat,  und  es  ist  in  diesem  Falle  nichts 
weiter  zu  thun,  wie  in  den  (17^^)  für  den  terrestrischen  Gegenstand 
T=J\  zu  setzen. 


11. 

Ich  komme  nun  zur  Bestimmung  der  Reductionselemente  fi,  m  und 
fj  oder  y,  die  auf  zwei  verschiedene  Arten,  nämlich  entweder  durch  cö- 
lestiscbe  Beobachtungen,  oder  durch  Hülfe  eines  der  Lage  nach  bekannten, 
terrestrischen  Gegenstandes  und  zweier  Niveaus  sicher  ausgeführt  werden 
kann.  Zuerst  nehme  ich  die  Bestimmung  durch  cölestische  Beobach- 
tungen vor. 

Die  strenge  Auflösung  dieser  Aufgabe ,  die  in  den  zu  Ende  des 
Art.  2.  bemerkten  Fällen  nothwendig  werden  kann ,  beruht  auf  der  En(- 
wickelung  von  fi,  tn  und  y  aus  den  auf  zwei  Beobachtungen  angewandten 
Gleichungen  (1)  oder  (2).   Lassen  wir  für  einen  zweiten  Stern  t,  d,  i,  d' 
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bez.  dasselbe  bedeuten,  was  r,  d,  r,  (f  für  einen  Stern  überhaupt  be- 
deuten ,  so  giebt  die  dritte  Gleichung  (2)  fUr  diesen  Stern 

sin  d'ss  —  cos  d  sin  fi  cos  [t+y)  +  sin  d  cos  fi  .  >  -  {^) 
Um  hieraus  y  und  fi  zu  eliminiren,  bedient  man  sich  am  Yortheilbaftesten 
des  im  Art.  3.  eingeführten  Winkels  n^  welcher  dem  im  Art.  4 .  betrach- 
teten, auf  den  andern  Stern  sich  beziehenden  Dreieck  angehört.  Entweder 
unmittelbar  aus  diesem  Dreieck ,  oder  durch  eine  einfache  Gombination 
der  Gleichungen  (2)  und  (4)  bekommt  man 

sin  fi  sin  [r+y)  s=  cos  d*  sin  n  \ 

sin  fi  cos  (r-l-y)  =  cos  d'  sin  d  cos  n  —  sin  d'  cos  d  >    .     .     (B) 
cos  fi  =  cos  d"  cos  d  cos  n  +  sin  &  sin  d ) 

Die  Gleichung  (A)  lasst  sich  aber  folgender  Maassen  stellen : 
sin  d'=  —  cos  d  cos  {t — r)  sin  /a  cos  {r+y) 

+  cos  d  sin  {t — r)  sin  fi  sin  {r+y)  +  sin  d  cos  fi 
und  hieraus  lassen  sich  durch  Hülfe  der  Gleichungen  (B)  /i  und  y  elimi- 
niren, ohne  Wurzelgrössen  einzuführen.   Durch  einfache  Substitutionen 
bekommt  man 

sin  d'=  (cos  d  cos  d  cos  {t — r)  +  sin  d  sin  d)  sin  S* 

—  (cos  d  sin  d  cos  {t — t)  —  i;in  d  cos  d)  cos  d'  cos  n 
+  cos  d  sin  {t — r)  cos  d^  sin  n 
Setzt  man  daher 

cos  C  B\n^=sz  cos  (i  sin  (r — t)  \ 

cos  £:  cos  ^  =s  cos  d  sin  (^  cos  (t — t)  —  sin(icosd|    .     .     (C) 
sin  C  SB  cos  d  cos  d  cos  (r — t)  +  sin  d  sin  d  / 

so  wird 

^^«  /  .  \        sin  C  «in  ^—  sin  cf  /  j  q\ 

cos(7r~v;)=      ^^^^^^^  (18) 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Denn  nachdem  C  und  '^  aus  (C)  berechnei 
worden  sind,  erhält  man  n  aus  (18),  hierauf /i  und  y  aus  (B),  und  m  aus 
den  beiden  ersten  (2)  oder  (2^).  Die  Gleichung  (18)  zeigt,  dass  n,  auf 
dessen  Ermittelung  das  Hauptsächlichste  dieser  Auflösung  beruht,  aus 
den  beiden  Ablesungen  am  Declioalionskreise  und  dem  Unterschied  der 
Beobachtungszeiten  gefunden  wird,  welcher  in  t — t  enthalten  ist. 

Die  Anwendung  der  Gleichungen  (1 )  statt  der  (2)  giebt  eine  Auf- 
lösung von  derselben  Form,  in  welcher  aber  n  blos  aus  den  Ablesungen 
an  den  beiden  Kreisen  des  Äequatoreals  gefunden  wird,  und  dessen 
Bestimmung  daher  von  den  Beobachtungszeiten  unabhängig  ist.  Die 
dritte  Gleichung  (1)  wird  erstlich 


456  P.  A.  Hansen, 

Isiü  d  s=s  cos  d'  Bin  (i  cos  (('+  m)  +  sin  d'  cos  (j^ 
=  cos  d'  cos  {t' — T )  sin  fi  cos  (t -l-  m) 
—  cos d' siü  (<' — t)  sin /u  sin  (r -I- w)  +  sin  d' cos  fi 
und  aas  dem  im  Art.  1 .  betrachteten  Dreieck,  oder  durch  eine  einfache 
Gombination  der  Gleichungen  (1)  und  (4)  ergiebt  sich 

isin  fjL  sin  (r  +  m)  =      cos  d  sin  n 
sin  fi  cos  (t +i»)=s  —  cos  *  sin  ^cos  ^  +  sin  d  cos  cJ' 
cos  fi  s=      cos  d  cos  d'  cos  77  +  sin  ^  sin  d' 

Eliminirt  man  hiermit  /i  und  r +  m  in  (A^^),  und  setzt 

Icos  ^  sin  1/;'=  cos  d'  sin  (<' —  r) 
cos  ^  cosi/;'=  cos  d'  sin  d'  cos  (<' — t  )  —  sin  d'  cos  d' 
sin  ^  =  cos  d'  cos  tf'  cos  {i — r)  +  sin  d'  sin  d' 

so  wird 

/ji^x  /  i\        sin  r sin  (f  — sind 

(<9) cos(^-v/)=      ^^^^^3^ 

Hier  müssen  also  erst  ^  und  ^  aus  (G^^)  berechnet  werden,  worauf  (19) 
n  giebt,  alsdann  bekommt  man  fi  und  m  aus  (B^),  und  y  aus  den  beiden 
ersten  (1)  oder  (1^^).  In  diesen  Auflösungen  muss  n  durch  einen  Cosinus 
bestimmt  werden,  wodurch  manchmal  nicht  die  gewünschte  Genauigkeit 
erlangt  wird,  aber  suchen  wir  die  Relationen  zwischen  C,  i,  ip  und  ^\ 
Die  folgende  Gleichung  ist  identisch 

cos  d'  cos  d'  sin  (*' —  r )  =  cos  d'  cos  {t-^-  m) .  cos  d'  sin  (<'-+-  m) 

—  cos  d'  sin  (r'-i-  m) .  cos  d'  cos  (<'-+-  m) 
Substituirt  man  hierin  die  auf  beide  Sterne  angewandten  beiden  ersten 
Gleichungen  (2) ,  so  wird  nach  einer  leichten  Umstellung : 
cos  d'  cos  d'  sin  [i —  r)  =  (cos  d  sin  d  cos  (r — t)  —  sin  d  cos  d)  sin  /i  sin  (r+f)) 

—  cos  d  sin  (r — t)  (cos  d^  cos  ^  -i-  sin  d  sin  fi  cos  (T+f)) 
Die  Gleichungen  (B)  geben  aber  leicht 

sin  fi  sin  (r+y)  =  cos  d'  sin  ;? 
cos  d  cos  /i  +  sin  d  sin  ^  cos  (x+y)  =  cos  (^  cos  n 
Durch  Hülfe  dieser  und  der  (C)  erhält  man  sogleich 
(D)     .     .     .     .     cos  f  sin  (tt—V')  =  cos  d'  sin  (*'— t  ) 
Die  identische  Gleichung 

cos  d'  cos  d'  cos  (t — t)  =  cos  (f  cos  (r -I-  m) .  cos  d'  cos  (l*-!-  m) 

-H  cos  d'  sin  (r'-i-  m) .  cos  d'  sin  (('-I-  m) 
wird  durch  dieselben  Gleichungen  (2) 
cos  d  cos  d  cos  (^-  T ) «  cos  d  cos  d  cos  (r- 1)  •♦-  sin  d  sin  d 

-  [sin  d  cos  /i-cos  d  sin  fi  cos  (r+y)]  [sin  d  cos  /u-cos  d  sin /u  cos  (<+rl 
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w(M«us  vermittelst  der  auf  beide  Sterne  angewandten  dritten  Gleichung 
(2)  und  der  dritten  (G) 

sin  f  s=  cos  d'  cos  if  cos  [t —  r )  +  sin  d'  sin  d'   .  . .     .     (E) 
folgt,  und  die  Substitution  dieser  in  (1 S)  giebt  sogleich 

cos  f  cos  [n — t;;)  =s  cos  d'  sin  <J'  cos  {i —  r )  —  sin  d'  coS  &  .  (F) 
Die  Vergleichung  der  Gleichungen  (D),  (E)  und  (F)  mit  den  (C*)  zeigt, 
dass  S'— ?  oad 

7r=i^  +  y (20) 

ist.  Man  braucht  daher  (1 8)  oder  (1 9)  nicht  zur  Berechnung  von  n  an- 
zuwenden, sondern  erhält  diesen  Winkel  aus  den  beiden  ersten  (G),  (C^^) 
und  (20),  und  da  die  Bögen  ^  und  \p'  aus  jenen  Gleichungen  durch  die 
Tangente  bestimmt  werden,  so  wird  n  stets  so  sicher  gefunden,  wie  die 
Data  der  Aufgabe  es  zulassen.  Es  ist  leicht  zu  ßnden ,  dass  es  am  Dien- 
lichsten ist,  die  Sterne  so  zu  wählen ,  dass  i  klein  wird ,  welches  einen 
Abstand  der  beiden  beobachteten  Punkte  der  Himmelskugel  von  nahe 
90  <>  bedingt. 

Man  kann  aber  noch  andere  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  n 
ableiten.   Dividirt  man  (D)  durch  (18),  so  wird 

^(;r-v;)  =  ""^^;°,^y°''y^ (21) 

^^  ^'  8in  C  siD  (T— sin  (T  ^      ' 

Dividirt  man  die  erste  (C)  durch  (19),  so  wird 

**.  /  .'\         cos  ^  cos  d  sin  (t— 0  /oj*\ 

^^  ^  ^ '  sin  C  sin  (^  —  81D  d  ^        ' 

Dividirt  man  (D)  durch  (F),  so  wird 

-     /    •        X sjn  («'-V) 

\%\n  —  yp]  —  gin^'co8(<'^'r^^nid'co8^' 

und  dividirt  man  die  erste  (G)  durch  die  zweite,  so  wird 

**  ^'^*  T  y  BjQ  s  cos  (T-f)  -  tg  d  COS  <r 
wovon  die  beiden  letzten  übrigens  mit  der  oben  erklärten  Bestimmung 
von  n  aus  (20)  identisch  sind.  Für  die  Anwendung  kann  man  die  obigen 
Gleichungen  so  zusammenziehen ,  wie  bei  den  Gleichungen  (1 )  und  (2) 
gezeigt  wurde.  Die  Gleichungen  fUr  die  Tangenten  von  n — '^  und  n — \p' 
geben  für  diese  Bogen  zwei  Wertbe,  aber  vorausgesetzt,  dass  man 
i  immer  so  bestimmt,  dass  cos  ^  positiv  wird ,  welches  stets  geschehen 
kann,  so  geben  die  obigen  Gleichungen  zu  erkennen,  dass  eines  Theils 
n  —  rp  und  ( —  r ,  und  andern  Theils  n  —  %f)  und  t  —  <  in  einem  und 
demselben  Halbkreise  liegen  müssen ,  wenn  cos  d'  positiv  ist,  in  ent- 
gegengesetzten Halbkreisen  hingegen ,  wenn  cos  d'  negativ  ist. 


^ 


(22*) 
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Man  kann  nämlich  in  den  vorstehenden  Gleichungen  (^  d\  r\  d' 
stets  so  annehmen,  wie  das  mit  der  oben  beschriebenen  Bezifferang 
versehene  Aequatoreal  sie  giebt,  während  man  t,  d,r,  d  auf  die  ge- 
wöhnliche Art  zählt.  Wenn  n  bestimmt  ist,  so  kann  man  auch  [i,  m  und  y 
durch  die  folgenden  Gleichungen  berechnen : 

sin  \  fi^\xi\  (T-i-T-i-y-i-m)  =  sin  \n  cos^^  (^+<^ 
sin  \u  cos4^  (T+T-l-y-l-m)  =  cos^7r  sin  \  [d — df) 
cos^-  ^  sin  \  (r — t -l-y — m)  ss  sin  4-  ^  sin  \  (*+<^) 
cos-i^/u  cos-jt  (t  —  r'+y^— m)  =  cos4^jr  cos^-  [9 — df) 
die  ans  dem  im  Art.  1 .  betrachteten  Dreieck  folgen. 

Ich  füge  noch  hinzu ,  dass  die  hier  angewandten  Httlfsgrössen  sich 
leicht  construiren  lassen.  Man  wird  ßnden,  dass  90  <^ — ^die  Entfernung 
der  beiden  Punkte  von  einander  ist,  in  welchen  die  beiden  Sterne 
beobachtet  worden  sind;  in  dem  Dreieck  zwischen  diesen  beiden  Punkten 
und  dem  Pol  des  Aequators  bedeutet  femer  1 80  <^  +t^  den  Winkel  am 
Stern,  und  in  dem  zwischen  denselben  Punkten  und  dem  Pol  des  Aequa- 
toreals  180^— i^'  den  Winkel  am  Stern. 


(22) 


12.  i 

Für  die  genäherte  Auflösung  derselben  Aufgabe  geben  die  auf  zwei 
Beobachtungen  angewandten  Gleichungen  (3) 

T — t'^  1^  -*-  ^  tg  d'  sin  (t'+  m) 

d — ^=        [i  cos  (t'+  m) 

t  —  <'=  ri  +  (i\%d!  sin  (<'+  f») 

d — d'=        fi  cos  (f'-i-  m) 
von  welchen  man  mit  drei  ausreicht,  da  nur  drei  unbekannte  Grössen 
zu  bestimmen  sind.  Die  zweite  und  vierte  derselben  reichen  aus,  um 
fi  und  m  zu  finden ;  setzt  man 

(23) m=j?  — i(T  +  0 

so  bekommt  man  aus  der  Summe  und  Differenz  derselben  sogleich 

(asina;  =  -''-^^f-' 

f  il  COSa;  = -^ r-^ 

und  fUr  die  Gollimation  des  Stundenkreises  ergeben  sich  die  beiden 
folgenden  Ausdrücke: 
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f]  =  (t— t)  —  ^  tg  (T sin  (r -hm)  j  .^^. 

f]^{t—t')—fitgd's\u{r+fn)) ^    ^ 

aus  welchen  man  das  arithmetische  Mittel  nehmen  kann.  Man  kann  aber 
auch  alle  vier  Gleichungen  (92)  zur  Bestimmung  von  fi,  m  und  t]  an- 
wenden. Die  Unterschiede  der  ersten  und  dritten  und  der  zweiten  und 
vierten  sind 

(t— r)  —  (^  —  0  =  ^  { tg  (J'sin  {r  +  m)  —  tg  d'sin  {t+m)  \ 
(V—d^)  —  (d— d')  =  ^  I  cos  (r  +  m)  —  cos  (l'+  m)  \ 

die  durch  Einführung  des  durch  (23)  bestimmten  Hälfswinkels  x  in  fol- 
gende übergehen : 

{r—r)—  [t- 1')  =  fi  sin x  ^^^—^  cos \  (r'-  Ü)  +  fi  cos  x  '-^^^P^  si^i  (^  -  0 

V  /       \  i        r^  cos  o  cos  d  *  ^  J    '   r'  cog  if  c^g  (f         »  \  / 

{ß—  drj—{d—d')  =  —  Zfi  sin  0?  sin  i  (r  —  C) 


woraus  man 


j(if«<r) « {d--^)]  sin  ((T-  if)  colg4  {r- 1')-«  1(<-0-(t-t')}  cos  cT  cos  d* 
/iC0Sa;=s-^ ^ ^ ^ 


(26) 


a  sin  ((r+  «T)  sin  |  (t'- «') 

erhält,  welche  /u  und  x  geben,  worauf  m  und  tj  wieder  aus  (23)  und  (25) 
folgen,  von  welchen  jedoch  die  letztem  jetzt,  unabhängig  von  den  Be- 
obachtungsfehlem, dasselbe  Resultat  für  tj  geben  müssen,  während 
dieses  bei  der  vorhergehenden  Methode  nicht  der  Fall  ist,  sondern  nur 
dann  statt  finden  musste,  wenn  keine  Beobachtungsfehler  vorhanden 
waren.  Man  sieht,  dass  man  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  die 
beiden  Sterne  nicht  so  wählen  darf,  dass  sin  (d'+  d')  eine  kleine  Zahl 
wird,  und  ausserdem  am  Sichersten  verf^ihrt,  w^nn  man  die  beiden 
Sterne  in  Stundenwinkeln  beobachtet,  die  nahe  180^  von  einander  ver- 
schieden sind ,  während  man  bei  der  vorbeigehenden  Methode  sie  so 
wählen  muss,  dass  der  Unterschied  der  Stundenwinkel  in  der  Nähe  von 
90«  oder  270«  liegt. 

Wenn  man  statt  der  einmaligen  Beobachtung  zweier  Sterne  Einen 
Stern  zwei  Mal  beobachtet  hat,  so  vereinfachen  sich  die  Gleichungen  (26). 
Es  ist  nämlich  in  diesem  Falle  erlaubt,  in  den  Goefficienten  i:{d'+  d')  Tür 
d'  und  d\  und  Null  für  d' —  d'  zu  setzen«  Man  erhält  daher  in  diesem 
Falle  statt  der  (26)  die  folgenden : 

^  sm  a?  =       \^J.s\    ,v 


■^ 
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Man  sieht,  dass  man  bei  dieser  Bestimmung  von  x  und  [i  den  Stern 
dem  Aequator  nicht  zu  nahe  wählen  darf.  Ueberhaupt  bemerke  ich 
noch ,  dass  man  bei  der  Anwendung  der  in  diesem  Artikel  entwickelten 
Näherungsmethoden  nicht  zwei  Beobachtungen ,  die  in  den  entgegen- 
gesetzten Einstellungsarten  des  Aequatoreals  angestellt  sind,  mit  einander 
unmittelbar  verbinden  darf,  wie  bei  den  strengen  Methoden  des  vor.  Art. 
erlaubt  war.  Wenn  daher  die  beiden  Beobachtungen  in  der  That  durch 
entgegengesetzte  Einstellungsarten  erlangt  worden  sind,  so  muss  man 
die  eine  derselben  durch  die  Gleichungen 

t'=180«-|.t;      ^       /'=180«+^, 

oder  * 

d'=180o— (j;  (i'=480«— d; 

mit  der  andern  gleichartig  machen. 

Da  wir  hier  vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  nur  drei  Grössen 

angewandt  haben,  so  ist  klar,  dass  sich  eine  vierte  Grösse  ausserdem 

noch  bestimmen  lassen  muss,  und  man  findet  leicht,  dass  diese  die  Col- 

limation  des  Declinationskreises  ist,  die  in  der  That  aus  den  Gleichungen 

(26)  und  (27)  eliminirt  ist,  indem  man  in  dem  Ausdruck  [d — d') — {d — iT), 

d"  und  &'  statt  d'  und  d'  schreiben  darf,   wie   auch  c  beschaffen   ist. 

Substituirt  man  nun 

d'=d"+c   und  d'=^+c 

in  die  vierte  und  zweite  der  Gleichungen  (22),  und  nimmt  ihre  Summe, 
60  bekommt  man  leicht 

(28)    .    .    c  =  i{d— d")  +  i{d^d'')  — fi  cos  X  cos  i{r  —  lf) 

welche  Gleichung  eine  von  den  früheren  unabhängige  Bestimmung  der 
GoUimation  c  ist.  Doch  ist  zu  bemerken ,  dass  die  Bestimmung  von  c 
durch  die  Gleichungen  (15)  die  einfachste  und  sicherste  ist,  und  dass 
man  daher  die  durch  (28)  erlangte  entweder  nur  als  Controlle,  oder  nur 
dann  anwenden  wird,  wenn  die  Beobachtungen,  die  zu  reduciren  sind, 
zur  Bestimmung  von  c  durch  (1 5)  keine  Data  liefern.  Wenn  c  gross  ist, 
und  aus  der  eben  angeführten  Ursache  nicht  aus  (1 5)  berechnet  werden 
kann,  so  muss  man  doch  für  die  Berechnung  der  Coefficienten  in  (25), 
(26)  und  (27)  jedenfalls  im  Voraus  einen  so  weit  genäherten  Werth  da- 
von kennen,  als  nöthig  ist,  um  für  diese  Coefficienten  d'  und  d'  hin- 
reichend genau  berechnen  zu  können. 
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§.ii. 

Anwendung^  und  Bestimmung  des  zweiten  Systems  von  Reductions- 

elementen. 

13. 

Das  zweite  System  von  Reductionselementen  steht  schon  in  so  fern 
mit  dem  ersten  System  in  Yerbindnng,  als  es  dient  die  zweite,  zu  Anfang 
des  Art.1 1 .  angekündigte  Art  ^,  m  und  tj  oder  y  zu  finden  in  Ausführung 
zu  bringen.  Für  die  strenge  Auflösung  der  betreffenden  Aufgabe  lege  man 
eine  verticale  Ebene  durch  die  Achse  des  Stundenkreises,  dann  ist  der 
Winkel ,  den  diese  mit  der  Ebene  des  Meridians  des  Beobachtungsortes 
macht,  das  Azimuth  der  Stundenachse;  ich  werde  dieses  Azimutb 
a  nennen,  und  von  Süden  nach  Westen  zählen.  Bezeichnet  man  ferner 
die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  mit  (p,  und  den  Winkel,  den  die 
Stundenacfase  mit  dem  Horizont  macht^  mit  tp,  so  sind  in  dem  Dreieck 
zwischen  dem  Zenith ,  dem  Pol  des  Aequators ,  und  dem  des  Aequato- 
reals, den  ich  mir  in  der  im  Art.  1.  angenommenen  Lage  denke,  die 
Seiten  90«— 9,  90^— q>  und  /i,  und  der  Seite  ^  liegt  der  Winkel  — « 
gegenüber.  Zieht  man  nun  vom  Pol  des  Aequatoreals  aus ,  ausserhalb 
dieses  Dreiecks,  den  Bogen  grössten  Kreises,  welcher  dem  Meridian 
des  Aequatoreals  entspricht,  und  nennt  den  Winkel ,  den  dieser  mit  der 
Seite  90 «—y'  einschliesst,  g,  so  ist  360® — q  die  von  der  Wirkung  von 
i  und  k  befreite  Angabe  des  Stundenkreises,  wenn  die  Absehenslinie 
des  Femrohrs  auf  das  Zenith  gerichtet  ist.  Zufolge  des  im  Art.  1 .  be- 
schriebenen  Dreiecks  ist  aber  der  in  unserer  Figur  vom  Meridian  des 
Aequatoreals  und  dem  Bogen  fi  eingeschlossene  Winkel  gleich  m,  und 
hieraus  folgt  sogleich,  dass  in  unserm  Dreieck  der  der  Seite  90® — 9 
gegenüber  liegende  Winkel  gleich  m — q  ist.  Es  folgen  daher  aus  dem- 
selben die  Gleichungen 

sin  fi  sin  (m — q)  =  —  cos  9  sin  a  | 

sin  fi  cos  (m — q)  =s  —  cos  9  sin  9'  cos  a  +  sin  9)  cos  9  >  •  •  (29) 

cos  /i  =      cos  <p  cos  q>'  cos  a  +  sin  9  sin  (p'  j 

wodurch  fi  und  m  erhalten  werden,  wenn  a,  q)  und  q  bekannt  sind. 

Der  Ausdruck  ftir  y  kann  auf  zwei  Arten,  entweder  aus  demselben 

Dreieck ,  da  der  dritte  Winkel  desselben  180®  — y  ist,  oder  durch  die 
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GleichuDgen  (1)  erbalten  werden.  Nimmt  man  für  den  Punkt,  dessen 
Polarcoordinaten  r  und  d  sind,  das  Zenith  an,  so  wird  r=sO,  d=(p, 
T  =  360  • — q,  S'ss(p\  und  biemit  geben  die  beiden  ersten  Gleichungen 
(1),  übereinstimmend  mit  dem  obigen  Dreieck: 


fQ(\\         i  ^^^  9  sin  y  =  cos  (p  sin  (m — q) 


(30*)  ..  \^^f''^r= 

l  sm  fi  cos  y  = 


cos  (p  cos  y  ^  cos  9'  cos  /i  cos  (m — q)  —  sin  (p  sin  /a 

welcbe  y  geben,  nachdem  durch  die  (29)  fi  und  m — q  ermittelt  worden 
sind.  Durch  die  folgenden  Gleichungen 

:=  —  cos  (p  sin  a 

cos  q)'  sin  q)  cos  a  —  sin  q>  cos  (p 

ist  die  Bestimmung  von  y  unmittelbar  von  a  und  9)'  abhängig  gemacht. 
Die  Bestimmung  von  fi,  m  und  y  ist  somit  durch  die  Gleichungen 
(29)  und  (30)  oder  (30*)  auf  die  von  a,  (p  und  q  hingeführt,  und  man 
kann  daraus  leicht  die  Gleichungen  ableiten,  die  a,  (p  und  q  durch 
fi ,  m  und  y  geben. 


U. 

Theoretisch  betrachtet  kann  die  Bestimmung  von  zwei  der  im  vor. 
Art.  angeführten  Grossen  a,  q>  und  q  durch  die  Einstellung  des  Fern- 
rohrs des  Aequatoreals  auf  einen  der  Lage  nach  bekannten,  terrestrischen 
Gegenstand  ausgeführt  werden ;  die  Bestimmung  der  dritten  Grösse  moss 
jedenfalls  durch  ein  anderes  äusseres  Hülfsmitlel  erlangt  werden.  Zur 
Anwendung  ist  jedoch  diese  Art  der  Bestimmung  diesser  Grössen  wenig 
geeignet ,. denn  es  wird  sich  zeigen,  dass  nur  die  eine  derselben,  nänh 
lieh  a,  mit  Sicherheit  durch  den  terrestrischen  Gegenstand  erlangt  wer- 
den kann ,  und  dass  man  daher  zur  sichern  Bestimmung  von  9  und  q 
sich  zwei  anderer  äusserer  Hülfsmittel  bedienen  muss. 

Sei  a  das  Azimuth  und  z  die  Zenithdistanz  irgend  eines  Geg^- 
standes ,  durch  dessen  Einstellung  im  Aequatoreal  man ,  nachdem  die 
Ablesungen  von  der  Einwirkung  der  Reductionselemente  f ,  k  und  c 
befreit  worden  sind,  t'  und  d'  erhalten  habe.  Betrachten  wir  nun  das 
Dreieck  zwischen  diesem  Gegenstande,  dem  Zenith  und  dem  Pol  des 
Aequatoreals,  so  sind  die  Seiten  desselben  %,  90  •  —  d'  und  90 •—9)', 
und  es  sind  ferner  offenbar  der  Winkel  am  Pol  ^'+  q ,  und  der  am  Zenith 
180®  — (fl — a).  Wir  erhalten  also 
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siD  z  sin  (a — a)  =  cos  d'  sia  (f'-h  q)  \ 

sin  z  cos  (öT-a)  =  cos  d'  sin  q!  cos  (*'-+•  g)  —  sin  d'  cos  9)'  /  .  .  (31 ) 

cos  z  =s  cos  d'  cos  9)'  cos  ((^+  q)  +  sin  (2'  sin  q)  ] 

Wollte  man  nun  blos  entweder  9)' oder  q  durch  ein  anderes  äusseres 
Hülfsmiltel  bestimmen,  so  mUsste  man  entweder  q  oder  (p  durch  die 
dritte  der  vorstehenden  Gleichungen  ermitteln.  Aber  jeder  dieser  Bügen 
wird  vermittelst  dieser  Gleichung,  wenn  die  andern  darin  vorkommenden 
Grössen  bekannt  sind,  durch  einen  Cosinus  erhallen,  und  kann  daher  nur 
mit  geringer  Genauigkeit  erhalten  werden ,  wenn  die  Lage  des  Gegen- 
standes so  beschaffen  wäre,  dass  dieser  Cosinus  nahe  gleich  ±1  würde. 
Aber  nicht  blos  in  diesen  Fällen,  sondern  auch  in  denen ,  wo  dieser  Co- 
sinus so  klein  ist,  dass  man  den  dazu  gehörigen  Bogen  aus  den  trigono- 
metrischen Tafeln  mit  Sicherheit  entnehmen  kann ,  ist  diese  Bestimmung 
mit  einer  wesentlichen  Unsicherheit  behaftet,  die  daher  rührt,  dass  man, 
sei  es  q!  oder  9,  aus  der  Zenithdistanz  des  Gegenstandes  ermitteln  muss, 
die  wegen-  der  terrestrischen  Strahlenbrechung  grossen  Schwankungen 
unterworfen  ist.  Man  kann  daher  durch  den  terrestrischen  Gegenstand 
nur  a  mit  Sicherheit  bestimmen,  und  muss  sich  zur  Bestimmung  von 
beides  9)' und  q  zwei  anderer  äusserlicher  Htilfsmittel  bedienen.  Diese 
Bestimmung  von  a  geschieht  durch  den  Quotienten  aus  den  beiden 
ersten  Gleichungen  (31),  nämlich  durch 

t«  {a—a\  =  co8d^8in(<>9) 

^  V  ;        cog  CT  sin  if  cos  (<*+  q)  —  sin  d'cos  y' 

und  gewährt,  weil  sie  durch  die  Tangente  geschieht,  und  von  der  Zenith- 
distanz z,  folglich  auch  von  deren  Veränderungen  unabhängig  ist,  stets 
volle  Sicherheit,  der  Gegenstand  mag  liegen  wo  er  wolle. 


15. 

Ich  werde  jetzt  aus  den  im  vor.  Art.  entwickelten  Gleichungen  eine 
genäherte  Auflösung  derselben  Aufgabe  ableiten,  die  auf  die  Annahme 
gegründet  werden  soll,  dass  a  und  q>  —  q  kleine  Grössen  sind.  Nennt 
man  den  Stundenwinkel  und  die  Declination  des  terrestrischen  Gegen- 
standes t  und  d,  so  bekommt  man  zuerst  die  bekannten  Relationen 

sin  z  sin  a  =s  cos  d  sin  t  \ 

sin  z  cos  a  =  cos  d  sin  q>  cos  t  —  sind  cos  9)  >    .    .    .    (32) 
cos  z  SS  cos  d  cos  q>  cos  f  +  sin  (/  sin  q  j 

Abh«iidl.  d.  K.  8.  Gel.  d.Wi«MaMli.  IV.  33 


(33)  I 
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Setzt  maa  nun  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  (3*),  z  +  ^z  für  2, 
t+{t'—l+q)  tiivt+q,  d  +  {d'—d)  fürd'.  y-|-(y'— y)  für  y',  so  werden 
in  Folge  der  eben  aufgestellten  Annahmen  auch  ^z,  i —  <-l-g  und  i — d 
kleine  Grössen  sein ,  von  welchen  man  wie  von  jenen  die  Quadrate  und 
Producte  übergehen  kann.  Entwickelt  man  daher  die  (31)  in  Bezug  auf 
diese  Grössen ,  und  zieht  die  (32)  davon  ab,  so  ergiebt  sich : 
A^  cos  z  sin  a  —  «  sinzcosa=  [i — i-^q)  cosdcos<—(rf'—d)  sind  sin I 
^z  cos  z  cos  a -+•  a  sin ;2  sin  a  =  —  [t —  <-|-g)  cos  d  Bmq>  sin  t 

—  (d'—  d)  (sin  d  sin  q>  cos  t  -^  cos  d  cosy) 
-h  [q)  —  fp)  (cos  d  cos  9  cos  <  +  sin  d  sin  y) 
und  wenn  man  hieraus  A^  eliminirt,  so  wird 
a  sin  z=  —  [i —  <+g)  (cos  <  cos  a  +  sin  t  sin  a  sin  tp)  cos  d 

+  [d' —  d)  (sin  d  sin  t  cos  a  —  sin  d  cos  <  sin  a  sin  9>  —  cos  d  sin  a  cos  (f\ 
+  {ip  —  {f)  (cos  d  cos  q>  cos  f  +  sin  d  sin  tp)  sin  a 
Um  die  Coefßcienten  dieser  Gleichung  zu  vereinfachen,  ftlhre  ich  den 
Winkel  am  Gegenstande  zwischen  dem  Vertical-  und  dem  Dfeclinations- 
kreise  ein,  und  nenne  ihn  f,  dann   giebt  das  Dreieck  zwischen  dem 
Gegenstande,  dem  Zenith  und  dem  Pol  des  Aequators 

sin  €  cos d=  sin  a  cos (p 
sin  £  sin  d  =  sin  a  cos  /  sin  9)  —  cos  a  sin  t 
cos  €  ^  sin  a  sin  t  sin  qp  -f-  cos  a  cos  t 

cosz  =cos9)  cosd  cost  -f-sin  9  sin  d 

sin  a  cos  z  =8=  sin  {  cos  €  sin  d  -1-  cos  t  sin  e 

und  die  vorstehende  Gleichung  geht  dadurch  über  in 
a  sin  z  =  —  (<'— ^-h^f)  cos  d  cos  «  —  (d'— d)  sin  e-h  (v'— 9)  (sin  /  cos  6  sia  d+cos/sin  f^ 

Unter  der  Annahme,  dass  a,  pL  und  (p  —  q>  kleine  Grössen  sind,  geben 

die  Gleichungen  (29) 

fi  sin  (m — q)  =*  —  a  cos  y 

/u  cos  (m — q)  =      9? — y' 

Schreibt  man  nun  p  für  ^  —  q>\  und  setzt 

{ —  <-+-g+;>  tg  d  sin  <  :=  j 
d' —  d     -i-p  cos  <        =  Ä 

(^  cos  d       =  A  sin  2 

A  =  A  cos  / 

so  wird  die  obige  Gleichung 

(35) «  =  A^sin(/+*) 


(34) 
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wo  fli  für  — a  cos  9  geschrieben  ist.  Ist  hieraas  u  berechnet,  so  geben 
die  vorsiehenden  Gleichungen 

fi  sin  {m—q)=zu\  ^3^^ 

fi  cos {m — q)=^pl 

Der  Quotient  aus  den  Gleichungen  (30)  giebt  zuerst 

colg  r  =  cotg  (m-g)  -  ^  ^^jÄ_ 

und  hieraas  folgt 

m — y — q  =r  —  fi  sin  y  ig  q> 

oder  da  m — q  und  y  nur  um  eine  Grösse  erster  Ordnung  von  einander 

verschieden  sind, 

f]=q—uxg(p (37) 

Durch  diese  Gleichungen  erhält  man  fi,  m  und  1/,  nachdem  man  p  und  q 
darch  andere  Hulf3miltel  bestimmt  hat.  Diese  Auflösung  ist  identisch 
mit  derjenigen ,  die  ich  in  meiner  früheren  Abhandlung  über  das  Helio- 
meter gegeben  habe.  Sie  verlangt  nicht,  dass  man  am  Gegenstande  den 
Punkt  einstelle,  dessen  Slundenwinkel  und  Declinalion  t  und  d  sind,  son- 
dern gestattet  dafür  jeden  andern  demselben  nahe  liegenden,  in  dem- 
selben Vertikal  befindlichen  zu  wählen,  und  macht  also  eine  Erhebung 
oder  Senkung  des  Gegenstandes  durch  die  Strahlenbrechung  unschädlich. 
Sie  gestattet  ferner  den  Gegenstand  in  jedem  beliebigen  Punkt  des  Ho- 
rizonts oder  der  Nähe  desselben  zu  wählen. 

Die  Auflösung,  die  Bessel  von  dieser  Aufgabe  gegeben  hat,  ist  par- 
ticulär  und  nur  zur  Anwendung  geeignet,  wenn  der  Gegenstand  im  Me- 
ridian oder  in  der  Nähe  desselben  liegt.  Man  erhalt  sie  aus  den  beiden 
Gleichungen  (33),  wenn  man  darin  A^=0  macht,  und  {d — d)  eliminirt. 

Wenn  man  nur  eine  Einstellung  des  Gegenstandes  in  der  einen  Lage 
des  Aequatoreals  gemacht  hat,  und  die  unmittelbar  dadurch  erhaltenen 
Ablesungen  t"  und  d"  nennt,  so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (7) 

f '  =  <"  -h  t  tg  (d"-i-  c)  -h  fc  sec  (d"-l-  c) 
d'=  d'+  e 

Hat  man  aber  den  Gegenstand  in  beiden  Lagen  des  Aequatoreals  ein- 
gestellt, und  in  der  zweiten  Lage  die  Ablesungen  t'"  und  d'"  erhalten, 
so  geben  die  Gleichungen  (1 3) 

<'=  4.(^+0 -900 
d'=90o— i(d"'— d") 

ohne  die  Kenntniss  von  i,  k  und  c  voraus  zu  setzen. 

33* 


1    .    .    .    .    (38) 


(39) 
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Wenn  man  fortwährend  einen  und  denselben  Gegenstand  für  die 
in  Rede  stehenden  Bestimmungen  anwendet,  so  kann  es  vorlheilhaft 
werden,  statt  des  Ausdrucks  (35)  für  u  einen  anzuwenden,  welcher 
diese  Grösse  explicite  als  h'nearische  Function  von  f — <-l-g,  d' — d 
und  p  giebt.   Man  findet  leicht  aus  (34)  und  (35),  dass 

/oK*r\  cos<r  cosf  cosd /-*       .  .     \    .    cos </<  sine /]/       j\    .  •  & 

(35^)  u  =  -^-^r^^ {t  —  t+q)  +  —^^^ {d—d)  +  cos y sm a cotg z.p 

und  kann  sich  die  Coefficienten  dieser  drei  Glieder  ein  für  alle  Mal  be- 
rechnen. Man  sieht  aus  diesem  Ausdruck,  dass  der  CoefBcient  vonp 
Null  ist,  wenn  der  Gegenstand  im  Horizont  des  Aequatoreals  liegt,  und 
es  wird  daher,  wenn  dieses  nahe  der  Fall  ist,  die  Wirkung  von  p  auf  u 
unmerklich  sein. 

16. 

Ein  sicheres  Mittel  zur  Auffindung  von  p  und  g,  und  der  etwa  im 
Laufe  der  Zeit  damit  vorgehenden  Veränderungen  besteht  darin,  dass  man 
an  der  Büchse  der  Stundenachse  zwei  Niveaus  befestigen  lässl,  wovon 
das  eine  von  Süden  nach  Norden,  und  das  andere  von  Osten  nach  Westen 
gerichtet  sein  muss.  Hat  man  einmal,  während  man  fi,  m  und  rj  ver- 
mittelst einer  der  Methoden  der  Art.  11.  oder  12.  durch  cölestische  Be- 
obachtungen bestimmte,  diese  beiden  Niveaus  zugleich  abgelesen,  so 
giebt  eine  spätere  Aenderung  der  Blasen  derselben  die  Aenderungen  an, 
die  p  und  q  erlitten  haben,  und  sollte  man  Aenderungen  in  der  relativen 
Lage  dieser  Niveaus  und  der  Büchse  der  Stundenachse  befürchten,  so 
kann  man  der  nachtheiligen  Wirkung  derselben  dadurch  vorbeugen,  dass 
man  von  Zeit  zu  Zeit  die  Bestimmung  durch  cölestische  Beobachtungen 
wiederholt. 

Ich  nehme  an,  dass  wie  gewöhnlich  die  Bezifferung  der  Scalen 
des  Niveaus  von  der  Mitte  nach  beiden  Enden  hin  wächst,  und  dass  man 
bei  der  Bestimmung  von  fi,  m  und  7j  durch  cölestische  Beobachtungen 
an  denselben  die  Zahlenangaben  A'^,  S^,  0^,  W^  abgelesen  habe,  wo 
die  gewählten  Buchstaben  die  Richtung  der  Wellgegenden  bezeichnen, 
nach  welchen  die  Ablesungen  statt  gefunden  haben.  Die  Werthe  von 
Ij,  m,  fj ,  p  und  q ,  die  man  durch  dieses  Verfahren  erhält,  will  ich  mit 
^p,  m^,  fJQ,  p^  und  q^  bezeichnen,  und  es  ist  also  zufolge  der  Glei- 
chungen (36)  und  37),  w^enn  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung  übergeht, 

(40)     .  ii^o  =/"o  cos  (m,  —  r/J 

(9o=^o -•-/'o  s*n(m,  — r/J  tgy 
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Wenn  man  nun  zu  irgend  einer  andern  Zeit  an  diesen  Niveaus  die 
Zahlen  N,  S,  0,  W  abgelesen  hat,  so  ist  klar,  dass  die  Differenz  S — S^ 
der  Differenz  p — p^,  und  die  mit  sec  y  multiplicirte  Differenz  0 — 0^ 
der  Differenz  q — q^  proportional  ist.  Denn  die  Veränderung  der  Grösse  q 
bezeichnet  eine  Drehung  des  Aequatoreals  um  die  Stundenachse,  und 
wird  daher  durch  das  von  Ost  nach  West  gerichtete  Niveau  nicht  un- 
mittelbar, sondern  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Halbmessers  des 
Parallels,  welcher  durch  das  Zenith  geht,  zum  Halbmesser  des  Aequators 
angegeben.  Wenn  daher  dieWerthe  der  Scalentheile  der  beiden  Niveaus 
mit  8  und  s  bezeichnet  werden ,  so  ist 

(0— Oo)  8  sec  (p  =  q—q^ 
und  die  Ablesungen  an  den  andern  Enden  dieser  Niveaus  geben  auf 
gleiche  Weise  (iV©  -'N)s  =/> — p^ 

(Wq — W)8' sec  q)  SS  q — q^ 
aus  welchen  Gleichungen ,  um  die  Veränderungen  in  den  Längen  der 
Niveaublasen  zu  eliminiren,   das  Mittel   genommen  werden  muss.    Es 
wird  daher  überhaupt 

q  =  ö-l j— «  secqp 

nachdem  ein  für  alle  Mal 

^*  } (42 

berechnet  worden  ist.  Hat  man  nun  zu  irgend  einer  Zeit  den  bekannten 
terrestrischen  Gegenstand  eingestellt,  die  beiden  Kreise  des  Aequatoreals 
und  die  beiden  Niveaus  abgelesen,  so  geben  die  (4<)  p  und  q,  und 
hierauf  erhält  man  aus  (34) ,  (35),  (36)  und  (37),  oder  aus  (35^),  (36) 
und  (37)  fi ,  m  und  t] . 

17. 

Man  kann  auch  durch  Anwendung  eines  Collimators  und  ohne  Zu- 
ziehung von  c<$lestischeu  Beobachtungen  p^  und  q^  bestimmen.  Man  muss 
zu  dem  Ende  den  CoJlimator  nach  und  nach  nördlich,  südlich,  östlich 
und  westlich  vom  Aequatoreal  aufstellen.  Wenn  man  diese  Aufgabe  in 
der  Voraussetzung  lösen  will,  dass  der  auf  eine  unveränderte,  nahe  90^ 
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betragende,  Übrigens  unbekannte  Zenithdistanz  zeigende  Collimator  in 
diesen  vier  Aufstellungen  unter  beliebigen,  aber  unbekannten  Azimnlben 
aufgestellt  worden  sei,  so  sind  es  überhaupt  die  Gleichungen  (31),  aus 
welchen  die  Auflösung  entwickelt  werden  muss ;  da  ich  aber  hier  an- 
nehmen werde,  dass  derselbe  nahe  in  den  oben  bezeichneten  Cardinai- 
punkten  des  Horizonts  aufgestellt  werde,  so  reicht  man  mit  der  dritten 
(31),  nämlich  mit 

cos  %  =  cos  d'cos  ql  cos  {i-^  q)  -i-  sin  d'  sin  q! 

aus.  Sei  der  Collimator  nun  erstlich  einmal  nahe  im  Nordpunkt,  und  ein- 
mal nahe  im  Südpunkt  aufgestellt  worden ,  so  giebt  diese  Gleichung  zu 
erkennen,  dass  die  Ablesungen  am  Stundenkreise  nur  eine  kleine  Grösse 
zweiter  Ordnung  im  Resultat  hervorbringen  können ,  und  dass  dieses 
selbst  dann  noch  statt  findet,  wenn  man  bei  der  zweiten  Aufstellung  das 
Aequatoreal  ein  Weniges  um  die  Achse  des  Stundenkreises  hat  bewegen 
müssen,  um  das  Fadenkreuz  des  Collimators  einstellen  zu  können.  Wir 
können  also  hiebei  von  den  Angaben  des  Stundenkreises  ganz  absehen. 
Ich  nehme  nun  an,  dass  bei  beiden  Einstellungen  der  Stundenkreis 
Null,  oder  wenigstens  nahe  Null  gezeigt  habe,  dass  man  also  das  Fem- 
rohr des  Aequatoreals  von  Süden  nach  Norden  oder  entgegengesetzt 
bewegt  habe,  ohne  eine  andere,  wie  höchstens  eine  kleine,  Drehung 
um  die  Stundenachse  vorzunehmen ,  dann  kann  fUr  beide  Einstellungen 
cos  [i'^q)^sz  -1-1  gesetzt  werden,  und  die  obige  Gleichung  giebt 

cos  dg  cos  ?)'-+•  sin  d^  sin  9'=  cos  d^  cos  qp'-i-  sin  d^  sin  q! 

wo  d^  und  d^  die  von  der  Collimation  c  befreiten  Ablesungen  am  De- 
clinationskreise  sind.  Zufolge  der  oben  verlangten  Bezifferung  des  De- 
clinationskreises  wird  die  eine  dieser  Ablesungen  im  zweiten  Quadranten 
liegen,  und  die  andere  eine  negative,  zwischen  0  und  —90^  liegende, 
Zahl  sein ,  und  deshalb  habe  ich  die  Indices  2  und  i  gewählt,  um  sie 
zu  bezeichnen.  Unter  diesen  Umständen  giebt  die  vorstehende  Gleichung 

(43) ,p'=;i(d,  +  dj 

Wählt  man  die  andere  Lage  des  Aequatoreals  für  diese  Einstellungen, 
in  welcher  also  cos  (('-f-^)^«  — 1  gesetzt  werden  muss,  und  bezeichnet 
man  aus  demselben  Grunde  wie  oben  die  dadurch  erhaltenen,  von  der 
Collimation  befreiten  Ablesungen  am  Declinationskreise  mit  d^  und  d^, 
so  giebt  dieselbe  Gleichung : 

(**) <p'=l80o_i(d^  +  rf,) 
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Wendet  man  beide  Arten  dieser  Bestimmung  an ,  und  nimmt  aus 
(43)  und  (44)  das  arithmetische  Mittel,  so  findet  man  leicht,  dass  dieses 
von  der  Collimation  des  Declinationskreises  unabhängig  ist.  Hat  man 
nun  auf  diese  Art  ql  gefunden ,  so  erhält  man  durch  Zuziehung  der  be- 
kannten Polhöhe  des  Beobachtungsortes 

Po  =  9—V (*S) 

und  die  gleichzeitig  vorgenommene  Ablesung  des  von  Süden  nach  Nor- 
den gerichteten  Niveaus  giebt  N^  und  S^.  Hiemit  hat  man  die  Data  für 
die  erste  der  Gleichungen  (42)  erlangt. 


18. 

Man  stelle  ausserdem  den  Gollimator  einmal  nahe  im  Ostpunkt,  und 
einmal  nahe  im  Westpunkt  auf,  und  nenne  die  dabei  erlangten,  und  durch 
die  Ausdrücke  (7)  von  der  Wirkung  von  i,  k  und  c  befreiten  Ablesungen 
^1»  ^i>  t^^  ^>  ^^^^  giebt  die  im  vor.  Art.  angewandte  Gleichung 
cos  d,  cos  <jp'  cos  {t^+  q^  +  sin  rf,  sin  qp'=  cos  d,  cos  (p'  cos  {l^+  q^  -+•  sin  dj  sin  (p 
Ich  nehme  nun  an,  dass  bei  diesen  beiden  Einstellungen  der  Stunden- 
kreis nahe  90  <^  gezeigt  hat,  dann  wird  der  Declinationskreis  das  eine  Mal 
nahe  0,  und  das  andere  Mal  nahe  180^  gezeigt  haben.  Entwickelt  man 
unter  diesen  Voraussetzungen  die  vorstehende  Gleichung,  und  bleibt  bei 
den  Grössen  erster  Ordnung  stehen ,  so  bekommt  man 

,,=  90o_-j.(t,-l-/^_i(180o_dj-d,)tgy'  .  .  (46) 
Hat  man  diese  Einstellungen  in  der  andern  Lage  des  Aequatoreals 
gemacht,  in  welcher  der  Stundenkreis  beide  Male  nahe  270®  zeigt,  und 
nennt  die  jetzt  erhaltenen ,  auch  von  der  Einwirkung  von  i ,  k  und  c  be- 
freiten, Ablesungen  t^,  (f^,  (^,  d^,  so  bekommt  man  eben  so 

9,-27o®-i(<;+g-hi(<8oo-(f,_d;)tg9)'    .    .    (47) 

Das  von  Osten  nach  Westen  gerichtete  Niveau  giebt  zugleich  O^undW^, 
und  somit  hat  man  die  Data  für  die  zweite  Gleichung  (42)  erlangt. 

Wenn  das  Aequatoreal  um  eine  verticale  Achse  drehbar  ist,  so 
köbnen  die  eben  erklärten  Ermittelungen  von  p^  und  q^  ohne  Gollimator, 
blos  durch  Hülfe  Eines  terrestrischen  Gegenstandes  ausgeführt  werden. 
Man  braucht  nur,  indem  man  sonst  nichts  am  Aequatoreal  ändert,  das- 
selbe vor  jeder  der  vier  Einstellungen  so  um  die  verticale  Achse  zu 
drehen,  dass  der  terrestrische  Gegenstand  in  Bezug  auf  die  Stunden- 


470  P.  A.  Hansen, 

acbse  desselben  nach  und  nach  nördlich ,  südlich ,  östlich  und  westlich 
wird.  Die  hierauf  durch  die  Ausdrucke  (43)  bis  (47)  erhaltenen  Wertbe 
von  p^  und  q^  gelten  fUr  den  verticalen  Stand  der  genannten  Achse,  ni- 
vellirt  man  diese  daher  durch  die  beiden  Niveaus,  so  bekommt  man  die 
Grössen  N^,  S^,  0^,  Wq,  die  jetzt  diejenigen  Angaben  der  Niveaus  be- 
deuten, die  statt  finden,  wenn  die  verticale  Achse  wirklich  vertical  steht. 


19. 

Es  giebt  noch  ein  anderes ,  einfaches  und  sicheres  Mittel  um  q  zu 
finden ,  und  dieses  besteht  in  der  Nivellirung  der  Declinationsachse.  Es 
ist  nämlich  durch  Art.  13.  klar,  dass  wenn  1=0,  und  die  Declinations- 
achse horizontal  ist,  der  Stundenkreis  360® — q  zeigen  muss.  Ich  will 
daher  jetzt  annehmen,  dass  das  Aequatoreal  so  eingerichtet  sei,  dass 
man  durch  ein  an  die  Zapfen  der  Declinationsachse  aufzuhängendes,  oder 
darauf  aufzustellendes  Niveau  dieselbe  so  nivelliren  könne,  wie  man  die 
Achse  eines  Passageninstruments  oder  eines  Meridiankreises  nivellirt. 

Sei  das  westliche  Ende  der  Declinationsachse  dasjenige,  welches  mit 
der  nach  Norden  gerichteten  Verlängerung  der  Stundenachse  den  Winkel 
90^+i  macht,  und  habe  man  durch  Hülfe  des  genannten  Niveaus  die 
Neigung  der  Declinationsachse  gegen  den  Horizont  n  Secunden  gefunden, 
und  zwar  n  positiv  genommen,  wenn  das  westliche  Ende  der  Decli- 
nationsachse das  höhere  ist,  sei  ferner  in  dieser  Lage  derselben  die  Ab- 
lesung am  Stundenkreise  q\  so  ist  das  Dreieck  zwischen  dem  Zenith,  dem 
Pol  des  Aequatoreals  und  dem  westlichen  Ende  der  Declinationsachse 
zu  betrachten.  In  diesem  sind  die  Seiten  90® — q>\  90®-|-t  und  90®—», 
und  der  Winkel  am  Pole  ist  90^  -^q+q,  es  wird  also 

—  sin  n  Ä  sin  tp'  sin  i  +  cos  y'  cos  i  sin  {q  +  q) 

und  hieraus  folgt 

(48) — gsBsg'-hn  sec  y-hf  tgqp' 

woraus  q  zu  jeder  Zeit  einfach  und  sicher  bestimmt  werden  kann.  Man 
kann  ausserdem  noch  immer  p  durch  das  von  Norden  nach  Süden  ge- 
richtete, und  an  der  Büchse  der  Stundenachse  befestigte,  Niveau  so  be- 
stimmen, wie  im  Vorhergehenden  gezeigt  worden  ist,  und  a  durch  den 
bekannten,  terrestrischen  Gegenstand,  worauf  man  wieder  fi,  m  und  tj 
durch  die  Methode  des  Art.  1 5.  erhält. 
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20. 


Ich  füge  hier  hinzu,  dass  man  auch  mit  einem  gut  gebauten  Aequa- 
toreal  die  Zeit  beslimmeo  kann,  und  zwar  am  Einfachsten  nachdem  man 
durch  die  eben  entwickelte  Methode  q  ermittelt  hat.  Ich  rede  hier  nicht 
davon ,  dass  man  hierauf  das  Aequatoreal  wie  ein  Passageninstrument 
behandeln  kann,  weil  ich  weiter  unten  darauf  zurück  kommen  werde, 
aber  wenn  die  Theilung  des  Stundenkreises  hinreichend  fein  und  genau 
ist,  so  kann  man,  indem  man  die  Drehbarkeit  des  Aequatoreals  um  die 
Slundenachse  mit  anwendet,  in  kurzer  Zeit  die  Durchgänge  mehrerer  Fun- 
damentalsterne, die  nicht  allzufern  vom  Aequator  sind,  beobachten,  wobei 
man  jedes  Mal  den  Stundenkreis  und  wenigstens  bei  Einem  dieser  Sterne 
auch  den  Declinationskreis  ablesen  muss.  Man  wählt  am  Vortheilhaftesten 
diese  Sterne  so,  dass  man  sie  nicht  allzuweit  vom  Meridian  beobachten 
kann.  Hierauf  oder  zwischen  jenen  Beobachtungen  muss  man  einen  pas- 
senden, vom  Pol  nicht  allzu  entfernten  Stern  beobachten,  und  wieder  beide 
Kreise  ablesen,  worauf  man  durch  die  Methoden  des  Art.  12.  ^  undm  er- 
halt, die  dort  unabhängig  vom  Stande  der  Uhr  gefunden  werden.  Aus  fi,  m 
und  q  erhält  man  hierauf  die  Collimation  des  Stundenkreises  durch  (37), 
nämlich  ^  =  ?  —  /i  sin  (m — q)  tg  qp 

Nennt  man  nun  a  die  gerade  Aufsteigung  irgend  eines  der  beobachteten 
Sterne,  T  die  Uhrzeit  der  Beobachtung  und  A  ^  die  Correction  der  Uhr 
gegen  Stemzeit,  dann  ergiebt  sich  aus  (25)  für  jeden  beobachteten  Stern 

^T=a  —  T+  ^  (r'-h^)  -i-tV  /^  ««  *'  sin  (r -hm) 
welche  den  Stand  der  Uhr  giebt. 


21. 

Wenn  man  q  durch  die  Methoden  der  Art.  18.  oder  19.  bestimmt 
hat,  und  übrigens,  wie  sonst  hier  vorausgesetzt  wird,  den  Uhrstand  kennt, 
so  kann  man  auch  /a,  m  und  tj  durch  einmalige  Beobachtung  Eines  Sterns 
finden.  Die  Gleichung  (37)  giebt 

tj^=^q  —  /i  sin  (m — q)ig9 (*9) 

und  substituirt  man  diesen  Werth  von  tj  in  die  Ausdrücke  (3),  so  er- 
hält man  daraus  leicht 
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( ^  sin  (T'+m) « "-''"!t"!'^-'^"fr ':<''•"'' 

(50)      .      .     <  tg  <r- lg y  cos  (t  + }) 

[  /u  cos  (t'+  m)  =  (d — H) 

woraus,  da  r  bekannt  ist,  fi  und  m  folgen,  worauf  ri  durch  (49)  erhalten 
wird.  Die  (50)  zeigen,  dass  man  sich  zu  dieser  Bestimnoung  weder  eines 
Sterns  bedienen  darf,  welcher  dem  Zenith,  noch  eines  welcher  dem  Ho- 
rizont und  dem  ersten  Vertical  nahe  ist,  da  in  diesen  Fällen  der  Nenner 
der  ersten  derselben  klein  wird. 

22. 

Bis  jetzt  habe  ich  die  wegen  der  Aufstellung  des  Aequatoreals  er- 
forderlichen Reductionen  der  Beobachtungen  von  fi,  m  und  tj  abhängig 
gemacht,  allein  man  kann  sie  auch  unmittelbar  von  a,  p  und  q  abhängig 
machen.  Um  die  hieraus  entstehenden  Ausdrücke  möglichst  einfach  zu 
machen  werde  ich  indess  nicht  a  und  p  selbst,  sondern  zwei  andere 
damit  in  enger  Verbindung  stehende  Constanten  einführen*.  Im  Art.  15. 
wurde  schon  u=s  —  a  cos  9  gesetzt,  setzt  man  nun  hier 

(5^)  |w=      ttcos^f+psin? 

|jp'= — u  sin  9-1-/)  cos  9 
so  wird  zufolge  der  (36)  (i  sinm=:u,  fi  cosm=p,  und  substituirt  man 
diese  sowohl  wie  (37)  in  die  (3),  so  ergiebt  sich 

fKk^\  I  ^  =  ^'+  (9— w  tg  q>)  -l-p'tg  d'sin  T  H-tt  tg  d'cos  t 

|^  =  d^-|-/>  cos  r — ttsmr 
die  man,  wenn  a,  p  und  q  im  Voraus  ermittelt  worden  sind,  auch  zur 
^Reduction  der  Beobachtungen  anwenden  kann,  allein  wenn  viele  Be- 
obachtungen zu  reduciren  sind ,  so  scheint  es  vortheilhafter  durch  die 
Methode  des  Art.  15.  /u ,  m  und  q  aus  u ,  p  und  q  zu  berechnen ,  und 
darauf  die  Ausdrücke  (3)  zur  Reduction  derselben  anzuwenden. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  können  übrigens,  wenn  man  die  ähn- 
lichen, welche  die  Beobachtung  eines  zweiten  Sterns  liefert,  mit  an- 
wendet, dienen  um  u\  p'und  q — u  tgf^;,  das  ist  tj,  unmittelbar  aus  cö- 
lestischen  Beobachtungen  zu  finden.  Nennt  man,  wie  in  den  Artt.  H. 
und  1 2.  für  den  zweiten  Stern  die  analogen  Grössen  <,  d,  ^,  d,  so  be- 
kommt man  der  ersten  Methode  des  Art.  12.  analog 

/ {^-^)  cos  t'^  (d-CJ^)  COl  T 

/  M  a\  I  sin  («  -  T ) 

^   ^ »  ^/_  ((T-cT)  sin  <'-  (d-d')  sin  r 

P  ~  sin  (<'-  t') 
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worauf  r^  aus  einer  der  beiden  folgenden  hervorgeht 

tj  =r  (t — T )  — />'  tg  (>'  sin  r  —  u  tg  d'  cos  r 
=  (/  —  t')  — p  tg  d'  sin  t' —  u  tg  d'  cos  i' 
Der  zweiten  Methode  des  Art.  12.  analog  ergiebt  sich 

**  ~  8(ig<r+«gd')8iii«i(T'-o 

,_  |(r-O-(<-0| {sin  t'-  sin  <'}-|.|(^-a')  -  |d-d')}  jtgcTcoB  x'-  tgifcofl«'} 


;j  = 


(53) 


«(«gcr'+«gir)siD»i(''-0 

und  i;  wird  wieder  aus  den  obigen  Ausdrücken  berechnet.  Hat  man 
stati  der  einmaligen  Beobachtung  zweier  Sterne  Einen  Stern  zwei  Mal 
beobachtet,  so  andern  sich  die  vorstehenden  Ausdrücke  in  folgende  ab: 

■  (53*) 


U=s 


«8inJ(r-0 


p  = 


Hat  man  im  Voraus  q  durch  eine  der  Methoden  der  Artt.  18.  oder  19. 
bestimmt,  so  bekommt  man  u  und  ;>' durch  die  Beobachtung  Eines  Sterns 
aus  den  folgenden  Ausdrücken 


lg<r-tgy  C08(t  +  9) 
,       {t  —  t'—  g)  8iD  t'+  (<f  —  cf )  |lg  <rco8  f—  lg  <y>  C08g}  j 

tgef— tg9  0os(r +9)  * 


(54) 


und  tj  muss  aus  der  folgenden  berechnet  werden, 

ijÄsgf  — tt  tgy=s^  — tt'tgy  cos^H-p'tgy  sin^f    .    .    (54*) 

die  leicht  aus  (51*)  hervorgehen. 

Alle  Ausdrücke  dieses  Artikels  sind  aber  mehr  zusammengesetzt, 
wie  die  der  Artt.  12.  und  21.,  weshalb  sie  sich  weniger  zur  Anwendung 
eignen  wie  diese. 


Anwendung  und  Bestimmung  des  dritten  Systems  von  Reductions- 

elementen. 


23. 
Im  Vorhergehenden  sind  zwei  Systeme  von  Reductionselementen 
eingeführt  worden,  nämlich  einestheils  /u,  m,  y,  t,  ä,  c  und  anderntheils 


1 
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a,  p,  q,  i,  k,  c,  es  lässt  sich  aber  noch  ein  drittes  System  einführen, 
welches  in  vielen  Fällen  mit  Nutzen  angewandt  werden  kann ;  dieses 
will  ich  jetzt  entwickeln. 

Verbindet  man  das  in  dieser  Abhandlung  stets  angewandte  Ende  der 
Declinationsachse  und  den  Pol  des  Aequators  mit  einem  Bogen  grössteo 
Kreises,  nennt  die  Länge  desselben  90®+A,  und  den  Stundenwinkel, 
unter  welchem  er  liegt,  90^+0,  so  entsteht  zwischem  diesem  Ende  der 
Declinationsachse,  dem  Pol  des  Aequators  und  dem  des  Aequatoreals  ein 
neues  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  die  Seiten  90^+A,  90®-+-»  und  u 
sind,  und  den  beiden  erstgenannten  dieser  bez.  die  Winkel  90<>-|- r'+m 
und  90®— ö — y  gegenüber  liegen.  Dieses  Dreieck  giebt  die  Gleichungen 

!cos  A  cos  (ö-l-y)  =  cos  i  cos  {r"+  m) 
cosA  sin  (ö+y)  =  cos  i  cos  fi  sin  (r'+m)  — sin  i  sin  ^ 
sin  X  =  cos  i  sin  /j.  sin  (/+  m)  +  sin  i  cos  fi 

welche  A  und  0  bestimmen.    Nennt  man  den  dritten  Winkel  in  diesem 

Dreieck  A»  so  erhält  man 

,     V         (  cos  A  sin  A=      sin  /j.  cos  {t"+  m) 

(  COS  A  cos  A==  —  sm  fi  sm  t  sm  (t  +  «ij  -h  cos  fi  cos  t 

woraus  A  hervorgeht.  Ich  füge  diesem  hinzu,  dass  A  und  A  immer 
zwischen  den  Grenzen  1^90®  bestimmt  werden  müssen,  und  dass  dem 
zufolge  ö-i-y  und  r'+m  immer  zugleich  entweder  im  ersten  und  vierten, 
oder  im  zweiten  und  dritten  Quadranten  liegen. 

Durch  denselben  Bogen  90®  +A  haben  wir  zwischen  dem  genannten 
Ende  der  Declinationsachse,  dem  Pol  des  Aequators  und  dem  Punkt  S 
der  Kugeloberfläche  ein  zweites,  neues  sphärisches  Dreieck  erhalten,  in 
welchem  die  Seiten  90®— fe,  90®— ^  und  90®-|-A  sind,  und  den  beiden 
erstgenannten  die  Winkel  90®-hö — r  und  90®  —  c — d" — A  gegenüber 
liegen.   Hiemit  ergiebt  sich  also 

icos d  cos  (t — d)  =  cos  k  cos  (*"-+•  c  +  A) 
cos  S  sin  (t — ö)  =  cos  k  sin  A  sin  {d"+  c  +  A)  +  sin  fc  cos  A 
sin  S  Ä=  cos  k  cos A  sin  {d"+  c  +  A)  —  sin  fe  sin  A 

wodurch  t  und  d  bestimmt  werden. 

Man  kann  hiedurch  auch  die  Summe  der  in  den  Artt.  3.  und  5. 
eingeführten  Winkel  n  und  n  bestimmen,  denn  man  findet  leicht,  dass 
der  dritte  Winkel  in  dem  zuletzt  angewandten  Dreieck  90  ® -|-;r-l-7r'  ist. 
Es  wird  also 
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cos  d  cos  (;r-|-7r')  =  cos  X  cos  (d"-l-  c  -h  A )  ) 

cos  d  sin  (n-^n)  =  cos  A  sin  fc  sin  {d"+  c  -+•  A)  +  sin  A  cos  fc )  ^  ^ 
welche  n+n  geben.  Auf  diese  Art  wird  die  Reduction  der  Beobach- 
tungen durch  Hülfe  der  vier  Reductionselemente  A,  0,  c  +  A  und  k  aus- 
geführt, welche  unverändert  bleiben,  so  lange  der  Stundenkreis  unver- 
ändert stehen  bleibt,  und  auf  die  Angabe  /  zeigt,  wovon  aber  die  drei 
ersten  sich  mit  r"  ändern.  Man  erkennt  leicht  die  Analogie  zwischen 
diesen  Reductionselementen  und  den  beim  Gebrauch  des  Passagen- 
instruments oder  des  Meridiankreises  vorkommenden.  Es  ist  nämlich 
ohne  Rücksicht  auf  das  algebraische  Zeichen  A  die  kleinste  Entfernung 
des  Pols  des  Aequators  von  dem  Kreise,  den  die  auf  der  Declinations- 
achse  senkrecht  stehende  Absehenslinie  bei  einer  Drehung  des  Fernrohrs 
um  diese  Achse  auf  der  Kugeloberfläche  beschreibt,  6  ist  der  Stunden- 
winkel, unter  welchem  dieser  Kreis  den  Aequator  schneidet,  und  k  ist 
die  Collimation  der  Absehenslinie.  Das  Reductionselement  c-i-A  \^^^ti 
mit  der  Collimation  des  Kreises  am  Meridiankreise  gegen  den  Aequator 
oder  den  Pol  desselben  verglichen  werden. 

Die  Gleichungen  (55)  und  (56)  geben  die  Reductionselemente  A,  6 
und  A  strenge  aus  /i,  m  und  y,  will  man  dieselben  strenge  aus  a,  (p'  und  q 
ableiten ,  so  muss  man  erst  durch  Anwendung  von  (ä9)  und  (30)  fi ,  m 
und  Y  aus  diesen  ableiten  und  dann  sich  der  (55)  und  (56)  bedienen. 
Es  folgen  aus  denselben  leicht  die  entgegengesetzten  Gleichungen,  welche 
(i,  m  und  Y  aus  A,  6  und  A  geben,  die  ich  aber  hier  weglasse. 

Da  d  überhaupt  90 <^  nicht  übersteigen  kann,  so  folgt  aus  den  (57), 
dass  bei  irgend  einer  Angabe  r"  des  Stundenkreises  kein  Stern  in  die 
Absehenslinie  gelangen  kann ,  dessen  Declination  grösser  ist  wie 

90o_feq:A 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  A  positiv,  und  das  untere,  wenn  A  ne- 
gativ ist.  Es  folgt  ferner,  dass  für  dieses  Maximum  der  Declination,  die 
in  dieser  Stellung  des  Stundenkreises  beobachtet  werden  kann, 

T— 6  =  90»  oder  =270« 
ist,  jenachdem  A  positiv  oder  negativ  ist.  Jeder  Stern,  dessen  Declination 
kleiner  wie  dieses  Maximum  ist,  gelangt  täglich  zwei  Mal  in  die  Ab- 
sehenslinie, und  für  den  einen  dieser  Durchgänge  ist 

r— ö<90ö  oder  bez.  270« 
für  den  andern  hingegen  ist 

T— ö>90<>  oder  bez.  270« 


n 
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Tür  den  einen  Durchgang  ist  ferner 

d"-l-c-i-A<90« 
und  für  den  andern 

Man  siebt  hieraus,  dass  sehr  wohl  für  beide  Durcbgtoge  d"+ceüi 
weder  grösser  oder  kleiner  wie  90  •  sein  kann. 


2i. 

Wenn  fi  so  klein  ist,  dass  man  sin  /usss/a  und  cos  /a^I  setzen  darf, 
so  erhält  man  folgende  genäherte  Ausdrücke  aus  den  vorhergebendeo 
strengen.    Die  (55)  und  (56)  geben 

k  =  t  -h  ^  sin  (r'-h  w) 
A==/u  cos(t'+iii) 
wo  f]  wieder  die  Collimation  des  Stundenkreises  bedeutet,  und  also 

ist,  und  aus  den  (57)  erhält  man 

m^  (T  =  T'-i-i?-l-itg(*''-i-c)  +  fcsec(<r-hc) 

deren  Identität  mit  den  (3)  und  (7)  leicht  zu  erkennen  ist,  die  aber  eine 
andere  äussere  Form  haben.   Aus  (58)  bekommt  man  ferner 
(61)      .      .      .     jr-|-7r«Asec(crVc)+*tg(*"+c) 
welche  mit  der  Summe  aus  (5)  und  (1 0)  übereinstimmt. 

Wenn  ausser  i  die  Reductionselemenle  /i ,  m  und  tj  gegeben  sind, 
so  erhält  man  0,  X  und  A  durch  die  (59),  wenn  im  Gegentheil  für  irgend 
einen  Werlh  von  /die  Reductionselemente  i,  6,  X  und  A  gegeben  sind, 
so  bekommt  man  r/ ,  fi  und  m  aus  den  folgenden 

/Asin(T'-i-m)  =  A— » 

^  cos  (/+ m)  ast  A 

worauf  man  durch  die  (59)  zu  den  Werthen  von  6,  A  und  A  Uber^hen 
kann,  die  irgend  einem  andern  Werthe  von  /zukommen.  Man  kann  aber 
auch  bei  diesem  Uebergange  die  Berechnung  von  fi,  m  und  tj  verm^den. 
Nehmen  wir  an,  dass  zur  Ablesung  r,  am  Stundenkreise  die  Reductions- 
elemente  d^ ,  A|  und  Ai  gehören ,  so  erhält  man  aus  den  vorstehenden 
Gleichungen  leicht 
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e^  =ö-i-tJ— t"  \ 

A,  =  f  -h  A  sin  K—t')  -h  (A~t)  cos  «— r )  [     .     .     (63) 
At=       A  cos  (tJ— t")  ~  \x—i)  sin  (tJ— r") ) 
welche  6^,  l^  und  Ai  unmittelbar  aus  9,  il  und  A  geben.   Will  man 
a ,  p  und  9  statt  /a  ,  m  und  i;  aus  A ,  0  und  A  ableiten,  so  bekommt  man 
leicht  aus  der  Verbindung  von  (62)  mit  (36)  und  (37) 

A  «ing—  (il— t)  co8  6| 


a 

COBfp 


(64) 


;>  =  A  cos  ö-h (A— t)  sin  ö 
5^  =  0 — t" — a  sin  9 
und  hieraus  bekommt  man  sogleich  die  Ausdrücke,  welche  die  entgegen- 
gesetzte Aufgabe  lösen ,  nämlich 

0  =  r'-t-  q  +  cc  sin  (p  \  ^ 

A  =t— •«  cosy  cosö+/>  sin  ö>     .     .     ,     .     (65) 
A=       a  COS9  sin  ö-hp  cosö) 
welche   6 ,  X  und  A  für  irgend  einen  Werth  von  /  geben ,  nachdem 
a ,  p  und  q  auf  irgend  eine  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Arten 
gefunden  worden  sind. 

25. 

Wenn  fi  grösser  ist,  als  dass  die  Annahme  sin  /i  =  /i  und  cos  /i = 1 
zulässig  wäre,  so  folgen  dennoch  durch  Anwendung  der  eben  eingeführten 
Reductionselemente  einfache  Formeln  fur  die  Reduclion  der  Beobach- 
tungen am  Aequatoreal.  Nehmen  wir  immer  noch  an ,  dass  t  und  k  klein 
seien,  so  bekommen  wir  aus  (55)  und  (56)  zur  Bestimmung  von  0,  X  und  A 
die  folgenden  einfachen  Formeln : 
tg  (ö-hy)  =  cos  fi  tg  (r'-h  m)  —  ri  sin  fi  sec  (/+  m)  \ 

sin  A  sss  sin  ^  sin  (t '+  m)  -+•  rt  cos  fi  )    (66) 

tg  A  =  tg  /u  cos  (t'-H  m)  -h  ri  ig^fi  cos  (/+  m)  sin  (t'-H  m) ) 

die  in  Bezug  auf /i  strenge  sind,  und  wo  ^  =  55^^55^  gesetzt  werden  darf. 
Aus  den  (57)  ergiebt  sich  ferner 
tg  (t— 6)  =  sin  X  tg  (d"-i-  c  -h  A)  -H  »•*  cos  A  sec  (*"■+•  c  -h  A) 

(j=(j"+c  +  A— ir(fe«-^.A*)tg(<^-^■^^-A)— ^*Asec(d"-i-c+A)i 

die  den  (8)  analog  sind,  und  in  deren  zweiter  das  vorletzte  Glied  der 
Correction  entspricht,  die  man  an  den  Beobachtungen  an  Meridian- 
instrumenten  wegen  der  KrUmmong  der  Bahn  der  Sterne  im  Felde  des 
Fernrohrs  anzubringen  pflegt. 


(67) 
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Die  erste  Gleichung  (67)  ist  in  Bezug  auf  A  und  A  strenge/  aber 
die  zweite  berücksichtigt  von  k  keine  höheren  Potenzen  wie  das  Quadrat, 
und  es  kann  sich  daher  ereignen,  dass  sie  für  extreme  Fälle,  nämlich  für 
die,  wo  bei  einem  grossen  Werth  von  A  der  beobachtete  Stern  während 
der  Beobachtung  dem  Pol  des  Aequatoreals  sehr  nahe  war,  nicht  die  ge- 
wünschte Genauigkeit  giebt.  Für  diesen  Fall  zieht  man  aber  aus  den  (57) 
die  folgenden 

!cos  d  cos  (t —  6)  =  cos  (d"+  c  +  A) 
cos  d  sin  (r — ff)  =  sin  A  sin  {d^+  c  +  ^)+rk  cos  A 
sin  d  =  cos  A  sin  {0^'+  c  +  A)  —  ^^  s^^  ^ 

die  d  und  r  stets  mit  aller  möglichen  Sicherheit  geben,  weil  der  Pol  des 
Aequatoreals  in  denselben  umgangen  ist.  Die  Gleichungen  (66)  und  (68) 
sind  die,  worauf  sich  die  am  Ende  des  Art.  4.  befindliche  Bemerkung 
bezieht. 


26. 


Durch  Beobachtung  von  zwei  Sternen  bei  unverändert  gelassener 
Ablesung  am  Stundenkreise  kann  man  vermittelst  der  Gleichungen  (57) 
A,  6y  c  +  A  und  k  bestimmen.  Da  aber  dabei  die  Bestimmung  von  k 
gemeiniglich  nur  unsicher  ausfällt,  so  will  ich  diese  Aufgabe  nicht  aus- 
führen, sondern  k  durch  eine  der  Methoden  der  Artt.  9.  und  10.  als 
gegeben  betrachten.  Es  sind  also  A,  0  und  c  +  A  zu  bestimmen.  Die 
strenge  Auflösung  dieser  Aufgabe  kann  genau  so  durchgeführt  werden, 
wie  die  des  Art.  H .,  weshalb  ich  nur  die  Resultate  hinschreiben  werde. 
Man  berechnet  zuerst  entweder  S  und  x  oder  S  und  \p  aus  den  folgenden 
Gleichungen 

cos  f  cos  ;f  =  cos  k  sin  ((^'—  d") 

(69)  .    .    { cos  f  sin  ;f  =  sin  ä  cos  ft  (1  —  cos  {d"—  d") ) 

sin  f  =  sin*Ä  +  cos'fc  cos  [d" —  d") 

cos  f  sin  1/;  =  cos  d  sin  (t — t) 

(70)  .    .    {cosf  cosv;=cosd  sin  rf  cos  (t— /)  — sin  d  cosd^ 

sin  f  =  cos  d  cos  d  cos  (r — t)  +  sin  d  sin  d^ 

YfO  t,  d  und  d"  für  den  einen  Stern  dasselbe  bedeuten,  was  t,  d  und  d" 
für  den  andern.    Hierauf  bekommt  man  entweder 
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I     /   Ä         \  ^  COS  d  cos  d  sin  (t—t) 
^\^         X)  Bin  Z-fiinfT  — sind       '       ' 


(71) 


oder 


cotg(.".v>)=^i'y,:r (72) 

oder  auch  enlweder 

-     /    •         N  sin  (t— «) 

oder 

tg(;T"-V')=sinfctgi(<)^-d") (74) 


sin  (f  cos  (t— 0  —  ig  d  cos  cf 


(73) 


WO  TT  ssn+n  ist.    Man  erhält  auch  nachdem  blos  x  und  i/;  durch  die 
beiden  ersten  (69)  und  (70)  gerechnet  worden  sind 

7t"=x+tlJ (75) 

Nachdem  n  berechnet  worden  ist,  ergiebt  sich  k  und  0  aus  folgenden 

cos  X  cos  (t — 0)  =  cos  k  cos  n"  \ 

cos  A  sin  (r — 0)  =  cos  k  sin  d  sin  7r"+  sin  fc  cos  (J  >    .    .     .     .     (A) 

sin  A  =  cos  k  cos  ä  sin  n" —  sin  &  sin  (^) 

und  c  +  /^  aus  folgenden 

cos  k  cos  (()'"+  c  +  A)  =  cos  rf  cos  (t — 0) 

cos  &  sin  {d"+  c  +  A)  =  cos  ^  sin  A  sin  (r— Ö) .+  sin  d  cos  A 

oder  A  und  c+A  ^^s  folgenden 

cos  A  cos  (d"+  c  +  A)  =  cos  d  cos  tt" 

cos  A  sin  (<J"+  c  +  A)  =  cos  d  sin  fc  sin  n  +  sin  <>  cos  fc }   .    .    (C) 

sin  A  SS  cos  d  cos  fc  sin  n  —  sin  d  sin  k 


(B) 


.(D) 


und  6  aus  folgenden 

cos  d  cos  (t — 0)  =  cos  k  cos  (d"+  c  +  A)  • 

cos  d  sin  (t — 6)  =  cos  &  sin  A  sin  (()"+  c  +  A)  +  sin  &  cos  A 

Man  kann  auch,  nachdem  n  gefunden  ist,  A,  0  und  c  +  A  ^"^^  einmal 
aus  folgenden  rechnen 


sin  (45^  +  iA)  sin  ^{c  +  ^  +  e  +  d"—r)  =  cos{l^o^  +  i7t 
sin  (45^  +  ^A)  cos4^(c  +  A  +  ö  +  d"— r)  =  sin  (45«  +  i7r 
cos(45o  +  iA)  sini(c  +  A  — Ö  +  (y"+T)  =  sin  (45^  +  ^71 
cos(45»  +  iA)  C0S4  (c  +  A— ö  +  ^"+T)  =  cos(45<>  +  i7r 

Man  erkennt  leicht,  dass  die  vortheilhafteste  Lage  der  beiden  Sterne  wie- 
der die  ist,  dass  S  n^he  gleich  Null  wird,  welches  eine  Entfernung  der 
beiden  beobachteten  Punkte  der  Himmelskugel  von  nahe  90^  verlangt. 


)  sin  i  (df-Ä)  1 

)  COS-i-(d+Ä) 

)  sin  i  {ä+k) 
)  cosi(d—k) 


(76) 
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27. 

Man  erkennt  schon  aus  der  eben  abgeleiteten  strengen  Auflösung,  dass 
man  k  und  A  bestimmen  kann ,  ohne  den  Stand  der  bei  den  Beobach- 
tungen angewandten  Uhr  zu  kennen,  dasselbe  zeigt  die  genäherte  Auf- 
lösupg  auch,  die  ich  jetzt  vornehmen  werde.  Wenn  A  und  folglich  auch  A 
so  klein  sind,  dass  man  ihre  Quadrate  und  Producte  übergehen  darf,  so 
geben  die  auf  zwei  bekannte  Sterne  angewandten  Gleichungen  (60) 

r—e—k  secd=A  tgd 
t  — 0 — k  sec  d  =  A  tg  d 
woraus  man  sogleich 

n^\  1  —  ^^"^""^  ^^^  cF  -h  fc  sec  d 

^      ^ tg  J  —  lg  d 

erhält,  und  da  hierin  nur  der  Unterschied  der  beiden  Stundenwinkel 
vorkommt,  so  wird  X  unabhängig  vom  Stande  der  Uhr  gefunden.  Dieser 
Ausdruck  fllr  A  ist  dem  gleich,  der  für  die  Bestimmung  derselben  Grosse 
beim  Passageuinstrument  und  dem  Meridiankreise  angewandt  wird.  Die 
(60)  geben  femer 

nfi\    '  i  ^=zd—d"—c 

(  ^  =  a^*a  — c 

aus  welchen  man  das  arithmetische  Mittel  nehmen  kann,  nachdem  c  durch 
die  Methoden  der  Artt.  9.  und  10.  gefunden  worden  ist.  Wenn  man  nicht 
A  selbst,  sondern  nur  /^  +  c  kennen  lernen  will,  so  ist  sogleich 

#  (  A+.^  =  ""~* 

Kennt  man  den  Uhrstand,  so  kann  man  aus  denselben  Beobachtungen 
auch  0  bestimmen,  denn  alsdann* kann  man  aus  den  beobachteten  Zeiten 
T  und  t  berechnen,  und  die  obigen  Gleichungen  geben 

,,jg.  (Ö=T  — Ä  secd— A  tgd 

^     ' i    =f— fcsecd  — A  tgd 

Hat  man  durch  die  Methode  des  Art.  1 9.  9  bestimmt,  wozu  die  Kenntniss 
von  i  erforderlich  ist,  die  man  immer  mit  der  von  c  und  k  zugleich  er- 
langen kann ,  so  kann  man  auf  die  folgende  Art  6  berechnen,  und  durch 
dieselben  Beobachtungen  den  Uhrstand  bestimmen.  Verbindet  man  die 
Gleichungen  (59)  mit  der  ersten  (36)  und  der  (37) ,  so  findet  man 

(80)      e  =  T+  q  —  (A— i)  tg  (p  cos  (t'+  ?)  +  A  tg  9)  sin  (t"+  q) 
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neDDt  man  nun  die  beobachteten  Uhrzeiten  T  und  T^ ,  die  graden  Auf- 
steigungen der  beiden  Sterne  a  und  a^  und  die  Gorrection  der  Uhr  A  T, 
so  ergiebt  sich  aus  (79) 

=:a^—T^+-^{e  +  kigd  +  k&ecd))      *     '     '      ^     ^ 

Alle  diese  Ausdrücke  sind  denen,  die  beim  Gebrauch  des  Passagen- 
instruments angewandt  werden,  analog,  nur  braucht  hier  nicht  die  De- 
clinationsachse,  welche  die  Drehungsachse  des  Passageninstruments  ver- 
tritt« horizontal  zu  sein,  sondern  kann  jede  beliebige,  übrigens  mögliche, 
Neigung  gegen  den  Horizont  haben. 


§.iv. 

Einführung  von  mehreren  Absehenslinien,  und  Reduction  der  an  den- 
selben angestellten  Beobachtungen. 


28. 

Bis  jetzt  habe  ich  angenommen,  dass  das  Aequatoreal  nur. Eine  Ab- 
eehenslinie  habe,  deren  Lage  gegen  die  Declinationsachse  und  den  Null- 
punkt des  Declinationskreises  durch  die  Reductionselemente  c  und  k  be- 
stimmt wurde,  allein  es  ist  jedenfalls  dienlich  im  Brennpunkt  des  Objectivs 
ein  solches  Fadennetz  einziehen  zu  lassen,  wie  das  in  den  Meridiankreisen 
befindliche,  wodurch  man  mehrere  Absehenslinien  erhJilt,  die  man  alle 
bei  den  Durchgängen  der  Sterne  zur  Erziel ung  einer  grösseren  Genauig- 
keit benutzen  kann.  Sei  daher  in  der  durch  die  Achse  des  Declinations- 
kreises und  den  Mittelpunkt  des  Objectivs  gehenden  Ebene  in  der  Brenn- 
weite des  letzlei-en  Ein  Faden,  oder  besser  ein.  wenige  Secunden  von 
jeinander  abstehendes.  Paar  paralleler  Fäden  eingezogen,  um  dazwischen 
die  Sterne  in  Bezug  auf  die  Declination  einzustellen,  und  senkrecht  darauf 
eine  ungrade  Anzahl  Fäden ,  die  in  passenden  Intervallen  von  einander 
abstehen,  um  bei  unverrücktem  Stande  des  Stundenkreises  die  Durch- 
^ngszeiten  der  Sterne  zu  beobachten ;  diese  werde  ich  die  Stunden- 
t&den ,  und  die  Mitte  zwischen  jenem  Paar  paralleler  Fäden  den  Decli- 
nationsfaden  nennen. 
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Durch  die  Durchschnillspuakte  der  Slundenf^deo  mit  dem  Decli- 
DatioQsfaden  werden  eben  so  viele  Absehenslinien  gebildet,  und  ich 
nehme  im  Folgenden  an ,  dass  man  nur  an  diesen  beobachtet  habe.  Ich 
setze  daher  voraus,  dass  man  während  des  Durchganges  eines  Sterns, 
bei  welchem  der  Stundenkreis  unverändert  stehen  geblieben  ist,  dem 
Fernrohr  die  kleine  Bewegung  um  die  Dech'nationsachse  mifgetheilt 
habe,  die  nöthig  ist,  um  den  Stern  in  so  weit  zwischen  dem  Paar 
paralleler  Fäden  zu  erhalten,  dass  man  die  Antritte  an  die  Stundenfäden 
so  betrachten  kann,  als  wären  sie  genau  in  den  oben  genannten  Durch- 
schnittspunkten erfolgt.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  desto 
weniger  Sorgfalt  hierauf  zu  verwenden  braucht,  je  genauer  der  Per- 
pendicularismus  eines  jeden  Stundenfadens  zum  Declinationsfaden  her- 
gestellt worden  ist. 

Stellt  man  an  jedem  Stundenfaden ,  oder  an  mehreren  derselben, 
den  Stern  genau  zwischen  die  Declinationsfaden  ein,  und  hat  man  in  der 
Zwischenzeit  hinreichende  Zeit  zum  Ablesen  des  Declinationskreises ,  so 
kann  man  auch  während  Eines  Durchganges  eines  Sterns  mehrere  Decli- 
nationsbeobachtungen  erhalten.  Man  könnte  diese  Bestimmungen  da- 
durch erleichtern  und  vervielfältigen ,  dass  man  den  Declinationsfaden 
beweglich  einrichtete,  und  mit  einer  Micrometeisch raube  versähe,  worauf 
man  die  Purchgänge  der  Sterne  bei  auch  unverändert  gelassenem  Decli- 
nationskreise  beobachten  könnte.  Ich  werde  aber  hierauf  im  Folgenden 
keine  Rücksicht  nehmen,  da  die  hiefur  nöthige  Abänderung  der  Formeln 
leicht  zu  finden  ist,  und  bemerke  nur,  dass  wenn  bei  dieser  Einrichtung 
nicht  alle  Stundenfilden  genau  senkrecht  auf  dem  Declinationsfaden  stehen, 
die  Reductionen  mehr  zusammengesetzt  werden. 

Die  durch  den  mittleren  Stundenfaden  bestimmte  Absehenslinie  soll 
die  sein,  worauf  sich  die  Reductionselemente  c  und  k  beziehen,  und  wenn 
der  Declinationsfaden  in  der  oben  bezeichneten  Ebene  liegt,  so  ist  klar, 
dass  €  sich  auch  auf  alle  übrigen  Absehensiinien  bezieht.  Läge  derselbe 
nicht  genau  in  der  genannten  Ebene,  sondern  machte  mit  derselben  den, 
in  Theilen  des  Kreisradius  auszudrückenden,  kleinen  Winkel  i\  so  wäre 
für  die  Seitenfäden  nicht  c ,  sondern  c  +  i'f  das  eine  bestimmende  Ele- 
ment, wenn  fden  in  Theilen  des  grössten  Kreises  auf  der  Kugeloberfläche 
auszudrückenden  Abstand  des  Seitenfadens  vom  Mittelfaden  bezeichnet. 
Das  andere  Element,  welches  zur  Bestimmung  der  durch  einen  Seiten- 
faden gehenden  Absehenslinie  erfordert  wird,  ist  f+k. 
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Für  die  an  der  einen  Seite  des  JVIittelfadens  liegenden  Seitenfäden 
ist  f  positiv,  und  für  die  an  der  andern  Seite  liegenden  negativ.  Um 
über  das  Zeichen  von  f  zu  unterscheiden  richte  man  das  Fernrohr  des 
beiläufig  normal  aufgestellt  gedachten  Aequatoreals  so,  dass  sowohl 
Stunden  -  wie  Declinationskreis  nahe  Null  angeben  müssen ,  dann  ist  /' 
positiv  für  die  Fäden,  die  in  der  Wirklichkeit  östlich,  und  negativ 
für  die,  welche  westlich  vom  Mittelfaden  liegen;  dieses  folgt  leicht 
aus  der  von  k  im  Art.  4.  gegebenen  Definition,  und  es  folgt  ferner 
daraus ,  dass  jeder  Faden  sein  auf  diese  Art  bestimmtes  Zeichen ,  Plus 
oder  Minus,  unter  allen  Umstünden  beibehält.  Es  wird  nach  dieser  An- 
ordnung stets  jeder  Stern  die  negativen  Fäden  zuerst  berühren,  wenn 
d"-|-c  +  ^  zwischen  ±90®  liegt,  und  jeder  Stern  wird  im  Gegentheil 
die  positiven  Fäden  zuerst  berühren,  wenn  tf"+c  +  A  diese  Grenzen 
übersteigt. 


29. 

Die  Aufgabe,  die  auf  die  eben  beschriebene  Art  angestellten  Be- 
obachtungen zu  reduciren,  ist  im  Vorhergehenden  vollständig  gelöst, 
in  so  fern  man  jeden  beobachteten  Antritt  an  einen  Stundenfaden  und 
jede  Einstellung  und  Ablesung  der  Declination  als  einzelne  Beobachtung 
betrachtet,  und  es  ist  nichts  weiter  an  den  Formeln  zu  ändern,  als 
allenthalben  c  +  i'f  stall  c,  und  f+k  statt  k  darin  zu  substituiren.  Man 
muss,  nachdem  die  Reductionen  einzeln  zu  Ende  geführt  worden  sind, 
aus  allen  erhaltenen  Werthen  von  r  und  d  das  arithmetische  Mittel 
nehmen,  welches  alsdann  für  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Beobach- 
tungszeiten gilt. 

Allein  dieses  Verfahren  lässt  sich  vereinfachen  und  dahin  führen, 
dass  man  alle  beobachteten  Antritte  an  die  Stundenfäden ,  und  alle  ein- 
gestellten und  abgelesenen  Declinationen  so  zu  Einem  Resultat  ver- 
einigen kann ,  wie  es  bei  den  beobachteten  Durchgängen  am  Passagen- 
instrument und  am  Meridiankreise  gebräuchlich  ist,  und  zwar  kann  dieses 
auf  mehrere  Arten  geschehen.  Wenn  k  sehr  klein  ist,  so  sind  diese  Re- 
ductionen von  wenigem  Belange,  aber  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist, 
ein  Umstand,  welcher  in  dieser  Abhandlung  immer  mit  betrachtet  wor- 
den ist,  so  können  sie  wesentlich  werden. 
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30. 


Es  ist  von  selbst  einleuchtend,  dass  man  sich  in  jedem  Falle  eine 
gewisse,  durch  den  Declinationsfaden  gehende,  Absehenslinie  denken 
kann ,  in  welcher  der  durch  das  Feld  des  Fernrohrs  gehende  Stern  in 
dem  Zeitmoment  gesehen  wird ,  welches  dem  arithmetischen  Mittel  aus 
allen  beobachteten  Antritten  (gleichviel  ob  an  allen  vorhandenen  Stunden- 
föden  beobachtet  worden  ist  oder  nicht)  gleich  ist,  wenn  man  daher  im 
Voraus  die  Lage  dieser  Absehenslinie  sucht,  und  darauf  durch  Hülfe  der 
dieselbe  bestimmenden  Elemente,  die  ich  mit  K  und  c  +  i'{K — k)  be- 
zeichnen werde,  nebst  den  übrigen,  unverändert  zu  lassenden,  Re- 
ductionselementen  von  den  Ablesungen  an  den  Kreisen  des  Aequatoreals 
zu  T  und  d  übergehl,  so  sind  es  schon  diese,  die  dem  arithmetischen  Mittel 
aus  den  beobachteten  Zeiten  angehören.  Von  dieser  Aufgabe  werde  ich 
zwei  Auflösungen  entwickeln. 

Wenn  man  t  überhaupt  den  Stundenwinkel  bedeuten  lässt,  welcher 
irgend  einem  der  beobachteten  Antritte  an  die  StundenfUden  angehört, 
so  findet'zufolge  des  Vorhergehenden  für  jeden  Fadenantritt  überhaupt 
die  folgende  Gleichung  statt, 

(81  *)     .     sin  {f+k)  =  —  sin  (J  sin  A  +  cos  d  cos  X  sin  (t  —  ff) 

die  durch  Multiplicationen  mit  cpsk  und  sinA  und  Subtraction  aus  den 
beiden  letzten  (57)  hervorgeht.  Wendet  man  diese  auf  »Fädenanlritte  an, 
und  nimmt  aus  denselben  das  arithmetische  Mittel,  so  bekommt  man, 
nachdem  für  sin  {f+  k)  der  Bogen  gesetzt  worden  ist,  welches  hier  für 
alle  Werthe,  die  f  in  unsern  Fernröhren  annehmen  kann ,  erlaubt  ist, 

k  +  —  2"f=i  —  sineJ  sin  A  + cos  d  cos  A  — -5  sin  (t — ff) 

Bezeichnet  man  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  beobachteten  Stunden- 
winkeln  mit  &,  und  den  Unterschied  eines  jeden  derselben  von  diesem 
Mittel  mit  A,  so  dass  überhaupt 

T=e+h 

wird,  so  bekommt  man,  weil  Sh  =  0  ist, 
-J- -T  sin  (r— ö)  =  sin  (0— Ö)  4" -S' cos  A  +  cos  (0— ö) -^ -S' (A  —  sin  A) 

und  die  vorstehende  Gleichung  geht  über  in 

k  +  ~^f+cosdco8X^sm{0—ff)^:^sm^ih  —  cos{e—e){^{h  —  Bmh)\ 

=1  —  sin  d  sin  X  +  cos  d  cos  X  sin  (0 — ff) 
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Zufolge  der  Defiaition  von  K  ist  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
gleich  sin  K  oder  bez.  gleich  K,  folglich  ist 

K=k+-l^Sf+cos(fcosk[sm{»—e)^2^^sin%h  —  cos{e—^^^  (82) 

Die  Grössen  sin^^^A  und  ä  — sin  A  kann  man  ein  für  alle  Mal  in  Tafeln 
bringen»  die  h  oder  -^h  zum  Argument  haben,  und  solche  Tafeln  be^ 
finden  sich  schon  von  B  es  sei  berechnet  im  6.  Bande  der  Astr.  Nachr. 
Wenn  daher  dund  0  gegeben  sind,  so  kann  man  durch  den  Ausdruck  (82) 
leicht  K  berechnen,  und  damit  die  ferneren  Reductionen  statt  mit  k  aus- 
führen. Wenn  ein  bekannter  Stern  beobachtet  worden  ist,  so  ist  d  un- 
mittelbar gegeben,  und  0  lässt  sich  leicht  berechnen.  Sei  die  grade 
Aufsteigung  dieses  Sterns  a ,  die  Gorrection  der  nach  Stemzeit  gehenden 
Uhr  A  T,  und  die  beobachteten  Zeitmomente  der  Fädenantritte  T,  T^ ,  etc., 
dann  sind  die  dazu  gehörigen  Stundenwinkel 

T=15(T+AT— a) 
Ti=<5(Tj+AT— a) 
etc. 
und  hieraus  folgt 


worauf  man 


ö  =  15  j:^-ST+AT— aj 
A  =  15  (T  — 4-:ST) 

etc. 

bekommt.  Wenn  es  ein  unbekannter  Stern  ist,  welchen  man  beobachtet 
hat,  dann  kann  man  zwar  d  durch  die  vorhergehenden  Formeln  immer 
noch  mit  einer  hinreichenden  Genauigkeit  erhalten,  aber  die  hinreichend 
genaue  Bestimmung  von  0  verursacht,  namentlich  in  den  Fällen,  wo  der 
beobachtete  Stern  dem  im  Art.  23.  erklärten  Maximum  der  Declination 
nahe  liegt,  oft  Schwierigkeiten,  weil  sie  wesentlich  mit  von  K  abhängt. 
Diese  Methode  K  zu  finden  lässt  daher  in  der  Anwendung  manches  zu 
wünschen  übrig.  Es  giebt  indess  einen  ausgedehnten  Fall ,  in  welchem 
man  sie  bequem  anwenden  kann,  tind  dieser  ist  derjenige,  wo  A  so 
klein  ist,  dass  man  für  die  Bestimmung  von  K  mit  der  ersten  Potenz  da- 
von ausreicht.   Die  Gleichungen  (60)  geben  in  diesem  Falle 

und  hiemit  geht  (82)  über  in 
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fc  + -L2/+ A  sin  d  — -rsin'iA-cos  d-l-^t*- s»"^*) 
(83)      .      .      Jr= ^— "     ,  , ' 

io  welcher  h&ufig  der  Nenner  gleich  Eins  gesetzt  werden  kann.  Zufolge 
des  Art.  24  ist  X=i  +  /4.  sin  (/+  m) 

in  welchem  Ausdruck  man  für  den  jetzigen  Zweck  i  immer  wird  über- 
gehen können. 


31. 

Die  zweite  Auflösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe,  die  ich  jetzt 
entwickeln  werde,  ist  von  den  Stunden  winkeln  selbst  unabhängig,  und 
verlangt  nur  deren  Unterschiede,  die  durch  die  Beobachtungen  der  Fäden- 
antritte unmittelbar  gegeben  sind. 

Wenden  wir  die  Gleichung  (81*)  auf  die  beiden  durch  K  und  f+k 
bestimmten  Absehenslinien  an,  und  schreiben  zur  Abkürzung  co  und  Jl 
bez.  für  T—  Ö  und  0—  Ö,  so  entstehen 

sin  K         =  cos  A  cos  d  sin  Jl  —  sin  A  sin  d 
sin  {f+  k)  =  cos  A  cos  <J  sin  co  —  sin  A  sin  d 
Diese  geben  durch  Addition  und  Subtraction,  und  wenn  man  fllr  sinK 
und  sin  {f+  k)  die  Bögen  setzt,  welches  hier  erlaubt  ist, 
.   .     ( f+k+K+2 sin A  sin  (y=  2  cos A  cosd  sin ^ {co+Jl)  cos -jt  (co— J2) 

\f+k—K  =2cosAcos(ycos4^(cD+J2)  sin4^((o— J2) 

Wenn  man  hieraus  ro+JZ  eliminirt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  £ 
die  folgende  quadratische  Gleichung, 

(85)  ä:*-2  {/4-*-2  if-hk)  sin*^  (w_fi)— 2  sin  d  sin  A  sin*+  (fti-fi)|Är 

4.{/4.Ä)»— 4{cos(d4.A)cos(d-A)-(/4.Ä)sindsinA}sinH(w— fl)+4cosMcosUsin*i(w-fij^ 

deren  Auflösung 

K  =  f+k—2  {f+k  +  sin  d  sin  A)  sin^i  (a>— J2) 

±  sin  {(o—Jl)  y  cos  {d+k)  cos  {d—X)  —2  {f+k)  sin  d  sin  A  —  {f+Uf 
giebt.    Nennen  wir  nun  die  in  Bogentheile  verwandelten  Zeitmomente 
der  n  verschiedenen,  beobachteten  Fädenantritte  w,  Wj,  etc.,  so  ist 

*/2  =  —  (co  +  föj  +  etc.) 
und  es  wird 

A  =  Q>  — Jl 

etc. 
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wo  A ,  A| ,  etc.  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  im  vor.  Art.  Hit  Ueber- 
gehung  der  Summen 

— -Ffsin'^A,  — .2PsinÄ,  etc. 
die  nie  merklich  werden  können ,  giebt  nun  die  obige  Gleichung  für  K, 
K=  k-t-^^f—  sin  d  sin  X-  ^sin»iA 

-1-  y  cos  (d+ A)  cos  (d  —  A)  '^^(h  —  sin  h)  +  -,  ^^^^^i^^lL,,,^ .  1  j;f  sin  h  (80 

und  es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  in  diesem  Ausdruck  die  oberen 
Zeichen  angewandt  werden  müssen,  wenn  d"+c  +  ^  zwischen  ±90® 
liegt,  die  unteren  Zeichen  hingegen,  wenn  rf"+c  +  A  diese  Grenzen 
übersteigt. 

Die  Grösse  fsin  h  kann  für  jedes  gegebene  Aequatoreal  ein  für  alle 
Mal ,  und  für  so  lange  als  nichts  an  den  Stundenfäden  geändert  wird, 
in  Tafeln  mit  dem  Argument  h  oder  -^h  gebracht  werden.  Diese  Art 
ÜT  zu  finden  setzt,  wie  man  sieht,  nur  d  als  bekannt  voraus,  und  diese 
Grösse  kann  man  immer  leicht  mit  hinreichender  Genauigkeit  im  Voraus 
berechnen ,  wenn  es  sich  nicht  etwa  um  einen  bekannten  Stern  handelt, 
in  welchem  Falle  d  unmittelbar  gegeben  ist. 


32. 

Im  Vorhergehenden  ist  blos  gezeigt  worden,  wie  man  K  findet, 
und  es  ist  daher  noch  übrig  anzugeben ,  wie  man  die  in  den  verschie- 
denen Absehenslinien  eingestellten  und  abgelesenen  Declinationen  auf 
die  Ablesung  hinführt,  die  in  der  durch  K  bestimmten  Absehenslinie 
statt  findet.  Wenn  X  klein  ist  und  der  Stern  dem  Maximum  der  Decli- 
nation  nicht  nahe  ist,  dann  kann  diese  Reduclion  zwar  durch  die  oben 
entwickelten  Ausdrücke  ausgeführt  werden,  aber  wenn  A  nicht  klein  ist, 
und  der  Stern  dem  Maximum  der  Declination  nahe  ist,  so  kann  es  sich 
ereignen,  dass  die  sonst  dazu  anwendbaren  zweiten  Ausdrücke  (8)  oder 
(67)  nicht  ausreichen. 

4 

Die  auf  beide  Absehenslinien  angewandte  dritte  Gleichung  (57) 
giebt,  wenn  man  die  zu  der  durch  K  bestimmten  Absehenslinie  gehörige 
Ablesung  am  Declinationskreise  mit  D"  bezeichnet, 

sin  d^CQsK  cos  A  sin  {D"+  c  +  %  [K —  fc)  +  A)  —  s^^  ^  sin  A 
sin  d=  cos  (/+fc)  cos  A  sin  (cf  +  c  +  i/+ A)  —  sin  (/"+fc)  sin  A 
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und  hieraus  bekommt  man  zuerst,  wenn  man  nur  auf  die  Quadrate  von 
K  und  f+k  Rücksicht  nimmt, 

sin  (/)"+ c  + 1  (£— Ä)  +  A)  —  sin  ((J''+ c -h  !'/•+)=  A 

-{f+k-K)tgl-ir\{f+ky-K'}sm{d"+c  +  i'f+A) 
wo  wie  oben  r  =  ^q^^^^"  gesetzt  werden  darf.  Aus  dieser  Gleichung  be- 
kommt man  auf  bekannte  Art,  wenn  man  fortwährend  von  den  eben  ge- 
nannten Grössen  die  Potenzen,  welche  die  zweite  übersteigen,  weglässt, 

(87)  D"^d"+t{f+k—K)  —  {f+k—K)  tg  A  sec  {d"+c  +  %f+^) 

+ir(/4.ik-Jf)ng^AsecV+c+i7+A)tg(*''+c+i7+A 
--ir  { {f+kr-K^'\  tg  {d''+  c  +  if+  A) 

wodurch  die  Reduction  der  Ablesungen  am  Declinationskreise  immer 
sicher  ausgeführt  werden  kann.  In  den  Fällen ,  in  welchen  man  einen 
hinreichend  genäherten  Werth  von  D"  im  Voraus  kennt,  kann  diese 
Gleichung  auch  wie  folgt  geschrieben  werden, 

(88)  /)"=  (r"+  %  if+k-K)  -  if+k-K)  tg  A  sec  { i  (Z)"+  (T)  +  c  +  A } 

-ir\{f+kf-K'\tg{i{D''+d')+c+A\ 
Es  lässt  sich   für  diese  Reduction   noch   ein   anderer,  von   den 
Zwischenzeiten   der  Beobachtungen    abhängiger,   Ausdruck    ableiten. 
Durch  Multiplicationen  mit  sin  A  und  cosA,  und  durch  Additionen  und 
Subtractionen  erhält  man  aus  den,  auf  beide  im  Vorhergehenden  be- 
trachtelen  Absehenslinien  angewandten ,  Gleichungen  (57) 
cosÜl  cos  (/)"+  c  +  i'  {K — k)  +  A)  =  cos  d  cos  Jl 
cos  K  sin  {D"+  c  +  %  {K—k)  +  A)  =  cos  *  ßiö  A  sin  J2  +  sin  d  cos A 
sin  K  =  cos  i  cos  A  sin  J2  —  sin  d  sin  A 

cos  (/*•+•  k)  cos  {d^'+  c  +  if+ A)  =  cos  d  cos  (o 
cos  (/"+  k)  sin  {d"+  c  +  tf+^)  =  cos  d  sin  A  sin  o>  -h  sin  d  cos  A 
cos  {f+  k)  SS  cos  d  cos  A  sin  Q>  —  sin  d  sin  A 

Durch  Multiplicationen  und  Additionen  dieser  Gleichungen  unter  ein- 
ander ergiebt  sich  leicht 

cos  K  cos  (k+f)  cos  (Z)"—  d"—  i  {f+k—K))  +  sin  K  sin  {f+k)  = 

cos'rf  cos  (w — Jl)  +  sinM 
woraus  durch  Einführung  der  Sinusse  der  halben  Winkel 

cosÄcos(/*+Ä)sin'i(JD*— ()''—*' (/'+ä-ä:))  =  sin«i(co—J2)  cosV—sin*i(/'+t- 

folgt.   Aus  dieser  zieht  man  leicht 

(89)  JD''=d"+i'(/*+A:-Jf)  ^:2|/Tysi^^ 
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in  welcher  ca  und  Jl  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  im  Art.  31.  Voraus- 
gesetzt dass  >l>4^  (f+k+K)  ist,  folgen  durch  Yergleichung  mit  (87)  und 
(88)  für  die  Anwendung  der  doppelten  Zeichen  folgende  Regeln. 

1)  Wenn  d"+c  +  A<90»  ist, 
so  muss  das  obere  Zeichen  angewandt  werden,  wenn  A  und  f+k — K 
gleiche,  und  das  untere,  wenn  diese  beiden  Grössen  ungleiche 
Zeichen  haben.         g^  ^^^^  d"+c  +  A>90o  ist, 

so  muss  das  obere  Zeichen  angewandt  werden,  wenn  k  und  f+k  —  K 

> 

ungleiche,  und  das  untere,  wenn  diese  beiden  Grössen  gleiche 
Zeichen  haben. 

Dieser  Ausdruck  (89),  welcher  wenn  X  gross  ist,  für  Sterne,  deren 
Declination  dem  im  Art.  23.  erklärten  Maximum  derselben  nahe  ist,  sehr 
leicht  und  sicher  angewandt  werden  kann,  verliert  jedoch  seine  An- 
wendbarkeit, wenn  A  klein  ist,  oder  der  Stern  von  diesem  Maximum 
weil  entfernt  ist. 

• 

33. 

Das  im  Vorhergehenden  entwickelle  Verfahren  zur  Reduclion  der 
verschiedenen ,  bei  einem  und  demselben  Durchgange  eines  Sterns  er- 
haltenen Zeitmomente  und  Ablesungen  am  Declinationskreise  ist,  wenn 
ein  unbekannter  Stern  beobachtet  worden  ist,  strenge  genommen  in- 
direct,  da  es  wenigstens  die  Declination  d  verlangt,  die  erst  nach  den 
übrigen  Reductionen  erhalten  wird.  Wenn  gleich  in  fast  allen  Fällen  ein 
hinreichend  genäherter  Werth  von  d  ohne  grosse  Mühe  erlangt  werden 
kann,  so  ist  es  doch  wünschenswerth  eine  directe  Methode  zu  besitzen, 
und  ich  werde  daher  hier  eine  solche  entwickeln,  die  leicht  aus  den 
schon  abgeleiteten  Gleichungen  erlangt  werden  kann.  Diese  Methode 
ftihrt  auf  folgende  Vorschriften  zur  Reduction  der  Beobachtungen.  Ver- 
mittelst der  Ablesung  am  Stundenkreise  r"  und  der  an  irgend  einer  der 
Absehenslinien  eingestellten  und  abgelesenen  Declination,  die  ich  d^ 
nennen  will,  führt  man  die  Reduction  durch  irgend  ein  System  der  dazu 
passenden,  im  Vorhergehenden  entwickelten,  und  auf  nur  Eine  Ab- 
sehenslinie sich  beziehenden  Gleichungen  vollständig  aus ,  so  dass  man 
einen  Werth  von  r  und  d  erhält.  Ausser  den  übrigen  Reductionselementen 
müssen  natürlich  hiebei  die  Reductionselemente  angewandt  werden,  die 
sich  auf  dieselbe  Absehenslinie  beziehen,  die  man  stets  kennt,  und  die 
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ich  mit  k^  und  c  +  i'  {k^ — k)  bezeichnen  will.  Es  ist  klar  dass  h^  einem 
der  vorhandenen  Werthe  von  f+k  gleich  ist.  Es  ist  ferner  einleuchtend, 
dass  diese  Werthe  von  r  und  d  der  an  derselben  Absehenslinie  be- 
obachteten Durchgangszeit  co^  angehören.  Nachdem  diese  Reduction  aus- 
geführt ist,  reducirt  man  alle  übrigen  beobachteten  Durchgangszeiten 
auf  das  Zeitmoment  0}^,  und  nimmt  aus  allen  so  erhaltenen  Zeiten  das 
arithmetische  Mittel,  und  dasselbe  führt  man  in  Bezug  auf  die  übrigen 
eingestellten  und  abgelesenen  Declinationen  aus.  Die  Vorschriften  flir 
den  letzten  Theil  dieses  Verfahrens  müssen  noch  entwickelt  werden. 

Da  man  zufolge  der  vorstehenden  Erklärungen,  wenn  man  dahin 
kommt,  dass  die  Reduction  der  Durchgangszeiten  vorgenommen  werden 
muss,  schon  die  zum  Zeitmomenl  co^  gehörigen  Vt^erthe  von  r  und  d  kennt, 
so  kann  man  aus  der  zweiten  Gleichung  (84)  schon  eine  Reductionsformel 
für  die  obigen  Durchgangszeiten  ableiten.  Schreibt  man  in  dieser  k^  statte, 
Wq  statt  Jl ,  und  lässt  überhaupt  to  irgend  eine  der  beobachteten  Durch- 
gangszeiten bedeuten ,  so  bekommt  man  sogleich 

(90)      .     .      sini(a>  — cöo)  =  r— -^ >'^%*">'    / n 

welche  in  den  Fällen  anwendbar  ist,  in  welchen  man  im  Nenner  den 
beobachteten  Werth  von  to  —  cd^  substituiren  darf.  In  den  Fällen  aber, 
in  welchen  diese  Reduction  dje  grössten  Werthe  erhält,  das  ist  in  den 
Fällen,  wo  die  Declination  des  beobachteten  Sterns  dem  Maximum  der- 
selben nahe  ist,  kann  diese  Anwendung  des  beobachteten  Unterschiedes 
der  Durchgangszeiten  misslich  werden ,  weil  er  nicht  mit  grosser  Ge- 
nauigkeit zu  erlangen  ist,  und  zugleich  t — d  in  der  Nähe  von  90  ^^  oder 
270®  liegt.  Der  obige  Ausdruck  bietet  daher  nur  eine  beschränkte  An- 
wendung dar. 


34. 

Um  andere  Ausdrücke  für  die  in  Rede  stehende  Reduction  zu  erhalten 
nehme  ich  die  Gleichung  (85)  vor,  und  ordne  sie  in  Bezug  auf  co  — co^' 
Sie  stellt  sich  dadurch  wie  folgt: 

0  SS  4  cos*d  cos^A  sin*^  (« — ©J 

—  4jcos(d-l-A)  cos((y— A)  —  (/+Ä+fto)sind  sin  A  —  {f+k)ko}  sm^Üto—w^)  +  {f+h-'h^' 

welche ,  wenn  man  k  und  fto  gleich  Null  macht ,  dieselbe  ist ,  die  ich 
schon  im  6.  Bande  der  Astr.  Nachr.   für  die  Reduction  der  an  ver- 


(91) 
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schiedenen  Fäden  beobachteten  Antritte  der  Sterne  bei  den  Breiten- 
bestimmungen durchs  Passageninslrument  entwickelt  habe.  Setzt  man 
zur  Abkürzung      a  =  cos  ^  cos  X 

6  =  sin  d  sin  A 

A=  cos  (d+A)  cos  (d— A)  =  o*— 6* 

so  wird  diese  Gleichung 

und  man  zieht  zuerst  die  folgende  daraus, 

sin4-(a)-ft>J  =  -h     ^  ^^^7*^>     ^     ^    .  .    .  (93) 

WO  auch  im  Nenner  der  beobachtete  Werth  von  w— w^j  angewandt  wer- 
den darf,  und  mit  weit  mehr  Sicherheit  geschehen  kann  wie  in  (90),  weil 
hier  nur  das  Quadrat  davon  vorkommt,  während  dort  in  den  kritischen 
Fällen  die  erste  Potenz  davon  zur  Geltung  kommt.  Durch  die  strenge 
Auflösung  der  Gleichung  (92)  bekommt  man  die  folgenden  Formeln, 

siD4.(a)— a>^)— +  ^^^-*o)  ==     .     .     (94) 

2  y  jil-r  (flr+Äo)  b^f*gk^\co8ix 

WO  der  Hulfswinkel  x  aus  dem  folgenden  Ausdruck  berechnet  werden 
"""««'  siny=,      :!frfl'% (95) 

Ich  führe  noch  an,  dass  in  allen  diesen  Ausdrücken  wie  oben  ^^löeies^ 
ist. 

35. 

Man  wird  selten  oder  nie  in  die  Veranlassung  kommen  von  den 
eben  entwickelten  strengen  Ausdrücken  Gebrauch  machen  zu  müssen, 
sondern  fast  immer  mit  den  ersten  Gliedern  einer  Reihenlwickelung  aus- 
reichen, ich  werde  daher  diese  suchen.  Man  kommt  auf  eine  einfache 
und  regelmässige  Form  der  Coefßcienten  der  unendlichen  Reihe,  wenn 
man  nicht  sin  -)-  (co  —  co^)  sondern  sin  (cd  —  to^)  entwickelt,  setzt  man  zu 
diesem  Zweck  4  sin  *i  (o)  -  «0)  =  y  ^^^ 

so  wird  die  quadratische  Gleichung  * 

Setzt  man  ferner  sin*  (co o> )  =  2*  *^'^***' 

so  bekommt  man  ^t^^y^y^iff-K)* 
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und  es  ist  %  in  eioe  oach  den  aufsteigenden  Potenzen  und  Prodacten 
von  g  und  k^  fortschreitende  Reihe  zu  entwickeln.  Differentiirt  man  die 
vorstehenden  Gleichungen  mehrmals,  und  setzt  nach  den  Differeatiationen 
j)r=sO  und  &o=0,  so  bekommt  man  leicht  die  folgenden  Gleichungen, 

etc. 

etc. 
etc. 


^^-^\'l 


dg 

dg        ^  dg 


dVi  _  _  fdgy       .d^y 4_^ 

^dg"  ""         \dgj  '^*dg*         iÄ 

dif  ^        ^  dg  dg'  '^^  df        %A  dg 

^  d^^        *  dg  dg^         ^  \dg* )  "*"  *  d^  Ä    dg»  Ä  \dp) 

etc. 

^  dk.dg  dg   dk.'*'^  dk^dg'^  hÄ 

d*z     ...Q  ^    d*g    d*s  dg  .      d*y 4    dy    _■    J_  f^ 

dfcod^  ~        *  dp  d*odflf         4^*   d&o         *  d*o<'fl^  UdS;  "*"  T  «^ 

etc. 

dÄo«    •"        \dkj  ^  +  d*,«  hA 

etc. 
und  hieraus  durch  eine  leichte  Elimination 
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+  ,4'*V  +  etc.j (96) 

Ich  habe  hier  mehr  Glieder  wie  nöthig  werden  entwickelt  um  ihre 
einfache  Form  zu  zeigen ;  man  wird  fast  immer  mit  dem  ersten  oder  den 
beiden  ersten  Gliedern  ausreichen ,  und  kann  in  den  meisten  Fällen  für 
sin  {ra  —  a>o)  den  Bogen  setzen ,  in  welchem  Falle  der  allgemeine  Factor 
r  der  rechten  Seite  weggelassen  werden  muss. 

In  den  Fallen  wo  A  sehr  klein  ist,  kann  man  den  obigen  Ausdruck 
noch  auf  eine  andere  Art  abkürzen.   Erwägt  man  dass 

m 

A  =  cos  (rf+A)  cos  {d—X}  =  cos^(J—  sin^A 
ist,  und  behält  nur  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  bei,  so  wird 

,ini.--.,)^±^-i=^-\i  +  ^,  +  'J^^r{g^K)\  .  .  (97) 

Durch  die  Ausdrücke  (93),  (94),  (96)  oder  (97)  kann  man  alle  beobach- 
teten Fädenantritte  so  auf  den  zur  Zeit  co^  gehörigen ,  für  welchen  man 
schon  T  und  d  aus  r  und  &^  durch  Hülfe  von  k^  und  der  übrigen  Re- 
ductionselemente  berechnet  hat,  reduciren  wie  man  am  Passageninstru- 
ment oder  am  Meridiankreise  die  Anirittszeiten  an  die  Seitenf^den  durch 
den  Ausdruck  f  sec  d  auf  den  M ittelfaden  zu  reduciren  pflegt.  *)  Man 
findet  in  der  That  aus  allen  eben  entwickelten  Ausdrücken,  wenn  man 

AsO  macht, 

sin  (co — cöq)  =  +  **  (?  —  ^o)  ^^^  * 


*)  um  zu  zeigen ,  wie  kleine  Werthe  von  X  schon  bei  Beobachtungen  am  Pas- 
sageninstrument oder  am  Meridiankreise  auf  die  Reduction  der  Durchgänge  des 
Polaris  auf  den  Mittelfaden  merkliche  Wirkung  äussern,  will  ich  annehmen,  dass 
die  Bnlferoung  zweier  Seilenföden  vom  Mittelfaden  ±  40',  und  die  kleinste  Entfer- 
nung der  senkrechten  Absehenslinie  vom  Pol  des  Aequators  V  beträgt.  Dieses  sind 
Grössen  die  in  der  Praxis  oft  vorkommen.  Setzt  man  nun  k^^O ,  g='il\0',  A=30  ^ 
d=r88»  32',  so  giebt  die  Gleichung  (97)  für  die  Zeitintervalle,  die  ein  Stern,  dessen 
Declination  sehr  nahe  die  des  Polaris  ist,  gebraucht  um  von  diesen  Seitenfäden  an  den 
Mittelfeden  oder  umgekehrt  zu  gelangen, 

86"  6",  6  und  26"  6%  6 
also  schon  einen  Unterschied  von  einer  ganzen  Zeitsecunde^  während  diese  Intervalle 
einander  gleich  sind  wenn  A:=0  ist. 
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36. 

Es  ist  noch  übrig  za  zeigen ,  wie  unter  den  gegenwärtigen  An- 
nahmen die  an  andern  Absehenslinien,  wie  die  wozu  k^  gehört,  ein- 
gestellten und  abgelesenen  Declinationen  reducirt  werdeo  müssen.  Es 
ist  leicht  zu  finden ,  dass  die  obigen  zu  ähnlichem  Zwecke  entwickelten 
Ausdrücke  (87),  (88)  oder  (89)  nach  einer  kleinen  Abänderung  auch 
hiezu  dienen.  Bezeichnet  man  vorzugsweise  die  schon  als  berechnet 
angenommene,  aus  r"  und  d^  hervorgegangene  Declination  mit  d^,  und 
irgend  eine  der  aus  den  Einsiellungen  an  den  übrigen  Absehenslinien 
sich  ergebenden  Declinationen  allgemein  mit  d\  bezeichnet  man  ferner 
die  dazu  gehörige,  auf  die  Absehenslinie  für  welche  k^  gilt,  reducirle 
Ablesung  mit  D\  so  darf  man  in  jedem  Falle  die  Gleichung 

als  strenge  geltend  annehmen,  und  hiemit  folgt  leicht  aus  (87) 

+  ir(9-ft,)2|g2isec^(()'  +  c  +  A)%(()"+^+A; 
aus  (88) 

(99)    d^d^+d'-ö^+t{g^k^)- [g^k^)  tg A  sec  |+  idl^g')  +  c  +  A | 

-ir(j,»-V)tg|i(();+0+^  +  A} 

und  aus  (89) 

(iOO)(J=(Jo"*"^'-^o+*'(fl^-^o)+2|/^i7S'°i(^-«^^ 

Für  jede  Beobachtung  bekommt  man  auf  diese  Art  einen  Werth  von  rf, 
und  aus  allen  diesen  nebst  d^  muss  man  das  arithmetische  Mittel  nehmen. 
Wenn  am  MiUelfaden  die  Durchgangszeit  sowohl  wie  die  Declination 
beobachtet  worden  ist,  so  ist  es  vortheilhaft  \  für  diesen  Faden  gelten 
zu  lassen,  und  also  k^:=k  zu  setzen.  Aber  wenn  k  klein  ist,  so  darf  mau 
sich  erlauben  k^'=^Q  zu  setzen,  wodurch  die  Rechnung  vereinfacht  wird, 
indem  nicht  nur  in  den  Reductionsformeln  für  die  Fddenantriite  und  die 
Declinationen  mehrere  Glieder  wegfallen,  sondern  auch  bei  der  Re- 
duction  vpn  r  und  ^q  auf  r  und  d^  in  den  betreffenden  Ausdrücken  &=0 
gesetzt  werden  muss,  wodurch  diese  sich  auch  vereinfachen.  Es 
kommt  dieses  Verfahren  nämlich  auf  dahin  hinaus,  alle  Beobachtungen 
auf  die  auf  der  Dectinationsachse  senkrecht  stehende  Absehenslinie 
zu  reduciren. 
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§v. 

Von  der  Wirkung  der  Biegung,  der  Strahlenbrechung  und  der 

Excentricitilt  des  Fernrohrs 

37. 

Ich  komme  jetzt  auf  ein  Reductionselement,  welches  ich  im  Vor- 
hergehenden gänzlich  unberücksichtigt  gelassen  habe,  auf  die  Biegung. 
Ich  betrachte  blos  die  Biegung  des  Fernrohrs,  in  welcher  aber  eine 
etwanige  Biegung  der  beiden  Kreise  oder  ihrer  Alhidaden  inbegriffen 
sein  kann ,  da  diese  in  demselben  Sinne  wirkt  wie  jene.  Die  Biegungen 
von  Achsen  u.  s.  w.  des  Aequatoreals  lasse  ich  unberücksichtigt ,  da 
diese  durch  zweckmässige  Anordnung  der  einzelnen  Theile  und  ihrer  Ge- 
gengewichte immer  aufgehoben  werden  können.  Auch  das  Fernrohr  und 
seine  Verbindung  mit  der  Declinationsachse  kann  so  eingerichtet  wer- 
den, dass  laterale  Biegungen  nicht  vorhanden  sein  können,  und  nur  die  in 
der  Richtung  des  Verticals,  in  welchem  sich  das  Fernrohr  grade  befindet, 
wirkende  übrig  bleibt.  Auch  in  Bezug  auf  diese  kommt  es  nicht  auf  die 
absolute  Biegung  der  beiden  Rohrenden  an,  sondern  nur  auf  den  Unter- 
schied derselben ,  welcher,  wenn  er  nicht  Null  ist,  doch  stets  klein  sein 
wird.  Die  Wirkung  der  Biegung  geschieht  also  in  demselben  oder  im 
entgegengesetzten  Sinne  wie  die  der  Strahlenbrechung,  und  hierin  liegt 
ein  bisher,  wie  es  scheint,  übersehenes  Mittel  zur  einfachen  und  leichten 
Berücksichtigung  derselben,  da  die  Strahlenbrechung  doch  jedenfalls  bei 
der  Reduction  der  Beobachtungen  berechnet  werden  muss. 

Die  im  Vorhergehenden  entwickelten ,  einfachen  Formeln  für  die 
Reduction  der  mit  einem  Aequaloreal  angestellten  Beobachtungen,  und 
die  zur  Berechnung  der  Reductionselemente,  würden  durch  unmittelbare 
HinzufUgung  der  die  Wirkung  der  Biegung  ausdrückenden  Glieder  ihre 
Einfachheit  verlieren,  und  ihre  Anwendung  würde  mühsam  werden,  man 
vermeidet  aber  diese  Weitläufligkeiten ,  wenn  man  in  Folge  der  obigen 
Bemerkung  die  Biegung  des  Fernrohrs  mit  entgegengesetztem  Zeichen 
der  Strahlenbrechung  hinzufügt,  und  rückwärts  auf  die  Oerter  der  Sterne 
überträgt.  Für  die  Strahlenbrechung  nehme  ich  die  oft  angewandte  Form 
^tgz  an,  wo  z  die  Zenithdistanz  bedeutet,  und  (>  in  derThat  eine  Function 
von  z  ist,  sich  aber  nur  wenn  z  gross  ist,  merklich  ändert.  Die  Biegung 
ist  dem  Sinus  der  Zenithdistanz  proportional,  und  soll  daher  durch  ße\nz 
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ausgedrückt  werden.  Der  GoefBcient  ß  kann  für  Ein  Aequatoreal  positiv 
und  für  ein  anderes  negativ  sein ,  je  nachdem  das  eine  oder  das  andere 
Ende  des  Fernrohrs  dasjenige  ist,  welches  sich  am  Meisten  biegt.  Das 
eben  angenommene  G^etz  der  Biegung  wird  stets  ohne  merklichen 
Fehler  vom  Zenith  bis  zu  einer  gewissen  Grösse  der  Zenithdistanz 
statt  finden ,  sollte  es  aber  für  grössere  Zenithdistanzen  nicht  mehr  aus- 
reichen ,  80  ist  kein  Hindemiss  vorhanden ,  um  ß  gleichwie  (>  als  eine 
Function  von  z  betrachten  2u  können;  diese  Function  muss  in  diesem 
Falle  durch  Anwendung  der  bekannten  InterpolationsmethodeQ  auf  die 
Beobacfatangen  bestimmt  werden. 

Bezeichnen  wir  nun  überhaupt  die  Veränderung  einer  Grösse  durch 
ein  derselben  voiigesetztes  A,  dann  ist,  wenn  man  von  den  wahren  ra 
tlen  scheinbaren  Oertern  übergeht, 

A«  =  —  ?  tg*  —  jSsin^ 
Nennt  man  aber  die  in  Zeit  ausgedrückte  grade  Aufsteigung  eines  Sterns 
a,  seine  Declination  wie  oben  d,  und  den  Winkei  am  Stern  zwischen 
dem  VerticaU  und  dem  Declinationskreise  e,  so  ist 

<öA«-cos<^= — A2J  sin  « 
A*  =  —  A^cos? 

und  ausserdem 

sin  %  sin  «sssin  f 

sin  %  cos  6  SS  cos  ^  cos  (<^+^) 

cosz         =cos^  sin  (d+i) 
wo  die  Hülfswinkel  ij  und  ^  aus  folgenden  Ausdrücken  berechnet  werden 
müssen,  /  cos  ti  cwiasi  sin  <p 

(101) I  cos  i;  sin  ^  SS  cos  qp  cos  T 

( sin  i;  =  cos  tp  Jsin  r 

9)  die  Mhöhe  des  Beobachtungsorts,  und  r  wie  oben  der  Stuodenwinkel, 
oder  wenn  man  mit  T  die  Stemzeit  der  Beobachtung  bezeidmel, 

(«02) r=15  (T—a) 

ist.  Hieraus  ergielH  sich  letdit 

(103)  .  .  y^^^—^siü(d^ocasd'^p'^^ 

A*  =  (>cotg(d  +  Ö  +ß  cos  ij  cos  {d+i) 

Den  Goefficienten  ^  geben  mehrere  Strahlenbrechungstafeln  unmittelbar, 
und  die  Hilfsmittel  tj  und  £  kann  man  für  jede  gegebene  Polhöhe  in  ein- 
fache Tafeln  bringen  ilio  r  oder  -^  r  zum  Argooieiit  haben. 


Theorih  bes  Aeqcatorkals.  497 

38. 
Man  darf  annehmen,  dass  für  ein  gegebenes  Aequatoreal  ß,  so  lange 
man  nichts  am  Fernrohr  ändert,  sich  auch  nicht  ändert,  und  kann  daher 
die  Bestimmung  dieser  Grösse  mit  der  ersten  Bestimmung  oder  den  ersten 
Bestimmungen  der  Reductionselemente  /i,  m  und  17,  oder  A,  0  und  A 
zugleich  ausführen.  Hat  man  diese  durch  irgend  eine  der  in  dieser  Ab- 
handlung entwickelten  Methoden  vermittelst  der  Beobachtung  bekannter 
Fixsterne  bestimmt,  so  wird  man  vermöge  der  Ausdrücke  (10<),  (102), 
(103)  dieselben  in  Function  von  ß  erhalten  haben,  indem  die  in  diesen 
Methoden  vorkommenden  Grössen  r,  t,  ty  d  vermöge  dieser  Ausdrücke 
zu  Functionen  von  ß  gemacht  worden  sind.  Sind  nun  für  diese  Bestim- 
mungen eine  mehr  wie  hinreichende  und  nöthige  Anzahl  von  Sternen  in 
möglichst  verschiedenen  Zenithdistanzen  gewählt  worden ,  so  kann  man 
daraus  den  Werth  oder  die  Werthe  von  ß  berechnen.  Am  einfachsten 
wird  diese  Bestimmung,  wenn  man  die  dazu  dienlichen  Sterne  in  der 

» 

Nähe  des  Meridians  beobachtet,  indem  die  Bestimmung  von  ß,  sich  als- 
dann  fast  nur  auf  die  Yergleichung  der  durch  das  Aequatoreal  erhaltenen 
Declinationsunterschiede  mit  den  wahren  reducirt. 

Ich  mache  noch  darauf  aufmerksam,  dass  alle  in  dieser  Abhandlung 
entwickelten  Bestimmungen  der  Reductionselemente  /i,  m,  17,  t\  fc,  c, 
oder  a,  p,  q,  t,  fe,  c,  oder  A,  ö,  At  ^  durch  terrestrische  Gegenstände, 
Collimator  and  Niveaus,  so  wie  die  im  Art.  10.  erklärte  Bestimmung  von 
t ,  fc ,  c  durch  cölestische  Beobachtungen  unabhängig  von  der  Biegung 
des  Femrohrs  erlangt  werden,  oder  mit  andern  Worten,  dass  die  Biegung 
des  Femrohrs  keinen  Einfluss  auf  die  durch  diese  Methoden  erlangten 
Resultate  hat. 

39. 

Auf  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Methoden  zur  Reduction 
aller,  während  des  Durchganges  eines  Sterns  beobachteten,  Fädenantritte 
auf  Ein  Moment  ttbt  die  Strahlenbrechung  eine  Wirkung  aus,  die  unter 
Umständen  sehr  merklich  werden  kann,  und  daher  rUhrt,  dass  eben 
wegen  derselben  die  Unterschiede  derStundenwiukei  o — o)^  nicht  der  Zeit 
proportional  sind;  der  Strahlenbrechung  wegen  bedtirfen  ebenfalls  die  auf 
Ein  Moment  reducirten  Declinationen  einer  kleinen  Verbesserung. 

Nehmen  wir  um  jene  Wirkung  zu  entwickeln  die  Gleichung  (96) 
vor,  und  stellen  sie  wie  folgt, 
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sin  (a>_a)o)=  +         r{g^k.)H__ 

wo  also  H  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  dieser  Gleichung  bedeutet. 
Da  H  immer  sehr  nahe  gleich  Eins  ist,  so  darf  man  sie  bei  den  folgenden 
Entwickelungen  unberührt  lassen,  und  es  reicht  hin  die  übrigen  ver- 
änderlichen Grössen  zu  betrachten ;  es  wird  sich  übrigens  zeigen ,  dass 
das  Resultat  wenigstens  näherungsweise  auf  £f  ausgedehnt  werden  kann. 
Ich  bemerke,  dass  der  obige  Ausdruck ,  so  wie  die  übrigen  Aus- 
drücke für  (0  —  a>Q  verlangen ,  dass  man  für  d  die  scheinbare,  von  der 
Strahlenbrechung  afBcirte  Declination  des  Sterns  in  sie  substituire,  und 
dass  sie  darauf,  indem  sie  co — cd^  bestimmen,  den  Unterschied  zwischen 
den  gleichfalls  von  der  Strahlenbrechung  afßcirten  Stundenwinkela  geben, 
unter  welchen  sich  der  Stern  in  den  beiden  Absehenslinien  befand.  Dieser 
Unterschied  ist  aber  wegen  der  Strahlenbrechung  nicht  der  Zeit  pro- 
portional, die  der  Stern  gebraucht  hat  um  ihn  zu  durchlaufen.  Nennen  wir 
diese  Zeit  t,  und  die  Wirkung  der  Strahlenbrechung  auf  den  Stundenwinkel 
At,  wo  unter  r  entweder  das  Mittel  aus  den  beiden  Stundenwinkeln  ver- 
standen werden  kann,  in  welchen  sich  der  Stern  in  den  beiden  Absehens- 
linien befand ,  oder  einer  dieser  Stundenwinkel  selbst,  und  nehmen  wir 
nur  auf  die  erste  Potenz  der  Strahlenbrechung  Rücksicht,  welches  stets 
ausreicht,  so  ist  «  -  «,  =  i  5  <  (l  +  ^) 

Schreiben  wir  ferner  in  den  Ausdrücken  für  co  —  w^,  d  +  Ad  statt  S,  wo 
A^  die  Wirkung  der  Strahlenbrechung  auf  die  Declination  bedeutet,  so 
dürfen  wir  in  denselben  unter  d  die  Declination  verstehen,  die  ohne 
Rücksicht  auf  die  Strahlenbrechung  statt  findet,  und  es  ist  klar,  dass  beides 
Ar  und  Ad  die  Zeichen  bekommen  müssen,  die  statt  finden,  wenn  man 
von  den  wahren  zu  den  scheinbaren  Oertem  übergeht.  Substituiren  wir 
nun  diese  Ausdrücke  in  den  obigen  Ausdruck  für  sin  (cd  —  to^) ,  so  wird 

I        \        »T /)     — (/co8(<r4-A+Acr)co8(ir-x+A<^ 
und  wenn  man  diesen  entwickelt,  bei  der  ersten  Potenz  der  Strahlen- 
brechung  stehen  bleibt,  und  auch    das  Product   von  sin'15l  in  die 
Strahlenbrechung  übergeht,  so  ergiebt  sich 

(104)      ....      Sin15<  =  +     ,     r{g-^K)FH 

^         ^  —  /cos  ((f+A)  cos  (<r-2) 

wo  // I *^Al  .X.  sincTcosJ  a    .. 

^  ~  '  cFt    ■*"  cos  (J+A)  cos  (cF-/)  ^" 

ist. 
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iO. 
Aus  den  Ansdrücken  (1 03)  folgt 


siD(cF+fl  coscf 

A<J=— ^C0tg((J+5) 

tfAT 8tnC tg'iy 

dT    ~        "  sin (J+0  coscf        ?  8in'((r+{) 

Substituirt  man  diese  in  den  eben  für  F  gefundenen  Ausdruck,  so  be- 
kommt man  nach  einer  leichten  Reduction 

'^         ^^r  ^cos(cr+A)cos((r-ZJ  ^  8lnV+0)       '      '       ^      ^ 

Bis  zur  Zenithdistanz  von  60 <^  bis  70 <^  herab  kann  man,  ohne  merklichen 
Fehler  befürchten  zu  müssen ,  in  bei  Weitem  den  meisten  Fällen,  in  die- 
sem Ausdruck  log  ^  =  6, 4380  —  1 0 

annehmen ,  und  für  grössere  Zenithdistanzen  ist  g  kleiner.  Man  sieht  aus 
diesem  numerischen  Werth,  dass  der  Factor  F  nur  dann  merkliche  Wir- 
kung äussern  kann,  wenn  in  dem  Ausdruck  (1 05)  desselben  die  Divisoren 
klein  werden,  ohne  dass  zugleich  die  Zähler  klein  oder  kleiner  sind. 
Wenn  nicht  der  Winkel  X  über  die  Maassen  gross  ist,  welches  einen 
wenigstens  eben  so  grossen  Werth  von  *fi  bedingt,  so  kann  das  vorletzte 
Glied  in  (105)  nur  in  ganz  besonderen  Fällen  so  gross  werden,  dass  es 
merkliche  Wirkung  äussern  könnte,  weil  sin'A  im  Zähler  desselben  vor- 
kommt. Man  wird  aus  diesem  Grunde  dieses  Glied  in  den  meisten  Fällen 
übergehen  können.  Dieses  vorausgesetzt  sei 

»8^  =  5Hfe (^06) 

dann  wird 

F=1  +  ()secV (105*) 

Diesen  einfachen  Ausdruck  habe  ich  schon  im  zweiten  Bande  der 
Aslr.  Nachr.  unter  andern  abgeleitet. 

Da  zufolge  des  eben  entwickellen  Ausdrucks  von  F  der  Winkel  X 
keine  oder  doch  nur  geringe  Wirkung  in  dieser  Reduction  äussert,  so 
kann  man  die  Wirkung  der  Strahlenbrechung  auf  co  —  w^  überhaupt  da- 
durch berücksichtigen,  dass  man  in  der  Gleichung  (96)  allenthalben 

f'ig  —  K)  slatt  g  —  kj^ 
schreibt.' 
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41. 


Die  an  die  verschiedeueD ,  bei  EioeiD  Darchgange  eines  Sterns  er- 
langten, Werthe  von  d  wegen  der  Strahlenbrechung  anzubringende  Ver- 
besserung kann  auf  die  Grösse  -^  (q> — w^)  beschränkt  werden,  und  aus 

dem  Ausdruck  (103)  für  Ad  findet  man  leicht,  wenn  man  diese  Ver- 
besserung mit  (d)  bezeichnet, 

(107)    .    .     (d)  =  ^_|?;_(a,-„,)=p-j^(a,_«,) 

Wenn  der  beobachtete  Stern  dem  Horizont  nicht  gar  zu  nahe  ist, 

so  kann  man  während  des  Durchganges  eines  Sterns  F  sowohl  wie  -^^^ 

jedenfalls  constant  annehmen,  und  für  den  Stnndenwinkel  berechnen, 
welcher  dem  Durchgange  des  Sterns  durch  den  MilteKaden  entspricht. 
In  der  Nähe  des  Horizonts  aber,  wo  diese  Annahme  wohl  eine  Ausnabnie 
erleiden  könnte,  sind  wiederum  sowohl  die  Strahlenbrechung  selbst  wie 
die  Beobachtungen  so  unsicher,  dass  es  sich  wohl  nicht  der  Mtthe  lohnen 
möchte  davon  abzugehen.  Während  eines  solchen  Durchganges  sind 
daher  immer  noch  die  in  Betracht  kommenden  Unterschiede  der  Stunden- 
winkel den  entsprechenden  Zeitunterschieden  proportional ,  nur  verhält 
sich  die  Zeit  nicht  zum  Bogen  wie  1  zu  1 5,  und  dieses  Verfaältniss  ist 
überhaupt  fUr  verschiedene  Punkte  der  Himmelskugel  anders. 

Es  folgt  aber  hieraus ,  dass  die  Wirkung  der  Strahlenbrechung  auf 
die  Durchgänge  der  Sterne  verschwindet,  wenn  die  Absehenslinien,  in 
welchen  beobachtet  wird,  zu  beiden  Seiten  des  mittleren  Fadens  sym- 
metrisch vertheilt  sind,  dass  aber  wohl  eine  merkliche  Wirkung  entstehen 
kann,  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist.  Es  folgt  femer  hieraus,  dass  diese 
Wirkung  unmerklich  ist,  wenn  man  die  Reduction  der  Beobachtungen 
nach  den  Methoden  ausfuhrt,  die  das  Resultat  des  beobachteten  Durch- 
ganges für  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Beobachtungszeiten  geben. 

Es  wäre  hier  noch  die  Wirkung  einer  eigenen  Bewegung  des  be- 
obachteten Sterns  auf  das  Resultat  des  an  mehreren  Absehenslinien  be- 
obachteten Durchganges  desselben  zu  erörtern ,  allein  da  man  diese  Be- 
wegung immer  während  eines  Durchganges  der  Zeit  proportional  an- 
nehmen kann,  so  verschwindet  ihre  Wirkung  in  denselben  bei  der 
Strahlenbrechung  eben  angemerkten  Fällen,  und  ausserdem  isl  ihre  Be- 
rücksichtigung so  einfach,  dass  sie  hier  wohl  nicht  braucht  aus  einander 
gesetzt  zu  werden. 
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42. 

Da  alle,  oder  ^^venigstens  die  ineisleD,  der  in  Deutschland  gebauten 
Aequatdreaie  so  eingericlitet  sind,  dass  das  Femrohr  in  Bezug  auf  die 
Stundenacbse  excentrisch  angebracht  ist,  und  diese  Einrichtung  viele 
Vorzüge  besitzt,  so  muss  derselben  schliesslich  auch  gedacht  werden. 
Natürlich  hat  diese  Anordnung  auf  die  Einstellung  cOlestischer  Gegen- 
stände keinen  Binfluss,  allein  sie  kann  auf  die  Einstellungen  terrestri- 
scher Gegenstände  merkliche  Wirkung  äussern.  Nennt  man  die  Ent- 
fernung der  Absehenslinie  des  Femrohrs  von  der  Stundenachse  r,  die 
Entfemung  des  eingestellten  Gegenstandes  von  derselben  K,  und  die 
Entfernung  desselben  von  dem  Punkt,  in  welchem  sich  die  (verlängerte) 
Declinationsachse  und  die  Absehenslinie  schneiden,  jR|;  nimmt  man 
ferner  r  und  ^'  in  der  Bedeutung  auf,  die  sie  immer  in  dieser  Abhandlung 
gehabt  haben,  and  nennt  die  analogen  Winkel,  unter  welchen  der  (jegen- 
stand  von  der  Absehenslinie  aus  gesehen  wird ,  T|  und  d^ ,  so  findet  man 
leicht  die  strengen  Gleichungen 

i?i  cos  rf|  cos  (t  —  T|)  =x  R  cos  d'+  r  sin  (r  —  r^) 
Ä,  cos  <J|  sin  (r  —  T|)  =  +  r  cos  (t  —  T|) 

R^  sin  dl  a:  A  sin  & 

woraus  sich ,  wenn  blos  die  erste  Potenz  von  -^  berücksichtigt  wird, 

ergiebt  Die  Verbesserung  der  Ablesung  am  Declinationskreise  ist  also 
zwar  Null ,  aber  den  Ablesungen  am  Stundenkreise  muss  die  Grösse 

:    + -^  206265*.  sec  <J' (108) 

hinzugefugt  werden,  wenn  <r  wie  in  dieser  Abhandlung  überhaupt  die  durch 
die  Collimaüon  c  verbesserte  Ablesung  am  Declinationskreise  bedeutet. 

lieber  die  Anwendung  des  oberen  oder  unteren  Zeichens  dieses 
Ausdracks  muss  der  Bau  des  Aequatoreals  entscheiden.  Man  denke  sich 
das  Femrohr  im  Meridian  und  auf  den  Aequator  auf  die  Art  gerichtet, 
dass  beide  Kreise  Null  zeigen  müssen,  befindet  sich  nun  bei  dieser  Ein- 
stellung das  Fernrohr  westlich  von  der  Stundenachse,  so  muss  im 
Ausdruck  (108)  immer  das  obere  Zeichen  angewandt  werden,  ist  im 
Gegentheil  das  Aequatoreal  so  gebaut,  dass  in  der  genannten  Einstellung 
sich  das  Femrohr  0  s  1 1  i  c  h  von  der  Stundenachse  befindet,  so  muss  im 
Ausdruck  (108)  immer  das  untere  Zeichen  angewandt  werden. 

Man  erkennt  nun  leicht,  dass  die  Bestimmung  der  Reductions- 
elemente  i  und  k  durch  die  Ausdrücke  (1 7) ,  und  die  des  Azimuths  a 
durch^(35)  oder  {35i*^)  von  dem  Einfluss  der  Excentricität  des  Fernrohrs 
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abhängig  sind ,  und  daher  die  betreffenden  Ablesungen  vor  ihrer  An- 
wendung in  diesen  Ausdrücken  durch  den  Ausdruck  (1 08)  verbessert 
werden  müssen,  wenn  nicht  etwa  die  angewandten  terrestrischen 
Gegenstände  so  weit  entfernt  sind,  dass  die  Wirkung  dieser  Excentricität 
in  Bezug  auf  sie  überhaupt  unmerklich  ist.  Die  Bestimmung  von  a  wird 
indess  von  dieser  Excentricität  unabhängig  gemacht,  wenn  man  den 
Gegenstand  auf  beide  Arten  einstellt,  und  auf  die  dadurch  erhaltenen 
Ablesungen  die  Ausdrücke  (39)  anwendet.  Die  übrigen  in  dieser  Ab- 
handlung entwickelten  Methoden  zur  Bestimmung  der  Reductionsele- 
mente  sind  von  dieser  Excentricität  unabhängig. 


ZUSATZ. 

Hauptfigur,  aus  welcher  fast  alle  in  der  vorstehenden  Abhand* 
lung  vorkommenden  Relationen  entnommen  werden  können. 
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Alle  Linien  dieser  Figur  bedeuten  grOsste  Kreise  auf  der  um  den 
Mittelpanict  des  Stundenkreises  beschriebenen  Kugeloberflache.  Pist  der 
Durchschnittspnnkt  des  Pols  des  Aequators  mit  dieser  Kugeloberflache ; 
P'  der  des  Pols  des  Aequatoreals ;  Q  der  des  in  der  Abhandlung  naher 
bezeichneten  Endes  der  Declinationsachse ;  S  der  der  Absehenslinie  des 
Fernrohrs,  die  auf  einen  Stern  oder  auf  einen  terrestrischen  Gegenstand 
gerichtet,  gedacht  wird.  5}  hat  zwei  Bedeutungen;  dieser  Punkt  be- 
zeichnet theils  einen  andern  Punkt  der  Kugeloberflache,  in  welchem  ein 
Stern  in  derselben  Absehenslinie  wie  S  eingestellt  worden  ist,  theils 
eine  zweite  Absehenslinie,  in  welcher  bei  unverändert  gelassener  Stellung 
des  Stundenkreises  derselbe  Stern  wie  in  S  eingestellt  worden  ist.  Der 
Kreis  AB  ist  der  Meridian  des  Beobachtungsorts  und  Z  das  Zenith  des- 
selben ;  der  Kreis  CD  ist  der  Meridian  des  Aequatoreals ,  für  welchen 
der  Stundenkreis  o  zeigt,  der  Kreis  EF  der  fUr  welchen  der  Declinaüons- 
kreis  90*>  angiebt,  und  der  Kreis  GH  der  für  welchen  der  Posftionskreis 
Null  zeigen  muss ,  wenn  das  Aequatoreal  mit  einem  die  Positionswinkel 
angebenden  Mikrometer  versehen  ist.  Die  Bezeichnung  der  Seiten  und 
Winkel  dieser  Figur  ist  die  folgende. 

PP=zfi  PS,=  90«  — rf 

PPA=r  DPSi=t! 


SPß=T  PZ=90»  — 9 

SP=90»--<)f  ^2=90»  — y' 

SPD=^r'  PZP=  —  a 

Sl>'=  90«  — (T'  DPZ=:q 

PSP^jt  ZS^z 

ÖF=90«+«  BZS=a 

OS=:90»  — fe  PSZ—e 

EQP=c         ,  SPZ=t 

E0S  =  90»  — (J'  SP=90«  — d 

OPDssgO»-!-/  SPD  =  i 

OSG=90».  SF=90»— rf' 

GSP^Tt'  OZ=90»  — » 


SS,=  90«— f  OP'i)  =  90«-|-9' 


S,SP=180«+V'  0P=90«  +  A 

S,SP'=  1 80  »  —  v;'  BP0  =  90«  +  Ö 

BPSi=  t  PQP^'A 
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SS,=:90»  — f 

S,SP3=180<>  +  v 
OSS»=z- 90» 

£;QS,=  90»  — d' 
~0S,=  90«— /■— ib 
ÖPS,=  90»~to 
ÖS=90«--iff 
S,OS = i)  -  ö  -  »'(Z'+A- Jf) 
S,PS=(»— J2 
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ÜBER  DIE  RATIONALITÄT  DER  TANGENTEN-VERHÄLTNISSE 

TAÜTOZONALER  KRYSTALLFLÄCHEN. 


§.  1.    JSinleitung^« 

CäS  ist  eine  bekannte  Thatsache,  dass  in  einer  jeden  Krystallreibe 
die  Tangenten  der  gegenseitigen  Neigungswinkel  aller  tautozonalen, 
d.  h.  zu  einer  und  derselben  Zone  gehörigen  Flächen  in  ratio- 
nalen Verhältnissen  zueinander  stehen."^)  Diese  Thatsache* hat  nicht 
nur  ein  praktisches,  sondern  auch  ein  theoretisches  Interesse.  Sie  ist 
Dämlich  von  praktischem  Werthe,  weil  sie  allen  unseren  Ableitungs-Con- 
structionen  zu  Grunde  liegt,  und  Weil  sie  uns  bei  der  Berechnung  der 
yerschiedenen  Kantenwinkel  einer  und  derselben  Zone  ein  sehr  leichtes 
und  sicheres  Anhalten  gewährt.  Sie  hat  aber  auch  eine  theoretische  Be- 
deutung, weil  sie  uns  lehrt,  dass  das  Verhältniss  der  Grund-Dimensionen 
einer  jeden  Krystallreibe  wohl  am  richtigsten  durch  Quadratwurzelzahlen 
darzustellen  ist,  und  weil  sie  uns  einige  Kriterien  fUr  die  Beurtheilung 
der  Zulässigkeit  schiefwinkeliger  Axensysteme  darbietet. 

Obgleich  nämlich  die  Nothwendigkeit  eines  irrationalen  Verhältnisses 
der  Grund-Dimensionen  für  die  verschiedenen  Krystallreihen  eines  und 
desselben  Krystallsystems  schon  a  priori  gefolgert  werden  kann ,  weil 
nur  dadurch  jeder  lieber  gang  aus  ein  er  Krystallreibe  in  die  andere, 
und  das  Zusammenfallen  aller  zu  einem  und  demselben  Systeme 
gehörigen  Krystallreihen  in  einen  einzigen  Gomplex  commensurabeler 
Formen  unmöglich  gemacht  wird ;  so  lässt  doch  diese  Folgerung  d  i  e 
Frage  noch  gänzlich  unbeantwortet,  in  welcher  Weise  jener  irratio- 
nale Charakter  aufzufassen  sei;  ob  es  also  Quadratwurzeln,  Cubik- 
wurzeln ,  oder  irgend  andere  irrationale  Zahlen  sind ,  durch  welche  das 


*)  Es  ist  jedenfalls  nützlich  und  bequem,  für  alle  zu  einer  und  derselben 
Zone  gehörige  Flächen  einen  sie  gemeinschaftlich  begreifenden  Namen  zu  gebrauchen, 
weshalb  ich  sie  tautozonale  Flächen  nenne;  eben  so  verstehe  ich  unter  tauto- 
zonalen Kanten  alle  zu  einer  und  derselben  Zone  gehörigen  Kanten. 

36* 
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Verhällniss  der  Grund-Dimensionen  dargestellt  werde.  Die  Thatsache 
der  rationalen  Verhältnisse  der  Tangenten  aller  Kantenwinkel  einer  und 
derselben  Zone  macht  es  aber  höchstwahrscheinlich,  dass  meist  nur 
Quadratwurzelgrössen  der  Natur  entsprechen  können ,  ohne  dass 
jedoch  rationale  Zahlenwerthe  gänzlich  ausgeschlossen  sind ;  ja,  in  den 
schiefwinkeligen  Axensyslemen  scheint  es  sogar  möglich,  dass  die 
Grund-Dimensionen  ein  rationales  Verhältniss  besitzen,  weil  schon  die 
Verschiedenheit  der  schiefen  Neigungswinkel  der  Axen  die  verschiede- 
nen Krystallreihen  incommensurabel  macht. 

Besonders  aber  dürfte  das  Gesetz  der  Rationalität  der  Tangenten- 
Verhältnisse  eine  theoretische  Wichtigkeit  für  die  Beantwortung  der  Frage 
gewinnen,  ob  den  klinoedrischen  oder  schiefwinkeligen  Krystallsystemen, 
welche  noch  von  so  manchen  ausgezeichneten  Kryslallograpben  als  blose 
hemiedrische  oder  tetartoedrische  Modificationen  des  rhombischen  Sy- 
stemes  betrachtet  werden ,  eine  wirkliche  Selbstständigkeit  zugestanden 
werden  könne,  oder  nicht.  In  diesen  Systemen  gewinnt  nämlich ,  unter 
Voraussetzung  schief  winkeliger  Axen,  der  allgemeine  Ausdruck  ftar 
die  Tangenten  der  Neigungswinkel  tautozonaler  Flächen  eine  solche  Ge- 
stalt, dass  daraus  gewisse  Bedingungeil  gefolgert  werden  können, 
unter  denen  die  schiefen  Winkel  der  Axen  und  die  Grund-Dimensionen 
stehen  müssen,  dafern  die  Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse  er- 
halten bleiben  soll.  Da  nun  an  der  Erhaltung  dieses  Gesetzes  auch  in 
dem  monoklinoedrischen  und  triklinoedrischen  Systeme  gar  nicht  ge- 
zweifelt werden  kann»  so  kommt  es  nur  darauf  an,  zu  prüfen,  ob  auch 
jene  Bedingungen  für  die  verschiedenen  Krystallreihen  dieser  Systeme 
wirklich  in  Erflillung  gebracht  sind.  Sollte  sich  diess  bestätigen,  so 
würde  wohl  eines  der  wesentlichsten  Bedenken  gehoben  sein ,  welches 
vom  krystallographischen  Standpunkte  aus  noch  gegen  die  Anerkennung 
schiefwinkeliger  Axensysteme  geltend  gemacht  werden  kann.  Wir  wer- 
den aber  weiter  unten  an  einigen  Beispielen  zeigen ,  dass  die  Krystall- 
reihen des  monoklinoedrischen  und  triklinoedrischen  Systemes  den  Be- 
dingungen recht  wohl  entsprechen,  welche  für  die  Elemente  ihrer  Axen- 
systeme gefordert  werden ,  und  dass  z.  B.  das  Vorkommen  gleich 
geneigter  aber  krystallographisch  und  physikalisch  ungleich- 
wer th  ige r  Flächen  in  manchen  Krystallreihen  des  monoklinoedrischen 
Systemes,  wie  des  Orthoklases  und  Pyroxenes,  eine  nothwendige  Folge 
jener  Bedingungen  ist. 
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So  viel  mir  bekaDnt,  haben  bis  jetzt  nur  Weiss,  Neumann  und 
Kupffer,  diese  drei  Koryphäen  unter  den  Krysfailographen,  Beweise  für 
die  Rationalitat  der  Tangenten -Verhältnisse  tautozonaler  Kanten winkel 
geliefert.  Da  sie  aber  ihre  Beweisführung  unter  gewissen  beschränkenden 
Bedingungen  gaben,  wie  denn  z.  B.  Neumann  nur  auf  orthoedrische  und 
bexagonale  Formen  Rücksicht  nimmt, ^)  während  Kupffer,  obgleich  von 
dem  triklinoedrischen  Systeme  ausgehend,  doch  nur  die  Tangenten -Ver- 
hältnisse solcher  Zonen  discutirt,  deren  Zonenlinie  einer  der  Goordinat- 
Ebenen  parallel  ist,**)  so  schien  es  mir  nicht  überflüssig,  in  den  fol- 
genden Betrachtungen  denselben  Gegenstand  von  einem  ganz  allge- 
meinen Gesichtspunkte  aus  zu  behandeln. 


§.  2.    Allgemeine  Bedingung  ftlr  tautozonale  Flächen  in  allen 

Krystallsystemen. 

Wir  denken  uns  ein  beliebiges,  rechtwinkeliges  oder  schiefwinkeliges 
Axensystem ,  und  in  den  drei  Axen  desselben  die  Parameter  der  Grund- 
form, oder  die  Grund-Dimensionen  a,  b  und  c  gegeben,  welche  zu  ein- 
ander in  irgend  einem  rationalen  oder  irrationalen  Verhältnisse  stehen 
mögen.    Dabei  setzen  wir  voraus,  dass  a  in  der  (aufrechten)  Axe  der  a?, 
b  in  der  Axe  der  y,  und  c  in  der  Axe  der  z  liege.  Wir  denken  uns  ferner 
zwei  verschiedene,  in  den  Octanten  der  positiven  Halbaxen   fallende 
Flächen  F  und  F,'  durch  welche  die  zu  betrachtende  Zone  bestimmt  wird, 
und  deren  Parameter  Multipla  oder  Submultipla  jener  Grund-Dimensionen 
nach  rationalen  Zahlen  m,  n,  r  und  m,  n\  r  sind,  so  dass  also 
für  die  Fläche  F  die  Parameter  ma,  nb  und  rc, 
für  die  Fläche  F  die  Parameter  m'a,  nb  und  rc 
gelten.    Diese  rationalen  Zahlen  m.n  u.  s.w.  sind  bekanntlich  die  Ab- 
leilungszahlen  der  Krystallographie,  von  denen  in  der  Wirklichkeit 
allemal  eine  mit  dem  Werthe  1  zu  nehmen  ist. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Flächen  F  und  F'  werden  demnach 


und 


X        ^ 

ma 

nb    "^ 

'    =1 

rc 

X 

ma 

n'b   "•■ 

rc 

*)  Neumaun,  Beiträge  zur  Krystallonomie,  Heft  I,  4823,  S.  f  9  ff. 
*♦)  Kupffer,  Handbuch  der  rechnenden  Krystallonomie,  4  834,  S.  498  ff. 
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Wir  können  uns  aber  diese  (so  wie  alle  fernerhin  zu  berttcksicbtigenden) 
Flächen ,  ohne  dadurch  die  Allgemeinheit  unserer  Betrachtung  zu  be- 
schränken, auf  den  Mittelpunkt  des  Axensystemes  verlegt  denken, 
und  daher  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen  0  statt  4  schreiben. 

Die  Zonenlinie  der  zu  betrachtenden  Zone  ist  nun  keine  andere, 

■ 

als  die  gleichfalls  auf  den  Mittelpunkt  verlegte  Durchschnittslinie  der 
beiden  Flächen  F  und  F;   ihre  Gleichungen  werden  daher : 

JE ?L_o 

Ma         m 


Rc  Ma 

Nb  Rc 

indem  wir  zur  leichteren  Uebersicht  die  rationalen,  und  Tür  eine  und 
dieselbe  Zone  constanten  Factoren  von  a,  b  und  c,  nämlich 

nm[nr  —  nr)  mit  M 

nn{rm  —  r'm)  mit  N 

und  TT  {mn  —  m'n)  mit  R 

bezeichnen.  Diese  Grössen  Jtf,  N  und  R  sind  es,  welche  in  der  ganzen 
Zonenlehre  eine  so  wichtige  Rolle  spielen,  dass  es  zweckmässig  er- 
scheint, sie  mit  einem  besonderen  Namen  zu  belegen,  um  sich  kurz  und 
bestimmt  über  sie  aussprechen  zu  können;  wir  vyollen  sie  dem  gemäss 
die  Coefficienten  der  Zonengleichung  nennen.  Die  Zonengleichung 
aber,  oder  die  Bedingungsgleichung,  welcher  eine  jede  andere,  der 
Zonenlinie  parallele,  und  folglich  derselben  Zone  angehörige 
Fläche  F"  Genüge  leisten  muss,  ist 

m'  "•"  nr~  "•"  r"  ^  ) 

wenn  m\  n  und  r"  die  auf  die  Grund- Dimensionen  a,  b  und  c  bezüg- 
lichen Ableitungszahlen  dieser  dritten  Fläche  bedeuten. 

Da  nun  die  Zonenlinie  auch  als  die  Durchschnittslinie  dieser  Fläche  F* 
mit  einer  der  anderen  beiden  Flächen,  z.  B.  mit  F,  vorgestellt  werden  kann, 
so  müssen  sich  ihre  Gleichungen  auch  folgendermaassen  schreiben  lassen^ 


X 

M'a 

— 

y 

iTb 

= 

■ 

0 

— 

X 

M*a 

= 

0 

y 

iTb 

— 

R'c 

^ 

0 

4 

(3) 


in  welchen  abermals,  der  leichteren  Uebersicht  wegen, 
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mm  (nr  —  nr)  ^  Jf 

m  {tun —  /m)  ä  N 
und  TT  {mn'^m'fC)^siR 
gesetzt  wird.   Die  Zonenlinie  ist  aber  doch  nur  eine  einzige  Linie, 
welche  wir  auf  den  Mittelpunkt  des  Axensystems  verlegt  haben.   Da  es 
nun  bei  solchen  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Linien  lediglich  auf  das 
Verhältniss  der  Parameter  ankommt,  so  muss  nothwendig 

M:N  =  M:N 
R:M=R:M' 
iV:Ä=iV:ir 

sein,  wenn  durch  beide  jene  Systeme  von  Gleichungen,  nämlich  durch 
(<)  und  (3)  eine  und  dieselbe  Linie  dargestellt  werden  soll.  Hieraus 
ergiebt  sich  denn  aber  auch  ferner,  dass 

M:N:R  =  ir:l!r:R 

oder,  weil  alle  diese  Grössen  rationale  Zahlwerlhe  haben ,  dass 

ir=kM,  Ff^kN,  B'=kR      (4) 
was  so  viel  bedeutet,  dass  M\  N  und  R  Multipla  oder  Submultipla  von 
M,  N  und  R  nach   irgend   einer  und  derselben   rationalen 
Zahl  fc  sind.*) 

Dieses  ist  ein  allgemeines  Gesetz,  welches  alle  tauto- 
zonalen  Flächen  beherrscht,  und  gänzlich  unabhängig  von  der  Be- 
schaffenheit des  Krystallsystems  ist;  wie  denn  überhaupt  die  bisherigen 
Betrachtungen  für  alle Kryslallsysteme  in  gleicherweise  Giltigkeit  haben. 
Dasselbe  lässt  sich  freilich  nicht  mehr  von  den  nun  folgenden  Betrach- 
tungen behaupten. 

Um  nämlich  die  Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse  tautozonaler 
Kantenwinkel  beweisen  zu  können ,  dazu  bedürfen  wir  zuvörderst  des 
allgemeinen  Ausdruckes  für  die  Tangente  des  Neigungswinkels  W  irgend 
zweier  Flächen.  Da  nun  dieser  Ausdruck  in  den  verschiedenen  Krystall- 
systemen ,  nach  Maassgabe  ihres  geometrischen  Grundcharakters ,  eine 


*)  Man  kann  diess  auch  so  ausdrücken :  die  CoSfQcienten  der  Zonengleichung,  wie 
solche  aus  irgend  zwei  FlSchen  einer  Zone  folgen,  sind  gleiche  und  rationale 
Multipla  der,  aus  zwei  beliebigen  anderen  Flächen  derselben  Zone  abgeleiteten  Coef- 
ficienten.  Die  Richtigkeit  dieser  Folgerung  wird  übrigens  noch  dadurch  bestätigt,  dass 
je  zwei  der  Gleichungen  M'^=kM,  iV'sAiV,  oder  B^=kR  für  sich  auf  die  Zonen- 
gleichung (2)  gelangen  lassen ,  welche  daher  auch  aus  diesen  Bedingungen  gefolgert 
werden  kann. 
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sehr  verschiedene  Gestalt  erhält,  so  dürfte  es  zweckmässig  sein,  unsere 
ferneren  Untersuchungen  für  die  verschiedenen  Krystallsysteme  be- 
sonders durchzuführen. 

§.  3.    Rationalitfit  der  Tangenten -Verbältnisse  in  den  ortboSdriscben 

Krystallsystemen  • 

In  den  orthoedrischen  Krystallsystemen,  also  in  dem  tesse raten, 
tetragonalen  und  rhombischen  Systeme,  sind  alle  drei  Axen  recht- 
winkehg  auf  einander,  und  es  bestehen  für  sie  nur  noch  die  Verschie- 
denheiten der  Grund-Dimensionen,  für  welche  im  Tesseralsysteme 

statt  a:b:c  die  Werthe  1:1:4, 
m  Tetragonalsysteme 

statt  a:h:c  die  Werthe  a:1:1 
Giltigkeit  haben,  während  im  rhombischen  Systeme  die  Ungleichheit  aller 
drei  Dimensionen  ohne  Weiteres  durch  das  Verhältniss  a:b:c  dargestellt 
wird.  Da  nun  die  für  das  tesserale  und  das  tetragonale  System  giltigen 
Dimensions-Verhältnisse  nur  als  besondere  Fälle  des  allgemeinen  Ver- 
hältnisses a:b:c  zn  betrachten  sind,  so  wollen  wir  bei  unseren  Betrach- 
tungen zunächst  dieses  Verhältniss  zu  Grunde  legen. 

Gehen  wir  von  dem  bekannten  Werthe  des  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels aus,  welcher  in  einem  rechtwinkeligen  Axensysteme  für  irgend 
zwei,  durch  ihre  Parameter  a,  b  und  c,  a\  6' und  c  bestimmte  Flächen 
durch         ^jQg  ly  _- ooW-hccW+6&V 

gegeben  ist,  so  ergiebt  sich ,  dass  für  zwei  abgeleitete  Krystallflächen 
F  und  Fl  mit  den  Parametern  ma,  nb  und  rc,  ma,  nb  und  rc,  die  Tan- 
gente ihres  Neigungswinkels  folgenden  Werth  erhält : 

ö  «imnno*6*+rrfjMnc»a*+nnrr6*c*  Q 

worin  M,  N  und  R  die  Goefßcienten  der  durch  F  und  F'  bestimmten 
Zonengleichung  sind.  Bezeichnen  wir  nun  mit  W  den  Neigungswinkel 
der  Fläche  F  gegen  eine  dritte  Fläche  F"  von  den  Parametern  tna,  nb 
und  rc ,  so  folgt  eben  so : 

tan«  W= a^cYUr^N'^b'^R-c^        -abc^ 

worin  M,  N'  und  R  die  Coefficienten  der  durch  F  und  F"  bestimmten 
Zonengleichung  sind.    Nun  sollen  aber  die  drei  Flächen  F,  F'  und  F' 
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tautozonal  sein;  folglich  moss,  nach  (4)  in  §.  2,  M'^kM,  N'^s^kN 
und  jR's:  kR  gesetzt  werden  können ,  and  es  wird  daher 

tangW=a6c^^- 

woraus  sich  denn  ergiebt : 

tang  W:langW=-^:-|^ 

oder,  indem  man  einen  der  drei  Werthe  von  k  einsetzt, 

tangW:tongW  =  -p-:^=-p-:-^  =  -^:pr 

welebes  das  gesuchte  Verhältniss  der  Tangenten  in  allen  orthoedrischen 
Kry Stallsystemen  ist. 

Dieses  Verhältniss  wird  aber  jedenfalls  rational  sein,  sobald  a,  b 
und  c ,  oder  die  Grund-Dimensionen  der  betreffenden  Krystallreihe,  ent- 
weder  rationale  Zahlen  werthe  oder  Quadratwurzel  werthe.  haben, 
weil  ja  die  Ableitungszahlen  m,  n,  r  u.  s.  w.,  eben  so  wie  die  Grössen 
M  und  M'  lauter  rationale  Zahlenwerthe  haben.  Nun  können  aber  die 
Grund-Dimensionen  wenigstens  nicht  allgemein  durch  rationale  Zahlen 
dargestellt  werden,  weil  dann  zwischen  den  einzelnen  Krystallreihen 
eines  jeden  Systems  alle  Schranken  fallen  würden,  wie  solches  zwar  im 
Tesseralsysteme,  in  den  übrigen  Systemen  aber  gewiss  nicht  der  Fall  ist. 
Da  nun  die  Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse  eine  durch  alle  Be- 
obachtungen bestätigte  Tbatsache  ist,  so  liefert  sie  auch  den  Beweis  für 
die  Richtigkeit  der  von  Weiss  geltend  gemachten  Ansicht,  dass  die  Grund- 
Dimensionen  der  verschiedenen  orthoedrischen  Krystallreihen  allgemein 
nur  in  Quadratwurzelgrössen  ihren  naturgemässen  Ausdruck  finden  kön- 
nen, ohne  dass  jedoch  rationale  Zahlwerthe  gänzlich  ausgeschlossen  sind. 


§.  4.    Cosinus  des  Neigungswinkels  zweier  Flächen  im 

triklinoedrischen  Krystallsysteme, 

Von  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte  aus  lässt  sich  auch  das 
Hexagonalsystem  den  klinocdrischen  Krystallsystemen  beirechnen ,  weil 
dasselbe,  nach  Elimination  der  einen  Nebenaxe,  ein  dreizähliges  Axen- 
system  darstellt,  in  welchem  sich  zwei  Goordinat-Ebenen  unter  60^ 
schneiden,  während  die  dritte  Ebene  auf  beiden  rechtwinkelig  ist.  Wir 
werden  von  dieser  Ansicht  weiter  unten  Gebrauch  machen,  nachdem  wir 
vorher  die  eigentlich  so  genannten  klinocdrischen  Krystallsysteme  in 
Betrachtung  gezogen  haben. 
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Um  diese  Betrachtung  möglichst  aligemein  zu  begrUadeo,  beginnen 
wir  mit  dem  triklinoedri sehen  Krystallsysteme,  weil  aus  den  Re- 
sultaten, aufweiche  wir  in  diesem  Systeme  gelangen,  auch  diejenigen 
Resultate  gefolgert  werden  können,  welche  im  diklinoedrischen  und 
monoklinoedrischen  Systeme  Giltigkeit  haben. 

Es  sei  uns  also  eine  triklinoedrische  Krystallreihe  durch  ihre  Axen 
und  durch  die  an  diesen  Axen  anliegenden  Neigungswinkel  der  Co- 
ordinat-Ebenen  A,  B  und  C,  so  wie  durch  die  den  Axen  gegenüber- 
liegenden Mittelpunktswinkel  a,  ß  und  y  gegeben;  so  entsteht  uns 
zuvörderst  die  Aufgabe,  den  allgemeinen  Ausdruck  ftlr  die  Tangente 
des  Neigungswinkels  W  irgend  zweier  Flächen  F  und  F'  zu  finden ,  von 
denen  die  eine  durch  die  Parameter  a,  b  und  0,  die  andere  durch  die 
Parameter  a ,  6' und  c  bestimmt  wird.  Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  wollen 
wir  erst  den  Cosinus  dieses  Winkels  aufsuchen,  wobei  wir  uns  der 
bekannten  Methode  bedienen,  den  Cosinus  des  Neigungswinkels  der 
Centronormalen  beider  Flächen,  d.h.  der  aus  dem  Mittelpunkte  des 
Axensystems  auf  sie  gefällten  Normalen,  zu  bestimmen,  welcher  Winkel 
ja  derselbe  ist,  den  die  beiden  Flächen  selbst  mit  einander  bilden.^) 

Die  Gleichungen  der  beiden  Flächen  F  und  F  seien  : 

—  +  T"  +  —  =  1     und    -r  +  ^  +  -r  =  1 

a  b  c  a  b  c 

Nennen  wir  ihre  Centronormalen  iV  und  N[  und  setzen  wir,  die  Gleichungen 
seien:  f^r  iV:    i  —  i- =0    und  ^  —  ^  =0 

p  q  s  p 

für  N':   4-^=0    und  4  -  4  =0 

p  q  s  p 

SO  ist  in  diesen  Gleichungen 

für  iV:    p:^bc  sin^a  —  obB'  —  caC 

qr=:ca  sin^/J  —  bcC  —  abA 

g^zoh  sin V  —  caA'  —  bcB 
für  N'\   p'=  b'c  sin^a  —  db'B' —  caC 

q=z  cd  sin*^/? —  6VC' —  dVK 

«  =  dV  sin  V  —  cdA-^  VcB 


(5) 


*)  Dieses  Problem  ist  zwar  schon  lange  in  den  Lehrbücbero  der  analytischen  Geo- 
metrie so  wie  in  Kupffer's  Handbuch  der  rechnenden  Krystallonomie  S.  48  f.,  auch 
neuerdings  auf  eine  eigenthümliche  Weise  von  Möller  (in  PoggendorflTs  Ännalen,  B.8i, 
S.  439  ff.)  gelöst  worden;  indessen  glauben  wir  es  hier  einschalten  zu  müssen,  weil 
wir  es  in  einer,  unserer  Schreibart  der  Gleichungen  entsprechenden,  ziemlich  einfachen 
Weise  zu  lösen  versucht  haben. 
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wenn  wir  nämlich ,  der  leichteren  Uebersicht  wegen, 

cos  A  sin  ß  sin  ;^  s=  A' 
cos  J9  sin  /  sin  a  3=  ^  ^  (6) 
cos  C  sin  a  sin  /?=s  C 

selzen.    Der  Neigungswinkel  beider  Normalen  bestimmt  sich  aber  aas 
ihren  vorstehenden  Gleichungen,  nach  bekannten  Regeln,  durch 

«Qg  Hr  2«.  pp'-t-  gq'-^ f/+  {qs''hq's)  cos  a  +  i^'±^P)^^ß±  (W^+  Pq)  cos/ 


Vp*+9*+«*+23« CO« a+J*p cos /y+Äp^cosy  }/p'*+9'*+*'*+2yVco5«+2»yco8/J+2p'^  cosy 


oder  cos  W  =  —7= 


Substituirt  man  in  diesem  Ausdrucke  für  p,  q  und  8,  p\  q  und  s  ihre 
oben  bei  (5)  angegebenen  Werlhe,  so  gelangt  man  auf  den  eigentlich 
gesuchten  Werth  von  cos  W.  Es  würde  jedoch  diese  Substitution  eine 
ziemlich  weitläufige  Rechnung  erfordern,  wenn  man  dabei  den  Zähler 
und  Nenner  von  cos  W  ohne  Weiteres  in  ihrer  vorstehenden  Form  zu 
Grunde  legen  wollte.  Weit  schneller  gelangt  man  zum  Ziele,  wenn  man 
vorher  den  ganzen  Ausdruck  von  cos  W  einer  Reduction  unterwirft, 
welche  sich  dadurch  ergiebt,  dass  man  sowohl  den  Zähler  //,  als  auch 
die  beiden  Factoren  K  und  K'  des  Nenners  in  einer  anderen  Weise 
schreibt.    Es  ist  nämlich : 

H=ip {p  +  g  cos y -I- »' cos ß)'hq {q'-h scos a+pcosj)  +  $ {s+p  cos ß  +  q  cos a) 
oder  auch ,  auf  ähnliche  Art  ausgedrtickt : 

i/sp'(p-|.g  cosy  +  «  COS/?)  -h  q  {q-hs  cos a-hp  cos y)+${8+p  cos /?  +  g  cos a) 
und  es  ist  eben  so : 

K^p  {p  +  q  cosy  +  s  cos/?)  +  q  {q -hs cos a+p  cosy)+*(«+p  cosß  +  q  cos«) 

K'sspf^p+qcosy'^scosß)  +  q{q'h$cosa+p'cosy)  +  8{8+pcosß+qcosa) 

Sucht  man  nun   zuvörderst   die   eingeklammerten  Grössen  durch 

Substitution  der  obigen  Werthe  von  p,  q,  8,  p\  q  und  s  zu  bestimmen, 

so  findet  man,  wenn 

1  —  cos^a  —  cos  '^/?  —  cos  V  +  2  cos  a  cos  ß  cos  y=sE 

gesetzt  wird, 

p+q  cos y  +  8  cos ß  =  bcE 

q  +  8  cos  a+p  cos  y  =  caE 

8 +p  cos  ß  +  q  cos  a=sabE 

p  +  q  cos  y  +  8  cos  ß  =  b'cE 

q  +  8  cos  a  +|>'cos  y  =  ca'E 

8+poosß  +  g  cos  a  =  ab'E 
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woraus  sich  denn  ergiebt,  dass 

H:=:{pb'c-hqca  +  8ab')E,    oder  auch  sB[pbc'hqca'h8ab)E 

K=i  {pbc  +qca  +sab)E 
Jf 's=  (^p'b'c  +  qca  +  sab')E 

Demgemäss  reducirt  sich  der  obige  Ausdruck  von  cos  W  auf : 


YTpbc  +  qca  +  sah  }/p'6V+5Va'+*'a6 


_      •& 


(7) 


oder  auch  cos  W  =  pbc^q'ca-^sah  f  1/5?- 

y pe>c -k-qca-k- sah  yy'h'c'^qlca^ sah' j 

Führt  man  nun  in  den  einen  oder  anderen  dieser  Ausdrücke  abermals 
die  oben  stehenden Wertbe  von  p,  q,  s,  p\  qund  s  ein,  so  wird: 
^  =  bb'cc8m^a+ccaasin^ß+aabb'sin^—aa{bc+  b'c)  A—  bb'{ca+ da)  B—  cc  (a6'+fl'6;C 
Ä  =  6»c»sin»a  +  c»a»sinV  +  a«6»sinV—  2a^6cA'—  26»caÄ'—  2c*a6C' 
Ä'=  fc'»c'«sin«a  +  c'«Ä'2sin»/?  +  a'^Ä'^sin^  —  Sa^fcVA  —  2ft'«c'a'Ä'—  2c»a'fer 
in  welchen  Formeln  man  nur  noch  die  bei  (6)  stehenden  Werthe  von 
A',  Fund  C  zu  subslituiren  braucht,  um  den  definitiven  Ausdruck 
für  cos  W,  als  eine  Function  der  Parameter  beider  Flächen  F  und  F 
und  der  sechs  Grundwinkel  des  Axensystemes  zu  erhalten. 


§.  5.    Tangente  des  Neigungswinkels  zweier  Flächen  im 

triklinot^drischen  Krystallsysteme. 

Aus  dem  zweifachen  Ausdrucke,  aufweichen  wir  in  §.  4  für  den  Co- 
sinus des  Neigungswinkels  W  zweier  Flächen  Fund  F'  gelangt  sind,  nämlich 

aus  ^Qg  y^ __  pftV+  ^cV+  sah' 


Yv^  +  ^cfl ■♦- iob  Yv h'c  -k- qca  •¥ s ah' 

und  cos  W=  -—^=Jt±^'^^:^L====;^ 

Yphc  +  qca '\' sah  y  p'6V+  qc'a'-^-  s'ah' 

gelangen  wir  nun  sehr  leicht  zu  der  Bestimmung  von  cos^W;  indem  wir 
nämlich  diese  beiden  Ausdrücke  mit  einander  multipliciren,  ergiebt  sich: 

/»nc2W—  (p 6V+  q cV+  s a*h')  (p*hc  -^-q'ca  +*'a6) 
(phc  -k-  qca  ^sah)  (p6c +9ca  +  «ao) 

woraus  sich  denn  ebenfalls  mit  Leichtigkeit  der  Sinus,  und  endlich  die 
Tangente  von  Wmit  folgendem  Werthe  ergiebt: 

.-^„  W—  V\.^'(^'-  ft'c)  (g'*  -  Q^')  +  i>h'(ca'-ca]  (s'p  -sp')  -k- ccjah'-'  ah)  (p'q  -pgl] 
^  pftc-i-^ca  +  *ao 

Dieses  ist  ein  einfacher  und  übersichtlicher  Ausdruck  für  die  Tangente 
des  Neigungswinkels  zweier  Flächen,  in  welchem  solche  als  eine  Function 
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der  Parameter  beiderFldcbea  und  der  Parameter  ihrer  beiden  Cent  ro- 
normalen  erscheint.   Man  braucht  nur  noch  dXr  p,  q,  s,  p\  q  und  $ 
ihre  in  §.  4  bei  (5)  stehenden  Werthe  zu  substituiren ,  um  diesen  Aus- 
druck so  umzugestalten ,  dass  er  sich  auch  als  eine  Function  der  Winkel 
ii,  B\  C,  a,  ß  und  y  darstellt.  Führt  man  diese  Substitution  aus,  so  ge- 
langt man,  nach  den  erforderlichen  Reductionen  und  unter  Berücksichti- 
gung des  Umstandes,  dass  sin  C  sin  a  sin /?==  sin  J9sin;^sina=sinilsin/?sin;^ 
ist,  zuvorderst  auf  die  Werthe  von 
qs  —  qs'ss: sin*A  sin*/? sin V  [aa{bc —  fc c)  +bb\ca  —  cd)  cos y  +  cc{ab' —  a'b)  cos/J] 
sp  —  «p'=  sin^Ä  sin V sin^a [bb'{cd —  cd)  +  cc{ab' —  ab) cos a  +  ad{bc —  b'c)  cos y] 
pq  — P9'=  sin^C  sin^a sin^/J [cc  {ab' —  ab)  +  ad{bc  —  b'c) cos/S  +  bb\cd —  c'ä) cos «] 
und  dann  auf  folgenden  definitiven  Ausdruck: 

lang  n  :=  ooW sio »y  +  ccaä sin V  +  bb'cc' sio *a -  aa^bc'-^  b'c)Ä -' 66' [cd ^ c'a)ß -  cc(ab' ^ ab) C' 

odertangTy=''"^^^"^'^"^^'' 

in  welchem,  der  besseren  Uebersicht  wegen,  einstweilen 

aa'{bc^b'c)    =m 
bb^cd-^ca)     =äJR  ^ 
cc{ab'—db)    =91 


und,  wie  oben  in  §.  i. 


gesetzt  worden  ist. 


cosAsin/?siny  =  A' 
cos  £  sin  y  sin  a=:B' 
cos  C  sin  a  sin/?  =(7 


§.  6.  Verbältniss  der  Tangenten  zweier  tautozonaler  Kanten  im 

triklinoedrischen  Krystallsysteme. 

Aus  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  tang  W  lässt  sich  nun  leicht 
das  Verbältniss  bestimmen,  in  welchem  die  Tangenten  irgend 
zweier  tautozonaler  Kanten  zu  einander  stehen  müssen.  Wie  sich 
Dämlich  für  die  beiden  Flächen  F  und  F' 

Wng  n  —  aa'66' sin  V  +  ccW  sio  V  +  6ft'cc'sin»«  -  ad(bd'^  b'c)A'^  66'(co'+  ca)B'^  cc'(o6'+  db)C' 

sin  A  sin  ß  sin  y  VP       /q\ 
=  Q \P) 

bestimmt,  so  wird  für  den  Neigungswinkel  W  der  ersten  Fläche  F  zu 
irgend  einer  dritten  Fläche  F\   deren  Parameter  a\  b"  und  c  sind: 
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ry'/ 8iD  A  sip  ß  SJD  y  y^(gft'*-h  ^'*'¥  y*-t-  a  a»'«'  cos  y  -♦-  8  ft W  cos /> -H  »'»' cos  a) 


y  -♦-  c(faa"sin*/S  +  66"cc"sin*a  -  aa"(6c^+  6"c)il'-  6e>"(ca"+  ea]H'-  C(f[air-k-<fb)C' 
^^_  sin  il  sin  ß  sin  y  i/^i^ 

in  welchem  Ausdrucke,  der  besseren  Uebersichl  wegen, 

aa{bc—b"c)=m' 
bb'\ca  —  cd)  =  5Ä' 

€c{ab"-Q'b)=fR' 

gesetzt  ist,  während  A\  B  und  C  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  zu 
Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen. 

Sollen  nun  aber  die  drei  Flächen  F,  F'  und  F"  tautozonal  sein, 
so  wird  für  sie,  auf  ähnliche  Weise  wie  solches  in  §.  2  gezeigt  wurde, 
nothwendig  erfordert,  dass 

a»'=*a»,  *Ä=ft9i,  gfi=ftjK; 

folglich  wird 

^^g  y^._  kBmABinßsmYrP       (9) 

woraus  sich  denn  endlich  für  die  Tangenten  der  beiden  tautozonalen 
Winkel  Wund  W  das  Verhältniss  ergiebt: 

tangW:tangW'=-i:|r 

Jetzt  müssen  wir  noch  die  gefundenen  Resultate  in  einer,  unserer 
krystallographischen  Ableitungsmethode  entsprechenden  Weise  schreiben, 
indem  wir  die  drei  Flächen  F,  F  und  F'  als  abgeleitete  Flächen 
auf  irgend  eine,  durch  das  Parameter -Verhältniss  a:b:c  bestimmte 
Grundform  beziehen.   Zu  dem  Ende  haben  wir 

für  a,  6  und  c  die  Grössen  ma,  nb  und  rc, 
für  a,  b'  und  c  die  Grössen  ma,  nb  und  rc, 
für   ö",  b"  und  c   die  Grössen   tn'a ,  nb  und  r"c  \ 

einzusetzen;  dadurch  wird  zuvörderst: 

m^a^bcM   gt  =  b^caN   fR  =  c^abR 
aro  =  a^bcM'  91  ==  b^caN'  9l'=  (^abR 

in  welchen  Werthen  M ,  iV  und  Ä,  M\  N'  und  R'  die  oben  in  §.  2 
stehenden  Coefficienten  der  Zonengleichung  sind.  Nach  erfolgler 
Substitution  dieser  Werthe  erhalten  wir  für  die  im  Zähler  und  Nenner 
der  beiden  Tangentenwerthe  (8)  und  (9)  stehenden  Grössen 

P=={(^M*-hl^N^+c'R^+UbMNcosr  +  2caRMcosß  +  ibcNRcosa)aH'(? 
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Q  =  mmnn'a^b^  sin  V + rrnmc^e^  sin*/? + nnrrb^c^  sin*«  —  nrna^  [nr-k-  nr)  bcA'  | 

—  nnV  (m  +  rm)  caB—  rrc^  [mn^  mn)  ahC  \ 
(/=:  nunmd'b^  sinV + »T^mmVa*  sin*/? + n»  Vfc*c*  sin*a — nm(^{nr+  nr)  bcA 

,  — nnb^{rm'+rm)caB' — fT'i?{mn+m"n)abC' 

und  schliesslich,  als  definitiven  Ausdruck  für  das  gesuchte  Tan- 
genten-Verhältniss : 

tan5W:tangW'=-J:|:«|:f  =  |:-;: 

in  welchem  Q  und  Q'  die  bei  (10)  stehenden  Werthe  haben,  in  Betreff 
weicher  nur  noch  die  in  §.  i  bei  (6)  angegebene  Bedeutung  der  Buch- 
Stäben  A\  B  und  C  zu  berücksichtigen  ist. 

Hiermit  hatten  wir  denn  eine  Basis  gewonnen,  auf  welche  wir 
unsere  ferneren  Betrachtungen  zu  gründen  haben.  Wir  könnten  nun  so- 
fort zur  Erörterung  der  Bedingungen  verschreiten,  unter  welchen  die 

Werthe  von  Q  und  Q'im  triklinoedrischen  Systeme  rational  sein  werden, 

« 

verschieben  jedoch  diese  Betrachtung  auf  einen  der  folgenden  Paragra- 
phen ,  um  zunächst  aus  den  gewonnenen  Resultaten  die  RationaUtät  der 
Tangenten -Verhältnisse  für  das  monoklinoädrische  und  diklinoedrische 
System  zu  erschliessen. 


§.  7.    Bedingung  für  die  Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse 

im  monoklinoedriscben  Krystallsysteme. 

Wollen  wir  die  in  §.  6  gefundenen  Resultate  fttr  das  monoklinoä- 
drische  Krystallsystem  benutzen,  so  haben  wir  zu  berücksichtigen,  dasis 
in  diesem  Systeme  A  s  90<^       a  =  90^ 

JB  =  90«       /?  =  90« 
und  Y^=^C 
ist.  Führen  wir  diese  Werthe  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  von  tang  W 
ein ,  so  ergiebt  sich 

Ar.   o\V oftc  «in  C  /"(a*Af»+  6*7V»+  c»Ä»+  tabMN  cos  C) 

lang  IT  —  |,„„',„|V5« 8in»C  +  fr'mmVo*+  wirr'b* c»- rr'(^ (mfi'+  mn) ab oos C 

.    fl^  8iD  c  yp 

~         Q 
Setzt  man  hierin  M\  N'  und  R\  oder  fcJf ,  kN  und  kR  statt  M,  N  und  Ä, 

so  wie  rn\  n  und  /  statt  m',  n  und  r,  so  erhält  man  den  Ausdruck  von 

™ g^ifc  sin  C  >^fa*Af'+  d*  JV*+  c*l^-^^abMN  coa  Q 

8  ^        TOm'imVt»  sin -C+rf-'fiimVa»+nn"rr"ö»c*-ri^'c*(fmi"+OT''n^ 

abcka'in  C  yP 


(10) 
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und  findet  demnach  für  die  beiden,  das  Tangenten -Yerbttltniss  wesent- 
lich bestimmenden  Grössen  Q  und  Q'  die  Werthe  : 

Q  =  mm'nna^  6^  sin*C  +  rr'mmc?  a^ + nnrr  h^<?—  rr*c?  {mn' + tnn)  ab  cos  C 
0'==  mm'nna^^sin^C+rrmm^c^a^+nnrrbl^c^ — rr€^{fnn+fnn)ab  cos  C 

In  diesen  beiden  Werthen  stehen  lauter  rationale  Grössen,  mit 
alleiniger  Ausnahme  des  noch  zweifelhaften  Prodnctes  ab  cos  C.  Die 
Bedingung  für  die  Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse  wird  also  für 
das  roonoklinoedrische  Ery  Stallsystem  darin  gegeben  sein,  dass  das 
Producta^  cosC  einen  rationalen  Zahlwerth  liefern  muss.  Wir 
können  mit  Kupffer,  welcher  zuerst  auf  dieses  Resultat  gelangte,*)  die- 
selbe Bedingung  auch  in  der  Weise  erfüllt  denken,  dass  fr  cos  C  =  An 
sein  muss,  wobei  h  eine  rationale  Zahl  ist.  Damit  wäre  uns  denn  ein 
bestimmtes  Verhältniss  angezeigt,  welches  zwischen  den  beiden  Linear- 
Dimensionen  a  und  b,  oder  zwischen  der  Hauptaxe  und  Klinodiagonale 
der  Grundform,  und  dem  schiefen  Neigungswinkel  C  obwalten  muss. 
Fällen  wir  nämlich  von  dem  Endpunkte  der  Klinodiagonale  b  eine  Nor- 
male auf  die  Hauptaxe  a,  so  muss  der  durch  solche  Normale  abge- 
schnittene Theil  der  Hauptaxe  (denn  das  ist  bcosC)  ein  rationaler  Bruch- 
theil  von  dieser  Hauptaxe  sein.  Dabei  scheint  jedoch,  nach  Analogie 
anderer  in  der  Krystallwelt  herrschender  Zahlen ,  für  h  nicht  nur  ein 
rationaler,  sondern  auch  ein  ziemlich  einfacher  Bruchwerth  ge- 
fordert zu  werden,  weil  sich*bei  Zulassung  sehr  complicirter,  d.h.  sol- 
cher Bruch  werthe,  deren  Zähler  und  Nenner  durch  grosse  Zahlen 
dargestellt  werden,  jedenfalls  ein  der  Beobachtung  entsprechender 
rationaler  Näherungswerth  von  h  aufßnden  lassen  würde. 

Wir  wollen  nun  an  einer  Anzahl  von  Beispielen  versuchen,  wie  weit 
dieses  Gesetz  in  einigen  monoklinoedrischen  Krystallreihen  erfüllt  ist. 

Im  Glaubersalze  ist  nach  den  Messungen  von  Mohs: 
a:fr  =  i,109:1  undC=72M5' 
folglich  wird  ft  cos  C  =  0.2749  a ,  oder  A  =  H  • 

Im  Glaube  rite  ist  nach  Messungen  von  Phillips  und  mir: 
a:fe  =  0,8384:<  und  C  =  68H6' 
folglich  wird  6  cos C  =  0,441  Sa,  oder  A  =  4^. 


*)  Handbuch  der  rechnenden  Rrystallonomie  S.  501. 
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Im  Bisen  Vitriole  ist  nach  den  von  Miller  mitgetheilten  Winkeln: 
a:6»1,341:1  und  C=75n0' 
folglich  wird  i 008 C BS 0,4 8883a,  oderA»i^. 
In  der  Kupferlasor  ist  nach  den  Messungen  von  Mohs: 
a:6=B2,079:1  und  C=«:87«  39' 
folglich  wird  fc  cos  C  »s  0,04  97  a ,  oder  ä  =  -rV  • 
Im  Rothbleierze  ist  nach  den  Messungen  von  Kupffer: 
a:6  =  0,9568:4  undC  =  78M' 
folglich  wird  6  cos  C  =  0,21 7  a ,  oder  A  =  ^-J . 
Im  Gypse  ist  nach  den  von  Miller  angegebenen  Winkeln: 
a: 6  =  0,5981: 4  und  C=:=80o36' 
folglich  wird  6  cos  C  =  0,2731  a,  oder  A==tV- 
Im  Lazulithe  ist  nach  den  Messungen  von  Prüfer: 
a:6=1.755:4  und  €=88^2' 
folglich  wird  6  cos C=  0,04 956a,  oder  Aas-sV- 
Im  Laumontite  ist,  wenn  wir  in  Miller's  Figur  f»=s  ooP,  x^nOP  und 
r  =  — P  setzen ,  nach  seinen  Winkelangaben : 
a:65=:0,5471:1  undC=i68o40' 
folglich  wird  b  cos  Ca  0,703a,  oder  A=^. 
Im  Titanite  ist  nach  den  Messungen  von  Gustav  Rose: 
a:6=a1,637:4  und  C=85«6' 
folglich  wird  6  cosCas  0,05557  a,  oder  htm-^. 
Im  Ämphibole  ist  nach  den  Messungen  von  Phillips: 
a:frrs 0,5404: 4  und  C»75M0' 
folglich  wird  ft  cos  C »  0, 474  a ,  oder  A  ss  ^ . 

Im  Kl ino chlor  ist  nach  den  Messungen  v.  Kokscharow's ,  wenn  wir 
die  von  ihm  mit  o  bezeichneten  Flächen  =  odjP,  und  die  mit  M  bezeich- 
neten Flächen  aa  P  setzen : 

a:6  =  4,354:4  und(7sr76o4' 
folglich  wird  6  cos  C  =  0, 4  779  a ,  oder  A  ä  ^ . 

Im  Freieslebenite  ist  nach  den  Messungen  von  Miller: 
a:6  =  1, 580:4  undC  =  87M6' 

folglich  wird  6  cos  C  s  0,02467  a ,  oder  hss-^. 
Im  monoklinoödrischen  Schwefel  ist  nach  Mitscherlich's  Mes- 
songeo :     ^  ^  ^  ^^^gg  H  und  C »s  840  U' 

folglich  wird  6  cos C» 0,1 01 S a,  oder  k=±-^.    . 

AMmihU.  d.  R.  8.  Gas.  d.WlMcniieb.  IV.  37 
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Diese  Beispiele,  m  welchen  meistenlheils  der  Wertb  vod  h  den  Be- 
obachtungeD  sehr  genau  entspricht,  dürften  wohl  hinreichen,  um  die 
Reah'tat  monoklinoedrischer  Axensysteme  darzuthun.  Für  den  Pyroxen 
und  für  gewisse  Varietäten  des  Orthoklases  muss  das  einfache  Ge- 
setz A  =  4-  Giltigkeit  haben,  wie  die  Zwillingskrystalle  des  Fassaites 
und  jene  des  Feldspathes  von  Elba  beweisen.  Uebrigens  würde  uns 
in  dem  Gesetze  b  cosC  =  Aa  auch  eine  Art  von  Controle  für  die  Richtig- 
keit der  Messungen  geboten  sein. 


§.  8.    Bedingungen  ftlr  die  Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse 

im  dikliüoedriscben  Krystallsysteme. 

Da   im   diklinoedrischen  Krystallsysteme  A  =  90^   ist,   wahrend 
B,  C,  a,  ß  und  y  schiefe  Winkel  sind,  so  erhalten  wir  für  Q  und  Q 

* 

folgende  Werthe : 

Q  :=imin'nna*b'^  sin *y  +  rrW/i'c*a* sin */?-Hnn'rr'6*c* sin *a—nn'6*(rm'+r'm)ca  cosl^siD/sia« 

—  rrc*  (mn'-i-  tnn)  ab  cos  C  mamfi 
Q'  SS  mm"m'c?  6*  sin*y-Hrr"mm"c*  a*  sin^ßH'nn"rr"b^  (?  sin*o — tin"6*  \pd'  -H  t'iiC\  ca  cos  j9  an  /sin« 

—  rr'c^  (fwn"-i-  m'n)  ab  cos  C  sino  si»/ 

Diese  Werthe  enthalten  lauter  unzweifelhaft  rationale  Grössen ,  mit  Aos- 
nahme  der  beiden  Producte  ca  cos  jB  sin  y  sin  a  und  ab  cos  C  sina  sinß. 
Soll  also  die  Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse  auch  in  diesem 
Krystallsysteme  bestehen,  so  müssen  den  Producten  ca  cos  B  sin  y  sin  a 
und  ab  cos  C  sin  a  sin  ß  rationale  Zahlwerthe  entsprechen.  Wir  wollen 
diess  für  die  Krystallreihe  des  unterschwefeligsauren  Kalkes  prüfen,  voo 
welcher  uns  Milscherlich  sehr  genaue  Messungen  geliefert  hat.  Aus 
seinen  Messungen  ergeben  sich  folgende  Elemente : 

a:6:c=1,533:1:0,7849 
Ä=   98^2<         a=   87«  25' 
C  =  107     2         ß=  98    ii 

y=107    13 

aus  diesen  Elementen  des  Axensystems  folgt  aber  : 

ca  cos  B  sin  ;^  sin  a  ss  0,1 667  ^  4- 
ab  cos  C  sin  a  sin  /?  =  0,  ii34  =  f 
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Wir  erhalten  also  wirklich  ein  paar  sehr  ein  fache  rationale  Zahl- 
werthe  mit  einer  Genauigkeit,  welche  gar  nichts  zu  wünschen  übrig  ISsst, 
indem  die  gemessenen  Winkel  nur  um  1  bis  S'  geändert  zu  werden 
brauchen ,  um  jene  Producte  genau  auf  die  Zahlen  ^  und  ^  zu  bringen. 
Demnach  sind  wir  wohl  berechtigt,  das  von  Mitscherlich  für  den  unter- 
schwefeligsauren  Kalk  eingeführte  Axensystem  als  hinreichend  be- 
gründet anzusehen. 

Es  scheinen  aber  auch  die  Produpte  ca  sin  y  sin  a  und  ab  sin  a  sin  ß 
fllr  sich  rationalen  Zahlen  zu  entsprechen ;  denn  man  findet 

ca  sin  ^^  sin  a  =  1 ,1  i8,  oder  sehr  nahe  =  ^ 
ab  sin  a  sin  /?  =:  1 ,51 4 ,  oder  sehr  nahe  =  ^ 

woraus  denn  weiter  folgen  würde,  dass  auch  cos  B  und  cos  C  rationale 
Werthe  haben ;  denn 

wenn  -f-J  cos  Ä  =  -J- ,  so  ist  cos  Ä  :=  ^ , 
und  wenn  -H-  cos  C  =:  f ,  so  ist  cos  C  =  ^ ; 

hiernach  findet  man  C=  107»  1',  und  ^=98»  20',  was  bis  auf  1'  mit 
den  von  Mitscherlich  gemessenen  Winkeln  übereinstimmt. 

Noch  genauer  wird  auch  das  Product  bc  sin  ß  sin  y  durch  eine  ratio- 
nale Zahl  ausgedrückt;  man  findet  nämlich 

bc  sin/?  sin y=  0,741 3,  oder  =ff 

Diess  würde  zur  Berechnung  der  Linear-Dimensionen  a,  b  und  c  ge- 
langen lassen,  indem  man  das  Product  aus  ca  sin  y  sin  a  und  ab  sin  a  sin  ß 
durch  bc  sin/? sin;'  dividirt,  dabei  deren  Werthe  -H » 1+  "»^  ff  zu  Grunde 
legt,  und  so  zuvörderst  die  Grösse  a  sina,  dann  aber,  durch  Division 
mit  a  sin  a,  die  Grössen  b  sin  ß  und  c  sin  y  bestimmt,  und  endlich,  durch 
Division  dieser  drei  Grössen  beziehendlich  mit  sin  a,  sin  /9  und  sin  y,  die 
Werthe  von  a,  b  und  c  findet.  Führt  man  diese  Rechnung  aus,  so  er- 
hält man 

a:  6  :c  =  1,5370: 1,0006: 0,7843 

was  äusserst  wenig  von  demjenigen  Verhältnisse  abweicht,  welches  aus 
den  Messungen  von  Mitscherlich  folgt. 
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§.  9.    Bedingungen  für  die  Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse 

im  triklino^drlscben  Krystallsysteme. 

Für  die  triklinoedrischeD  Krystall reihen  werden  die  in  §.  6  bei  (10) 
stehenden  Werlhe  von  Q  und  Q'  unmittelbare  Giltigkeit  haben,  und 
man  ersieht  aus  diesen  Werlhen  sogleich,  dass  die  Ralionalität  der 
Tangenten -Verhältnisse  nur  dann  bestehen  kann,  wenn  jedes  der  drei 
Producte  j^^'^  Q^^r  bc  cos  A  sin  ß  sin  y 

caff,  oder  oa  cos  B  sin  /  sin  a 
und  abC\  oder  ab  cos  C  sin  a  sin  ß 

für  sich  einen  rationalen  Zahlwerth  hat.  Wir  gelangen  also  in  diesem 
Krystallsysteme  auf  drei  Bedingungen  von  derselben  Art,  wie  deinen 
im  diklinocdriscben  Systeme  nur  zwei  erfüllt  zu  sein  brauchen,  und 
es  kommt  blos  noch  darauf  an,  ein  paar  der  bekannten  triklinoedrischen 
Krystall  reihen  darauf  zu  prüfen,  ob  diese  Bedingungen  für  sie  wirklich 
hl  Erfüllung  gebracht  sind.  Wir  wählen  dazu  die  Krystallreihen  des 
Albites  und  Anorthites. 

Prüfung  der  Krystallreihe  des  Albites. 

Aus  den  von  G.  Rose  mitgetheilten  Messungen  ergeben  sich  für 
den  Albit  folgende  Elemente  : 

a:6:c  =  0,887:1:I,627 
4=55  88^39'        «^860  45' 
fi  =  86  24         /?=85  20 
C^Q3  34         /ss63  85 

Aus  diesen  Elementen  folgt: 

bc  cos  A  sin  ^  sin  ;^  as  0,0341 7  =«  ^ 
ca  cos Ä  sin y  sin«  =  0,0809  =tV 
a6  cos  Csina  sin/?  =0,3929    =44 

Es  ist  nun  merkwürdig,  dass  auch  hier  wiederum  die  Producte 
bc  sin  ß  sin  y,  ca  sin  y  sin  a  und  ab  sin  a  sin  ß  sehr  nahe  durch  ratio- 
nale Zahlen  dargestellt  werden;  man  findet  nämlich: 

bc  sin  /?  sin  y  =  1 ,452  =  ü^ 
ca  sin  y  sin  a  =  1 ,288  =:  ff 
ab  sin  asinß  =  0,883  =  ff- 
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woraus  denn  folgen  würde,  dass  auch  coa  ^ ,  coa  B  und  coa  C  fttr  sich 
rationale  Werthe  haben ;  in  der  Tbat  wird 

C0SA=:-^,    COsB=:iV«    COsCbs^. 

Berechnet  man  nach  diesen  Werthen  die  Winkel ,  so  ergiebt  sich 

A=  880  38',   Ä  =  86o25',    C  =  63^37' 
welche  nur  um  1  bis  3'  von  denen   der  Beobachtung  entsprechenden 
Winkeln  abweichen. 

Die  Linear-Dimensionen  bestimmen  sich ,  auf  ähnliche  Weise  wie 
im  diklinoödrischen  Systeme : 

a:6:c  =  0,89l7:1,00i:1,629 
was  ebenfalls  den  Beobachtungen  sehr  nahe  entspricht. 

Prüfung  der  Krystallreihe  des  Anorthites. 

Aus  den  von  G.  Rose  angestellten  Messungen  bestimmen  sich  als 
Elemente  dieser  Krystallreihe : 

a:6:c  =  0,866:1:1,570 
Aa«87o    0'        a«:88»42' 
BssSS    i8         /?=86    48 
C=63    37         y  =  63    25 

Aus  diesen  Elementen  folgt : 

bc  cos  A  sin  /?  sin  /  =  0,07358  =  ^ 
ca  cos  B  sin  ;^  sin  a  =  0,08928  =  ^Vr 
ab  cos  Csina  sin /?=:0,38i1    =iV 

Auch  die  Producte  bc  sin  ß  sin  y  u.  s.w.  lassen  sich  recht  genau  durch 
rationale  Zahlen  darstellen ;  es  wird  nämlich 

6c  sin/?  sin p^s  1,406   s{^ 

ca  sin  }r  sin  a  =:  1 ,21 9    ==:  V 

ab  sin  a  sin/? »  0,8644  =a 

Daraus  ergiebt  sich  denn 

welchen  die  Winkelwerthe 

A  =  86^59',  Ä  =  85^48',  C=  63*37' 

entsprechen,  die  mit  den  beobachteten  Winkeln  vollkommen  Oberein- 
stimmen. Die  Verhältnisse  beider  Krystallreihen  beweisen  aber  jeden- 
falls so  viel,  dass  das  allgemeine  Gesetz  der  Rationalität  der  Tangenten 
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tautozonaler  Kanten  auch  in  ihnen  erhalten  bleibt,  wenn  sie  anf 
schiefwinkelige  Axensysteme  bezogen,  d.  h.  als  triklinoedrische 
Krystallreihen  betrachtet  werden. 


§.  10.    Bedingung  fbr  die  Rationalilät  der  Tangenten -Verbfiltnisse 

im  hexagonalen  Krystallsysteme. 

Die  in  §.  6  gefundenen  Resultate  lassen  sich  auch  benutzen,  um 
die  Bedingung  zu  finden ,  welche  im  Hexagonalsysteme  für  die  Ratio- 
nalität der  Tangenten -Verhältnisse  gefordert  wird.  In  diesem  Systeme 
ist  nämlich  A  =  60<>         »=60^ 

B  =  90  /?=90 

Cs90  ;^=:90 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  allgemeinen  Ausdruck  von  Tangente  W, 
so  findet  man : 

lang  ^        SnnWb*<^'i'%fMn'ßnnV'^%rr'c*-'nrbc-nrbc)a*  Q 

Der  Ausdruck  für  tang  W  folgt  aus  dem  vorstehenden,  wenn  man  darin 
M\  N'  und  R\  oder  auch  kM,  kN  und  kR  statt  M,  N  und  Ry  so  wie 
fn,  n  und  r  statt  m',  n  und  r  schreibt.   Man  erhält  so : 

tang  W'=  f?£»m!^ 

Die  beiden  Grössen  Q  und  Q',  durch  welche  das  Verhältniss  dieser  Tan- 
genten wesentlich  bestimmt  wird,  bestehen  nun  aber  aus  lauter  ratio- 
nalen Factoren,  sobald  das  Productftc  rational  ist.  Diese  Be- 
dingung wird  jedenfalls  erftillt  sein,  wenn  6  =  c,  d.h.  wenn  die  Neben- 
axen  einander  gleich  sind.  Bekanntlich  findet  aber  diese  Gleichheit  der 
Nebenaxen  im  Hexagonalsysteme  wirklich  Statt;  folglich  ist  auch  in  ihm 
die  Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse  tautozonaler  Kanten  durch- 
weg in  Erfüllung  gebracht. 

Wenn  wir  mit  Miller,  dem  sich  auch  später  Pettko  angeschlossen 
hat,^)  die  hexagonalen  Formen  nicht  auf  das  gewöhnliche  vierzählige 


*)  In  Haidinger's  Natarwissenschafllicheu  Abhandlungen,  B.  IV,  1851,  i.  Abth. 
S.  f  6  ff.  Bekanntlich  hat  Miller  dieselbe  Ansicht  schon  im  Jahre  4  839,  in  seinem  Treatise 
on  Crystallography,  durchgeführt,  nachdem  sich  Grassmann  bereits  im  Jahre  f  8t9,  io 
seinem  Werke :  Zur  physischen  E^rystallonomie,  Heft  I,  S.  H  i  ff.  für  sie  erkISrt  hatte. 
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Axensystem,  soodera  auf  ein  scbiefwiokelig-dreizähliges  Axensystem 
beziehen  wollen,  dessen  Axen  unter  einander  gleich  geneigt  und 
gleich  gross  sind,  so  erhalten  wir  folgende  Elemente:  es  ist 

B=C=A,  und/?=y=a. 
Setzen  wir  diese  Werthe  in  den  allgemeinen  Ausdruck  von  tangW,  so  wird 

^       "~  mmW-i>  rr'mm'+ wi'rr'—  cos  A  [mm'(iir'+ nr)  -nm'(rm'-i-  r*m)  -^  rr'{mn*'^m'n)'} 

und  man  sieht  leicht,  wie  die  Bedingung  für  die  Rationalität  der  Tan- 
genten-Verhältnisse tautozonaler  Kanten  wesentlich  darauf  hinaus- 
läuft, dass  cos  A  einen  rationalen  Zahlwerth  haben  muss.  Diese 
Bedingung  ist  aber  wirklich  erfüllt,  sobald  die  auf  den  Mittelpunkt  ver- 
legten Polkanten  eines  der  vorhandenen  RhomboSder  als  Axen 
zu  Grunde  gelegt  werden. 


§.11.    Folgerung  und  Beispiel  der  Anwendung. 

Wir  haben  nun  unser  Problem  durch  alle  Kryslallsysteme  verfolgt, 
und  sind  dabei  auf  die  Resultate  gelangt,  dass  in  dem  tesseralen. 
tetragonalen,  rhombischen  und  hexagonalen  Systeme  die 
Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse  (wie  schon  früher  bekannt  war) 
an  sehr  einfache  Bedingungen  geknüpft  ist,  während  in  den  kli- 
noedrischen  Systemen  etwas  complicirtere  und  auch  um  so 
mehre  Bedingungen  erftillt  sein  müssen,  je  unregelmässiger  der  geo- 
metrische Grundcharakter  derselben  ist.  Wir  haben  aber  an  einigen  Bei- 
spielen gezeigt,  dass  diese  Bedingungen  wirklich  erfüllt  sind, 
und  glauben  dadurch  eines  von  denjenigen  Bedenken  beseitigt  zu 
haben,  welche  gegen  die  Annahme  schiefwinkeliger  Axensysteme 
geltend  gemacht  werden  könnten. 

Dass  und  wie  übrigens  die  gefundenen  Resultate  bei  der  Berech- 
nung tautozonaler  Kanten  zu  benutzen  sind ,  diess  mag  beispielsweise 
an  einer  der  wichtigsten  Zonen  des  Tesseralsystems ,  nämlich  an  der 
Diagonalzone  des  Oktaeders  erläutert  werden. 

Da  in  diesem  Erystallsysteme  die  Grund -Dimensionen  das  Verhält- 
niss  1:1:1  haben,  so  erhält  der  in  §.  3  stehende  Ausdruck  ftir  taug  W  fol- 
genden Werth :  lano  W—        y  Af  *-i-Ar»4- A» 


tangWss 


f^^* 


mm  Hfl  -I-  rr  mm  •^imtr 
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Es  ist  jedoch  zweckmässig,  ihn  folgendermaassen  zu  schreiben: 

^  aa  bb -¥  oc  aa  •¥  bb  CG 

weil  die  in  der  Bezeichnung  der  Formen  gebrauchten  Ableitungszahlen 
mundn  bald  auf  diese,  bald  auf  jene  Axe  zu  bezieben  sind,  und  daher  die 
Ableitungszahlen  besser  ganz  allgemein  durch  die  Buchstaben  a,  h  und  c, 
a,  b' und  c  dargestellt  werden,  je  nachdem  sie  in  die  Axe  der  x,  y  oder  z 
fallen.  Demgemftss  ist  auch  M^aKtaa{hc  —  b'c)  zu  schreiben,  u.  s.w. 

Wählen  wir  nun  diejenige  Diagonale  der  Oktaederfläche  j;-i-y«^2^ss4 , 
welche  von  der  Axe  der  x  ausläuft,  zur  Zonenlinie,  so  werden  die  Glei- 
chungen der  letzteren    x  ^      ^ 

°  -y  +y=0  und  y— «=0 

welche,  verglichen  mit  den  allgemeinen  Gleichungen  dieser  Linie,  auf 
die  Folgerungen  führen ,  dass 

M=—iNnndR=N 
sein  muss.   Daher  wird  denn  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Tangente 
des  Neigungswinkels  irgend  zweier  Flächen  dieser  Zone: 

tangW S'^'rW,  . 

^  aa  bb -^  cc  aa -^  bb  oc 

welcher  auch  noch  anders  geschrieben  werden  kann ,  weil  jede  Fläche 
dieser  Zone  der  Gleichung  '^-j'^yH —  bbO  Genüge  leisten  muss. 
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DIE  THEORIE  DER  KREISVERWANDTSCHAFT 

IN  REIN  GEOMETRISCHER  DARSTELLUNG. 


Mit  Anwendung  einer  im  Jahre  1852*)  von  mir  mitgetheilten  Me- 
thode, welche  von  Sätzen  der  Longimetrie  durch  das  Gebiet  des  Imagi- 
Düren  zu  Sätzen  der  Planimetrie  führt,  hat  sich  mir,  wie  ich  bereits  am 
Schlüsse  jenes  Aufsatzes  bemerkt  habe^  durch  Uebertragung  der  Golli- 
neationsverwandtschaft  zwischen  geradlinigen  Systemen  von  Punkten  auf 
Systeme  von  Punkten  in  Ebenen  eine  neue  Art  von  Verwandtschaft  zwi- 
schen ebenen  Figuren  ergeben.  Die  Haupteigenschaften  dieser  Ver- 
wandtschaft habe  ich  in  einem  spätem  Aufsätze*^)  mittelst  jener  Me- 
thode entwickelt,  sie  selbst  aber  Kreisverwandtschaft  genannt,  weil  bei 
je  zwei  auf  solche  Art  verwandten  Figuren  jedem  Kreise  der  einen  Figur 
ein  Kreis  in  der  andern  entspricht. 

Durch  fortgesetzte  Beschäftigung  mit  diesen  Untersuchungen ,  in- 
sonderheit durch  Ausdehnung  derselben  auf  den  Raum  von  drei  Dimen- 
sionen, bin  ich  zu  Resultaten  gekommen,  die  mir  der  Veröffentlichung 
gleichfalls  nicht  unwerth  scheinen ,  und  die  ich  deshalb  in  Verbindung 
mit  den  früher  mitgetheilten,  hier  jedoch  auf  andere  Weise  entwickelten, 
zum  Theil  auch  erweiterten  Sätzen  über  die  Kreisverwandtschaft  in  vor- 
liegender Abhandlung  zusammengestellt  habe.  Namentlich  habe  ich 
gegenwärtig  von  jener  das  Imaginäre  zu  Hülfe  nehmenden  Methode 
keinen  Gebrauch  gemacht,  sondern  bin  unmittelbar  von  der  Definition 
der  Kreisverwandtschaft  durch  Kreise  ausgegangen. 


*)  L  Heft  der  Berichte  über  die  Verhandlungen  der  K.S.  Gesellsch.  derWissensch. 
i.  J.  4862. 

**)  I.  Heft  der  Berichte  etc.  i.  J.  4  853. 
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Die  Darstellungsweise,  deren  ich  naich  hier  bedient  habe,  ist  die 
rein  geomelrische,  wobei  ich  jedoch,  wie  schon  in  meinem  «barycen- 
trischen  Caicul»,  die  Allgemeinheit,  welche  die  analytische  Methode  ge- 
währt, mit  der  Anschaulichkeit  der  rein  geometrischen  dadurch  zu  ver- 
binden gesucht  habe,  dass  ich  in  den  Ausdrücken  fttr  Ra\imgrössen  durch 
Nebeneinanderstellung  von  Buchstaben,  welche  deren  Begrenzung  be- 
zeichnen, auf  die  Aufeinanderfolge  dieser  Buchstaben  stets  die  gehörige 
Rücksicht  genommen  habe.*) 


*)  Diese  Rücksicht  auf  die  Folge  der  Buchstaben  in  Ausdrücken  von  Abschnilteii 
einer  Geraden ,  so  wie  von  Winkeln  in  einer  Ebene,  hat  in  letzter  Zeit  auch  ein  fran- 
zösischer Geometer  in  einem  umflinglicheren  Werke  genommen  und  consequent  durch- 
geführt, Herr  Chasles  in  seinem  sehr  werthvollen  Tratte  de  Geometrie  superieure, 
Paris  485t.  Wenn  aber  Herr  Chasles  in  dieser  Beziehung  auf  Seile  III  der  Yorrecle 
sich  also  ausspricht:  ( 

Jusq*  ä present  on  rCapoint  mtroduit,  d'une  tnaniere  generale  et  systema- 
tique,  en  Geometrie,  le  principe  des  signes,  pour  marquer  la  direcUon  des 
Segments  ou  des  angles,  excepte  dans  la  Geometrie  analytique  et  dans  quelques 
questions particulieres,  telles  que  la  theorie  des  centres  des  moyennes  distances 
et  des  moyennes  harmoniques,  oü  Pon  ne  considere  que  des  segments  formes 
sur  une  seule  droite.  ^ 

und  weiterhin  auf  Seite  IX : 

On  a  donc  beaucoup  perdu  ä  ne  pas  introdwre  systemaHquement  dans  la  Geometrit 
pure,  le  principe  des  signes;  les  pragres  de  la  science  en  ont  ete  necessairement 
retardes, 
so  kann  ich  ihm  bloss  insofern  beipflichten ,  als  noch  in  keinem  eigentlichen  Lehrbuche 
der  Geometrie,  sein  Werk  selbst  ausgenommen ,  das  Princip  der  Zeichen  bis  jetzt  Auf- 
nahme gefunden  hat.  Ich  wenigstens  habe  dasselbe  nicht  nur  in  meinem  auch  von 
Herrn  Gh.  angeführten  bar.  Calcul,  wo  ich  es  an  die  Spitze  gestellt  (§.  I.)  und  auch  auf 
Flächen  (§.  i7.  u.  §.  165.  Anmerk.)  und  körperliche  Räume  (§.  19.]  ausgedehnt  habe, 
sondern  auch  in  allen  seitdem  (seit  4  827)  von  mir  veröffentlichten  Schriften  geome- 
trischen und  mechanischen  Inhalts  stets  streng  befolgt. 

Der  Sache  selbst  willen  sei  es  mir  noch  gestattet,  über  eine  mir  nicht  ganz  richtig 
scheinende  Bemerkung  des  H.  Gh.  auf  S.  IX  ebendaselbst  Einiges  hinzuzufügen. 
H. Gh.  behauptet  dort  nämlich,  dass  mehrere  Sätze  der  Elementargeometrie,  namentlich 
der  Satz  vom  Quadrate  der  Hypotenuse,  der  Satz  von  der  Proportionalität  homologer 
Seiten  in  ähnlichen  Dreiecken  und  der  von  der  Proportionalität  der  Seiten  eines  Dreiecks 
mit  den  Sinussen  der  gegenüberstehenden  Winkelj  keine  Anwendung  des  Princips  der 
Zeichen  gestatten. 

Allerdings  kommt  bei  dem  pythagoräischen  Satze  das  Princip  der  Zeichen  nicht  in 
Berücksichtigung,  weil  die  diesen  Satz  darstellende  Formel  bloss  Quadrate  von  Linien 
enthält,  und  weil,  wenn  A  und  B  die  Endpunkte  einer  Linie  sind,  AB^  immer  positiv  ist, 
mag  die  positive  Richtung  der  Linie  von  A  nach  B,  oder  von  B  nach  A  gehend  genommen 
werden.  Allein  nicht  eben  so  verhält  es  sich  in  Betreff  der  beiden  andern  Sätze. 
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Nicht  unerwähnt  darf  ich  noch  lassen,  dass  schon  in  einer  im  Jahre 
1833  im  8ten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  für  Mathematik  er- 


Denn  sind  a,  b,  c  drei  beliebig  in  einer  Ebene  gezogene  Gerade,  von  denen 
sich  h  und  c  in  ^,  c  und  a  in  B,  a  und  b  in  C  schneiden,  bestimmt  man  willkührlich 
die  positiven  Richtungen  von  a,  b,  c,  und  hiernach  die  Zeichen  der  Segmente  BC,  CA,  AB, 
setzt  man  hierauf  noch  von  den  zwei  Sinnen ,  nach  welchen  eine  Linie  in  der  Ebene 
gedreht  werden  kann ,  den  einen ,  etwa  den  von  der  Linken  nach  der  Rechten ,  als  po- 
sitiven fest  und  bestimmt  hiernach  die  Winkel  6c,  ca,  ab  also,  dass  bc  den  Winkel  aus- 
drückt, um  welchen  die  Gerade  6  um  ^4  nach  rechts  gedreht  werden  muss,  bis  ihre 
positive  Richtung  mit  der  positiven  Richtung  von  c  identisch  wird  u.  s.  w. :  so  verhält 
ach  immer,  auch  den  Zeichen  nach: 

BC :  CA:  AB  9t  sin  bc :  sin  ca : sin  ab . 

Dass  H.  Gh.  bei  dieser  Proportion  das  Princip  der  Zeichen  nicht  anwendbar  findet, 
hat  darin  seinen  Grund,  dass  er,  statt,  wie  jetzt  geschehen,  a//«  Winkel  einer  und 
derselben  Ebene  nach  einerlei  Sinne  zu  rechnen ,  bloss  diejenigen  Winkel ,  die  eine 
gemeinsame  Spitze  haben ,  nach  einerlei  Sinne  schätzt,  dagegen  von  Winkeln ,  deren 
Spitzen  verschieden  sind,  die  Sinne  als  unabhängig  von  einander  betrachtet.  (S.X.oben.) 
Eine  solche  Annahme  kommt  aber  fast  auf  dasselbe  hinaus,  als  wenn  man  von  Ab- 
schnitten einer  und  derselben  Geraden  nur  solche,  die  einen  gemeinschaftlichen  An- 
fangspunkt haben,  in  Bezug  auf  ihre  Richtungen  mit  einander  vergleichen,  hingegen  die 
Richtungen  von  Abschnitten ,  deren  Anfangspunkte  verschieden  sind ,  als  unabhängig 
von  einander  ansehen  wollte. 

Was  endlich  die  Proportionen  zwischen  homologen  Seiten  zweier  ähnlichen  Drei- 
ecke betrifll,  so  lassen  sich  die  Hauptsätze  dieser  Lehre  (Euclid.  VI,  i.  bis  7.)  unter  Be^ 
obachtung  des  Princips  der  Zeichen  etwa  folgen  dergestalt  fassen : 

Haben  a,  b,  c,  A,  B,  C  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin,  werden  a,  b\...C'  in 
analoger  Bedeutung  für  ein  zweites  Dreieck  genommen,  und  werden  noch  die  positiven 
Richtungen  der  Geraden  a,  6, . . .  c ,  und  der  Sinn ,  nach  welchem  bei  jedem  der  beiden 
Dreiecke  für  sich  die  Winkel  gerechnet  werden  sollen,  nach  Willkühr  festgesetzt,  so 
sind ,  wenn  sich  die  Abschnitte 

L    BfCf:CfÄ:A'B^=^BC:CA:AB 
verhatten,  die  Winkel  6'c ,  cV ,  a'b'  resp.  *=  6c,  ca,  ab,  oder  auch  resp.  ^cb,  ac,  ba; 
und  umgekehrt.  —  Unmitlelbar'folgt  hieraus,  indem  man  von  einer  der  Geraden,  etwa 
von  a,  die  vorher  negative  Richtung  zur  positiven  nimmt,  dass,  wenn  sich 

n.    B^Cf:CfÄ:ÄB^=CB:CA:AB 

verhalten,  die  Winkel  b'c,  ca,  ab'  resp.  =6c,  ca -4- <80*,  a6-4-180«,  oder  auch 
resp.  =c6,  ac-h  180®,  6a-|-t80*^  sind;  und  umgekehrt. 

yevhUH  sich  ferner  Ca': Ä Bf  ^^  CA:  AB,  und  ist  6Vss6c,  so  hat  eine  der  beiden 
Doppelproportionen  I.  und  H.  mit  ihren  Folgen  statt ;  unbestimmt  aber  bleibt  es,  welche, 
und  man  muss  daher,  um  beide  zusammenzufassen ,  schreiben : 

B'a^ :  CÄ^  =  Bd^ :  CA^,  i  ca  =  2  co ,  J a 6'  =  J ab. 

Wenn  endlich  CfÄ:ÄBf=CA:AB,  und  ca=ca  ist,  und  wenn  die  Winkel  ab  und 
a'b'  in  einerlei  Quadranten  fallen,  so  sind  sie  auch  einander  gleich ,  sowie  b'c^sbc, 
und  68  verhält  sich  BfC:  tiÄ^^  BC:CA. 
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schienenen  Abhandlung  des  Herrn  J.  L.  Magnus  in  Berlin  {notweUe  me- 
thode  pour  decouvrir  des  thdoremes  de  gSomStrie) ,  sowie  in  Desselben 
aSammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geome- 
trie, Berlin  1833,»  S.  236  u.  S.  290,  eine  mit  meiner  Kreisverwandtschafl 
identische  gegenseitige  Beziehung  zweier  ebenen  Systeme  von  Punkten, 
als  ein  specieller  Fall  einer  noch  aligemeineren  Beziehung  aufgesteiii 
wird,  wonach  im  Allgemeinen  einer  Geraden  ein  Kegelschnitt,  einem 
Kegelschnitte  eine  Linie  der  vierten  Ordnung,  und  überhaupt  einer  Linie 
dernten  Ordnung  eine  Linie  der  2nten  entspricht,  und  wodurch  man,  wie 
Herr  Magnus  an  einigen  sehr  merkwürdigen  Beispielen  zeigt,  in  den 
Stand  gesetzt  wird,  aus  Eigenschaften  von  Linien  niederer  Ordnung 
Entsprechende  Eigenschaften  ftlr  Linien  höherer  Ordnung  abzuleiten. 
Auch  wird  an  dem  zuletzt  citirten  Orte  die  Bemerkung,  jedoch  nur  vor- 
übergeheuds,  hinzugefügt,  dass,  wenn,  wie  im  Vorliegenden,  die  den 
Geraden  der  einen  Ebene  entsprechenden  Kegelschnitte  in  der  andern 
insgesammt  Kreise  sind,  einem  Kreise  wiederum  ein  Kreis,  nicht  eine 
Linie  der  vierten  Ordnung  entspricht.  Dass  aber  alsdann  gewisse  Doppel- 
verhältnisse zwischen  Linien  und  gewisse  Summen  oder  Differenzen 
von  Winkeln  von  der  einen  Figur  zur  andern  ihre  Werthe  nicht  ändern, 
fiude  ich  von  Herrn  Magnus  nicht  bemerkt.  Gleichwohl  sind  diese  schon 
in  meinem  früheren  Berichte  erwiesenen  Sätze  und  die  neue  daraus  ent- 
springende Classe  von  Aufgaben ,  wie  es  mir  scheint,  eben  Dasjenige, 
wodurch  die  Kreisverwandtschaft,  die  einfachste  nach  den  in  meinem 
baryc.  Caicul  betrachteten  fünf  Verwandtschaften,  für  die  Elemente  der 
Geometrie  einen  ähnlichen  Werth  und  Bedeutung,  wie  jene  fünf  früheren, 
erhält;  weshalb  ich  auch  diesen  Sätzen  und  den  daraus  zu  ziehenden 
Folgerungen  vorzugsweise  meine  Aufmerksamkeit  zugewendet  habe. 


Krelsverwandtschaft  ebener  Figuren. 

§.  1.  Angenommen,  dass  in  zwei  Ebenen  jedem  Punkte  der  einen 
ein  Punkt,  und  nicht  mehr  als  einer,  in  der  andern  dergestalt  entspricht, 
dass  von  je  vier  Punkten  der  einen,  welche  in  einem  Kreise  liegen,  die 
entsprechenden  in  der  andern  gleichfalls  in  einem  Kreise  enthalten  sind, 
so  sollen  jedes  System  von  Punkten  der  einen  Ebene  und  das  von  den 
entsprechenden  Punkten  in  der  andern  gebildete  System ,  also  auch  jede 
Linie  der  einen   und  die  Linie  der  andern,  welche  die  den  Punkten 
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der  erstem  Linie  entsprechenden  Punkte  verbindet,  einander  kreis- 
verwandt heissen. 

Dabei  machen  wir,  dem  Princip  der  Stetigkeit  gemttss »  noch  die 
Voraussetzung,  dass  von  je  zwei  einander  unendlich  nahen  Punkten  der 
einen  Ebene  die  entsprechenden  in  der  andern  gleichfalls  —  wenigstens 
im  Allgemeinen  —  einander  unendlich  nahe  sind. 

§.  2.  Im  Folgenden  wollen  wir  Punkte  der  einen  Ebene  mit  nicht 
accentuirten  Buchstaben,  und  die  ihnen  nach  der  Kreisverwandtschaft 
entsprechenden  in  der  andern  mit  den  gleichnamigen  accentuirten  Buch- 
staben bezeichnen;  die  zwei  Ebenen  selbst  mögen  resp.p  und f' heissen. 

Hiernach  wird  dem  inp  durch  die  Punkte  A,  B,  C  zu  beschreibenden 
Kreise  der  Kreis  AffC  in  p  entsprechen ;  und  wenn  D  ein  Punkt  des 
erstem  Kreises  ist,  so  wird  D'  ein  Punkt  des  letztern  sein. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  X  in  einem  Kreise  mit  ungeändertem  Sinne, 
so  bewegt  sich  X'  im  entsprechenden  Kreise  ebenfalls  ohne  Aenderung 
des  Sinnes.  Denn  wo  nicht,  so  würde  ein  und  derselbe  Punkt  des  letz- 
tem Kreises ,  auf  welchen  X'  zuerst  bei  vorwärts-  und  später  bei  rück- 
wärtsgehender Bewegung  käme,  den  zwei  verschiedenen  Punkten  des 
erstem  Kreises  entsprechen,  in  denen  X  gleichzeitig  bei  seiner  stets 
vorwärtsgehenden  Bewegung  einträfe.  —  Ist  daher  ABCD  die  Aufein- 
anderfolge von  vier  Punkten  eines  Kreises,  so  wird  man  auch  im  ent- 
sprechenden Kreise,  von  A  ausgehend,  nach  der  einen  Seite  hin  zu- 
nächst auf  ff,  nach  der  andem  zunächst  auf  ff  treffen. 

Eben  so  ist  klar,  dass ,  jenachdem  zwei  Kreise  in  p  einander  ent- 
weder schneiden,  oder  bertlhren,  oder  gar  nicht  begegnen,  dasselbe 
jedesmal  auch  die  zwei  entsprechenden  Kreise  in  p'  thun,  und  dass  im 
Falle  des  Scheidens  oder  des  Berührens  die  zwei  Schneidepunkte  oder 
der  Berührungspunkt  des  einen  Paares  den  zwei  Schneidepunkten  oder 
dem  BerOhrangspunkte  des  andem  entsprechen. 

§.  3.  Im  Allgemeinen  wird  jedem  in  endlicher  Entfemung  liegen- 
den Punkte  der  einen  Ebene  ein  endlich  entfernter  Punkt  in  der  andern 
entsprechen.  Es  kann  aber  auch  geschehen ,  dass  einem  gewissen  end- 
lich gelegenen  Punkte  der  einen  Ebene,  es  sei  dem  M  in  p,  ein  unendlich 
entfernter  M'  in  der  andem  p  entspricht.  Alsdann  wird  auch  einem  in  p 
unendlich  entfernten  Punkte  N  ein  endlich  gelegener  N'  in  p  entsprechen. 
Denn  seien  A  und  B  zwei  endlich  entfernte  mit  M  nicht  in  einer  Geraden 
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liegende  Punkte  in  p,  und  A'  und  ff  ebenfalls  endlich  entfernt  in  p\  and 
entsprechen  daher 

die  Kreise  ABM  und  ABN  den  Kreisen  MffM'  and  AffN*. 

Von  diesen  vier  Kreisen  ist  der  erste  ABM  völlig  conslruirbar.  Da- 
gegen ist  wegen  der  unendlichen  Entfernung  des  N  der  Kreis  ABN  von 
der  Geraden  AB  nicht  zu  unterscheiden;  und  ebenso  ist,  wenn  nioht 
allein  M\  sondern  auch  N'  unendlich  entfernt  in  p  angenommen  wird, 
jeder  der  Kreise  ABM'  und  A'B'N'  mit  der  Geraden  AB'  identisch.  Mit- 
hin würde  alsdann  der  Geraden  AB'  sowohl  der  Kreis  ABM,  als  die 
Gerade  AB,  und  folglich  jedem  Punkte  in  Äff  ein  Punkt  in  ABM  und 
einer  in  AB  entsprechen,  welches  der  in  §.  1.  gestellten  Definition  ent- 
gegen ist;  folglich  u.  s.  w. 

Auch  kann,  wenn  dem  in  der  eiuen  Ebene  p'  unendlich  entferoten 
Punkte  M'  ein  endlich  gelegener  M  in  der  andern  p  entspricht,  einem 
nach  einer  andern  Richtung  als  M'  in  p  unendlich  entfernt  liegenden 
Punkte  P  nicht  ein  von  M  verschiedener  Punkt  P  in  p  entsprechen. 
Denn  sonst  würden ,  wenn  A  und  B  zwei  mit  M  und  P  nicht  in  Einem 
Kreise  liegende  Punkte  wären ,  den  Kreisen  AffSf  und  AffP,  d.  i. 
einer  und  derselben  Geraden  Äff  in  p,  zwei  verschiedene  Kreise  ABM 
und  ABP  in  p  entsprechen.  —  Entspricht  daher  einem  endlich  gelegenen 
Punkte  der  einen  Ebene  ein  unendlich  entfernter  in  der  andern,  so  bleibt  die 
Bichtung,  nach  welcher  der  letztere  liegt,  völlig  unbestimmt. 

Nehmen  wir  zuletzt  noch  an ,  dass  N  und  N'  unendlich ,  M  aber 
endlich  entfernt  liegt,  so  ist  auch  M'  endlich  entfernt.  Denn  läge  Jf'  im 
Unendlichen ,  so  würde  nach  dem  eben  Erwiesenen  auch  dem  N'  der 
Punkt  M,  und  nicht  der  unendlich  entfernte  N\  entsprechen. 

Nach  diesem  Allen  müssen  wir  entweder  setzen,  dass  zwei  ge- 
wissen endlich  gelegenen  Punkten  (üf  undiV')  dereinen  und  andern  Ebene 
unendlich  entfernte  (Jlf'und  N)  in  der  jedesmal  andern  entsprechen,  — 
oder  dass  einem  unendlich  entferaten  Punkte  der  einen  Ebene  ein  un- 
endlich entfernter  in  der  andern  entspricht,  in  welchem  Falle,  wie  wir 
zuletzt  sahen,  jedem  endlich  liegenden  Punkte  der  einen  Ebene  ein 
eben  solcher  in  der  andern  entsprechen  wird. 

§.  4.  Betrachten  wir  zuerst  die  aus  der  letztern  Hypothese,  als 
der  einfachem ,  fliessenden  Folgen.  Angenommen  also,  dass  dem  in  p 
unendlich  entfernten  Punkte  iV^  der  in  p  unendlich  entfernte  iV' entspricht, 
80  entspricht 
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1)  dem  Kreise  ABN  der  Kreis  ABN\  d.  i.  jeder  Geraden  der 
eioea  Ebene  eine  Gerade  in  der  andern. 

2)  Zwei  parallelen  Geraden  der  einen  Ebene  entsprechen  zwei 
parallele  in  der  andern.  Denn  wiire  der  gegenseitige  Durchschnitt  der 
letztem  Geraden  ein  endlich  entfernter  Punkt,  so  mttsste  es  auch  (vor.  §.) 
der  Durchschnitt  der  erstem  sein. 

3)  Einem  Parallelogramme  entspricht  daher  ein  Parallelogramm. 

4)  Lässt  sich  durch  die  vier  Ecken  des  einen  Parallelogramms  ein 
Kreis  beschreiben,  so  liegen  auch  die  vier  Ecken  des  andern  in  einem 
Kreise,  d.  h.  einem  Rechteck  entspricht  ein  Rechteck,  und  folglich 

5)  einem  rechten  Winkel  ein  rechter  Winkel. 

6)  Schneiden  sich  daher  die  zwei  Diagonalen  des  einen  Rechtecks 
rechtwinklig,  so  müssen,  weil  ihnen  die  Diagonalen  des  andern  ent- 
sprechen, auch  letztere  sich  rechtwinklig  schneiden;  d.h.  einem  Quadrate 
entspricht  ein  Quadrat.  —  Hieraus  lässt  sich  leicht  weiter  folgern,  dass 

7)  je  zwei  einander  entsprechende  Rechtecke  einander  ähnlich 
sind.  Denn  sei  ABCD  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  AB  und  BC  sich  wie 
zwei  ganze  Zahlen  m  und  n  verhalten.  Man  theile  AB  in  m  und  BC  in 
n  gleiche  Theile,  ziehe  durch  die  Theilpunkte  Parallelen  mit  der  jedesmal 
andern  Seite  und  zerlege  somit  das  Rechleck  in  fnn  Quadrate.  Die  dieser 
Figur  entsprechende  Figur  wird  daher  ein  auf  gleiche  Weise  aus  mn  Qua«- 
draten  zusammengesetztes  Rechteck  sein,  also  ein  Rechteck  A'B'C/D', 
dessen  Seiten  AB  und  B'C  sich  wie  m  und  n  verhalten,  d.  i.  ein  dem 
ABCD  ahnliches  Rechteck. 

Dass  Aehnlichkeit  zwischen  beiden  auch  dann  noch  statt  findet, 
wenn  das  VerhaUniss  AB :  BC  irrational  ist,  wird  hieraus  auf  bekannte  Art 
weiter  geschlossen. 

8)  Es  ist  daher  auch  das  dem  bei.  B  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC 
entsprechende  Dreieck  A'B'C  dem  erstem  ahnlich.  Und  da  jedes  schief-* 
winklige  Dreieck  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegt  werden  kann, 
so  sind  je  zwei  einander  entsprechende  Dreiecke  überhaupt,  und  folglich 
auch  je  zwei  einander  entsprechende  Systeme  von  mehr  als  drei  Punkten, 
einander  ähnlich. 

§.  5.  Unter  der  Annahme,  dass  einem  unendlich  entfernten  Punkte 
der  einen  Ebene  ein  unendlich  entfernter  in  der  andern  entspricht,  ist 
demnach  die  Kreisverwandtsohaft  mit  der  Verwandtschaft  der  Aehnlich- 
keit identisch.  Da  wir  also  durch  diese  Annahme  zu  keiner  neuen  Ver- 
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wandtschafl; geführt  werden,  so  wollen  wir  die  nach  §.  3.  hier  noch  za- 
lässige  Hypothese  in  Untersuchung  nehmen,  dass  n&mlich  gewissen  zwei 
endlich  gelegenen  Punkten  M  und  N'  in  p  und  p'  zwei  unendlich  ent- 
fernte M'  und  N  in  p'  und  p  entsprechen.  Diese  Untersuchung  wird 
sich  aber  mittelst  des  für  die  vorige  Annahme  gewonnenen  Resultats 
sehr  leicht  erledigen  lassen. 

In  der  That  beruhten  die  im  vor.  §.  gemachten  Schlüsse  auf  der 
Voraussetzung,  dass  die  Punkte  N  und  N*  von  den  in  Betracht  ge- 
zogenen zwei  Figuren  —  sie  mögen  f  und  f  heissen  —  in  Entfernungen 
liegen ,  die  gegen  die  Dimensionen  dieser  Figuren ,  welche  wir  uns  als 
endliche  dachten,  unendlich  gross  sind.  Dieselben  Schlüsse  werden  da- 
her auch  noch  Geltung  haben ,  wenn  f  und  f  unendlich  klein  sind ,  und 
die  Punkte  M'  und  N'  sich  in  endlichen  Entfernungen  von  ihnen  be- 
finden ,  oder  auch  nur  N'  von  f  endlich ,  N  aber'  von  f  unendlich  ent- 
fernt ist.  Denn  obwohl  dann  die  durch  N'  und  Punkte  von  f  gehenden 
Kr^se  vollkommen  construirbar  sind,  so  lassen  sich  doch  die  hier  allein 
zu  berücksichtigenden  Theile  derselben  von  Geraden  nicht  unterscheiden. 

Angenommen  also,  dass  unter  der  zuletzt  gemachten  und  von  jetzt  an 
allein  noch  in  Betracht  kommenden  Hypothese  Kreisverwandtschaft  in 
der  That  möglich  ist,  —  eine  Möglichkeit,  die  im  Folgenden  streng  be- 
wiesen werden  wird ,  —  so  werden  je  zwei  nach  dieser  Verwandtschaft 
einander  entsprechende  Figuren ,  wenn  die  Dimensionen  der  einen  und 
damit  nach  dem  Gesetz  der  Stetigkeit,  im  Allgemeinen  wenigstens,  auch 
die  der  andern  unendlich  klein  sind,  einander  ähnlich  sein.  Je  zwei 
einander  kreisverwandte  endliche  Figuren  sind  folglich  in 
ihren  kleinsten  Theilen  einander  ähnlich. 

§.  6.  Die  endlich  gelegenen  Punkte  Af  und  N'  der  Ebenen  p  und  p\ 
welche  den  unendlich  entfernten  Punkten  M'  und  N  in  p  und  p  ent- 
sprechen, wollen  wir  die  Centralpunkte  der  Ebenen  p  und/)'  nennen. 
Aus  dieser  Definition  ergeben  sich  mittelst  des  Bisherigen  nachstehende 
Eigenschaften  dieser  Punkte. 

a.  Jedem  in  der  einen  Ebene  durch  ihren  G.punkt  beschriebenen 
Kreise  (MAB)  entspricht  in  der  andern  Ebene  eine  nicht  durch  ihren 
G.punkt  gehende  Gerade  {M'A'B) ,  und  umgekehrt  jeder  in  der  einen 
Ebene  nicht  durch  ihren  G.punkt  gelegten  Geraden  [NAB)  in  der  andern 
ein  durch  ihren  G.punkt  gehender  Kreis  [N'A'B') . 

b.  Jeder  in  der  einen  Ebene  durch  ihren  G.punkt  gezogenen  Ge- 
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radeo  {MAN)  entspricht  in  der  andern  eine  durch  ihren  C.punkt  gehende 
Gerade  [M'AN').  Liegen  daher  zwei  Punkte  A  und  B  der  einen  Ebene 
mit  deren  C.puukte  in  einer  Geraden,  so  sind  auch  die  entsprechenden 
Punkte  A'  und  ff  der  andern  Ebene  mit  dem  C.punkte  N'  derselben  in 
einer  Geraden.  Denkt  man  sich  diese  Geraden  als  unendlich  grosse 
Kreise,  und  ist  MABiV  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte  in  dem  einen  Kreise, 
so  ist  M'AffN'  die  Aufeinanderfolge  im  andern  (§.  2.).  Wenn  demnach 
die  zwei  Punkte  der  einen  Ebene  auf  einerlei  Seite  des  C.punktes  der 
Ebene  liegen,  so  sind  auch  die  entsprechenden  Punkte  in  der  andern 
auf  einerlei  Seite  ihres  C.punktes,  und  zwar  entspricht  der  dem  C.punkte  M 
in  der  einen  Ebene  nähere  Punkt  A  der  vom  C.punkte  N'  in  der  andern 
entferntere  A.  Bewegt  sich  daher  ein  Punkt  in  der  einen  Ebene  gerad- 
linig auf  ihren  C.punkt  zu,  so  bewegt  sich  in  der  andern  der  ent- 
sprechende Punkt  geradlinig  von  ihrem  C.punkte  abwärts,  und  wenn 
der  erstere  Punkt  dem  C.punkte  unendlich  nahe  kommt,  so  entfernt  sich 
der  letztere  in  das  Unendliche.  —  Eben  so  leicht  sieht  man,  dass,  wenn 
die  zwei  Punkte  der  einen  Ebene  auf  entgegengesetzten  Seiten  des 
C.punktes  liegen ,  dasselbe  beziehungsweise  auch  von  den  entsprechen- 
den Punkten  gilt. 

c.  Wird  ein  Kreis  k  mp  von  einer  durch  M gelegten  Geraden  a  in 
A  und  B  geschnitten,  so  liegen  A  und  B  auf  einerlei  oder  verschiedenen 
Seiten  von  M ,  jenachdem  M  vom  Kreise  aus-  öder  eingeschlossen  wird. 
Dasselbe  gilt  in  Bezug  auf  N'  von  den  Punkten  A  und  B,  in  denen  die 
der  a  entsprechende  Gerade  den  dem  k  entsprechenden  Kreis  schneidet. 
Nach  vorigem  Satze  werden  daher  von  zwei  einander  entsprechenden  Kreisen 
die  C.punkte  ihrer  Ebenen  entweder  beide  aus-  oder  beide  eingeschlossen. 

d.  Aehnlicherweise  erhellet  aus  6.,  däss  bei  zwei  einander  ent- 
sprechenden die  C.punkte  ihrer  Ebenim  einschliessendin  Kreisen  jedem 
Punkte  innerhalb  des  einen  ein  Punkt  ausserhalb  des  andern  entspricht,  und 
dass,  wenn  die  zwei  Kreise  die  C.punkte  ihrer  Ebenen  ausschUessen,  jedem 
AinJkfe  innerhalb  oder  ausserhalb  des  einen  ein  resp.  innerhalb  oder  ausser- 
halb des  andern  liegender  Punkt  entspricht. 

§.  7.  Beim  Ausdrucke  eines  Kreises  durch  Nebeneinandersteliung 
dreier  Buchstaben,  welche  irgend  drei  Punkte  desselben  bezeichnen,  soll 
durch  die  Aufeinanderfolge  dieser  Buchstaben  zugleich  der  Sinn  dar- 
gestellt werden,  nach  welchem  man  sich  den  Kreis  durch  die  Bewegung 
eines  Punktes  beschrieben  zu  denken  hat. 
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Seiea  duq  ABC  und  XYZ  zwei  in  der  Ebene  p  enthaltene  unend- 
lich kleine,  einander  unendlich  nahe  und  von  M  endlich  entfernte  Kreise» 
also  auch  die  Kreise  ABC  und  X'TZ'  in  p  unendlich  klein,  einander 
unendlich  nahe  und  von  N'  endlich  entfernt  (§.  6.  b.).  Dabei  werden 
die  Figuren  ABCXYZ  und  A'.  ...Z\  wegen  ihrer  unendlichen  Kleinheit, 
einander  ähnlich  sein  (§.  5.),  woraus  unmittelbar  folgt,  dass,  jenachdem 
die  durch  die  Folgen  ABC  und  XYZ  ausgedrückten  Sinne  einerlei,  oder 
einander  entgegengesetzt  sind,  auch  die  Sinne  von  ABC  und  X'Y'Z' 
einerlei  sind ,  oder  nicht. 

Wenn  daher  —  so  können  wir  weiter  schliessen  —  nach  Fest- 
setzung des  positiven  Sinnes  in  jeder  der  beiden  Ebenen  p  und  p  ge- 
wisse zwei  einander  entsprechende  unendlich  kleine  Kreise  ABC  und 
AB'C  gleichnamigen  Sinnes  sind,  d.  h.  der  Sinn  des  ABC  positiv  oder 
negativ  ist,  jenachdem  das  eine  oder  das  andere  der  Sinn  des  ABC  ist, 
so  sind  auch  von  je  zwei  andern  einander  entsprechenden  unendlich 
kleinen  und  den  erstem  unendlich  nahen  Kreisen  XYZ  und  X'Y'Z'  die 
Sinne  gleichnamig. 

Man  sieht  aber  leicht,  dass  dieser  Satz  auch  dann  noch  gelten  muss, 
wenn  letztere  zwei  Kreise  von  den  zwei  erstem  endlich  entfernt  liegen. 
Denn  man  kann  sich  alsdann  zwischen  ABC  und  XYZ  eine  Reibe  un- 
endlich vieler  unendlich  kleiner  Kreise  DEF,  GHJ, . . .  UVW  construirt 
denken,  von  denen  je  zwei  nächstfolgende  einander,  imd  Überdies  der 
erste  DEF  dem  ABC  und  der  letzte  UVW  dem  XYZ,  keiner  aber  dem  M, 
unendlich  nahe  liegen.  Die  dieser  Reihe  entsprechende  Reihe  in  p  wird 
von  derselben  Beschaffenheit  sein,  und  es  lässt  sich  nun  wie  vorhin  aus 
dem  gleichnamigen  Sinne  von  ABC  und  ABC  auf  den  gleichnamigen 
von  DEF  und  DEF,  aus  diesem  auf  den  von  GHJ  und  CH'J',  u.  s.  w. 
und  zuletzt  aus  dem  von  UVWmd  U' VW  auf  den  von  XYZmd  X'TZ 
schliessen. 

Im  Folgenden  soll  nach  willkührlicher  Festsetzung  des  positiven 
Sinnes  in  p  der  positive  Sinn  in;>'  stets  also  bestimmt  werden,  dass  von 
zwei  gewissen  einander  entsprechenden  unendlich  kleinen  Krmbewegungen$ 
und  damit  nach  dem  eben  Erwiesenen  auch  van  je  zwei  andern  der- 
gleichen die  Sinne  gleichnamig  werden.  —  Dass  keiner  von  beiden  Kreisen 
dem  G.punkte  seiner  Ebene  unendlich  nahe  liegen  darf,  braucht  hier 
nicht  zugesetzt  zu  werden,  weil  im  gegentheilig^n  Falle  nicht  beide 
Kreise  zugleich  unendlich  klein  sein  können. 
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Untersnchen  wir  noch  das  gegenseitige  Verhalten  der  Sinne  zweier 
entsprechenden  Kreisbewegungen  ABC  und  A'B'C,  wenn  die  zwei  Kreise 
von  endlicher  Grösse  sind.  Sei  D  ein  vierter  auf  C  folgender  und  dem  A 
vorangehender  Punkt  des  Kreises  ABC,  und  E  ein  innerhalb  des  Kreises 
in  seiner  Ebene  p  liegender  Punkt,  wonach,  wie  man  leicht  wahrnimmt, 
die  zwei  Kreisbewegungen  ABCD  und  CDE  einerlei  Sinne  haben.  In  p 
liegt  alsdann,  jenachdem  von  den  zwei  Kreisen  ABC  und  A'B'C  die 
C.punkte  ihrer  Ebenen  aus-  oder  eingeschlossen  werden,  E'  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Kreises  A'BC  (§.  6.  d.),  und  es  sind  folglich  die 
Sinne  der  Kreisbewegungen  A'B'C'D'  und  C'D'E'  resp.  einerlei  oder 
verschieden. 

Setzen  wir  nun  noch ,  dass  die  Hulfspunkte  D  und  E  dem  C  un- 
endlich nahe  liegen,  und  dass  daher  der  Kreis  CDE,  mithin  auch  der 
Kreis  CD'E,  unendlich  klein  wird ,  so  sind  nach  der  vorhin  gemachten 
Annahme  die  Sinnq  von  CDE  und  CDE  stets  gleichnamig,  und  wir 
ziehen  daher  den  Schluss,  dass  je  zwei  einander  entsprechende  Kreis- 
bewegungen  gleichnamiger^  Sinnes  sind,  oder  nicht,  jenachdem  sie  beide,  die 
C.punkte  ihrer  Ebene  am-,  oder  einschliessen. 

§.  8.  Um  die  weiterhin  folgenden  Sätze  in  möglichster  Allgemein- 
heit darstellen  und  begründen  zu  können ,  achte  ich  es  für  nöthig ,  die 
den  Algorithmus  mit  Winkeln  betreffenden  Hauptformeln  hier,  einzu- 
schalten. 

Alle  in  derselben  Ebene  enthaltenen  Winkel  sollen  nach  einerlei 
Sinne  gerechnet  werden ,  und  man  hat  hiemach  unter  dem  Winkel  ABC 
immer  denjenigen  zu  verstehen ,  um  welchen  in  seiner  Ebene  die  Ge- 
rade BA  um  B  nach  dem  vorher  in  der  Ebene  bestimmten  positiven 
Sinne  gedreht  werden  muss,  bis  die  von  B  nach  A  gehende  Richtung 
mit  der  von  B  nach  C  gehenden  zusammenfällt. 

Indem  der  positive  Sinn  in  einer  Ebene  durch  den  Sinn  irgend 
einer  Kreisbewegung  in  derselben,  also  durch  die  Nebeneinanderstellung 
dreier  nach  diesem  Sinne  auf  einander  folgender  Punkte  des  Kreises, 
ausgedrückt  wird,  so  ist,  wenn  A,  B,  C  nicht  in  einer  Geraden  liegen, 
bei  dem  durch  die  Folge  ABC  ausgedrückten  positiven  Sinn  der  Ebene 
jeder  der  drei  Winkel  ABC,  BCA,  CAB  erhaben;  hohl  dagegen,  wenn 
CBA  den  positiven  Sinn  darstellt. 

Je  zwei  um  360  <^  unterschiedene  Winkel  oder  Winkelsummen  können 
stets  als  identisch  betrachtet  werden ,  und  es  wird  daher  ±360®  mit  0, 
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— 180<»  mit  +180^  —2700  mit  +90^  etc.  im  Folgenden  gleich  ge- 
achtet werden. 

Dieses  vorausgeschickt,  ist  immer  die  Winkelsamme 

(1)  ABa+CBA^Q,  mithin  CBA^—ABC; 

(2)  ABC+BCA-^CAB^iSO^. 

Liegt  der  Punkt  D  mit  A,  B,  C  in  einer  Ebene,  so  ist 

(3)     AÄC+  CBD=ABC—DBC=  CBD^  CBA^ABD. 

Dasselbe  wird  durch  die  Formeln 

(3*)     a'b + b'c = a^b — c'b  =  b'c—  b^a = a'c 
ausgedrückt,  worin  a,b,c  drei  in  einer  Ebene  enthaltene  und  ihren 
positiven  Richtungen  nach  bestimmte  Gerade  bedeuten. 

Eben  so  wie  (2),  ist  CDA+ACD+DAC=i  S0\  und  es  kommt, 
wenn  man  diese  Gleichung  zu  (2)  addirt,  mit  Berücksichtigung  von  (3): 

(4)     ABC+BCD+CDA+DAB=0, 
wie  auch  die  vier  Punkte  A,.,D  in  der  Ebene  liegen  mögen. 

Sind  A,  B,  C  drei  Punkte  einer  Geraden,  so  ist 

(5)     ABC=0,  oder  =180«, 
jenachdem  B  ausserhalb,  oder  zwischen  A  und  C  liegt. 

Sind  A,  B,  C,  D  vier  Punkte  eines  Kreises,  so  ist 

.(6)     ABC+CDA=^ABC—ADC=0,  oder  =180«, 
jenachdem  B  und  D  auf  einerlei,  oder  verschiedenen  Seilen  der  Sehne  AC 
liegen,  oder,  was  dasselbe  sagt:  jenachdem  die  Sehnen  AC  und  BD  sich 
ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kreises  schneiden. 

Zusatz.  Sind  ABC  und  A'B'C  zwei  einander  ähnliche  Dreiecke, 
und  sind  ihre  dadurch  zugleich  ausgedrückten  Sinne  gleichnamig,  so  ist 
derW\nkelAB'C=ABC,  B'CA'=BCA,  etc.  Bei  ungleichnamigen  Sinnen 
ist  ABX'=—ABC=CBA,  etc. 

Wenn  daher  ABC  und  ABC  zwei  in  zwei  kreisverwandten  Figuren 
einander  entsprechende  Dreiecke  von  unendlich  kleinen  Seiten  sind ,  so 
ist  nach  §.  5.  und  zufolge  der  in  §.7.  gemachten  Voraussetzung  der 
Winkel  AB'C'^ABC.  B'C'A^BCA,  etc. 

§.  9.  Lehrsatz.  Die  zwei  Dreiecke  MAB  und  N'ffA,  weld^  zwei 
Punkte  A  und  B  der  einen  Ebene  mit  dem  C.punkte  M  der  letztem  und  die 
zwei  ihnen  entsprechenden  in  umgekehrter  Folge  genommenen  Punkte  A  und  ff 
der  andern  Ebene  mit  deren  C.punkte  N'  bilden,  sind  einander  ähnlich  und 
gleichnamigen  Sinnes. 
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Beweis.  Seien P und  Q  zwei  dem  A  unendlich  nahe  Punkte,  weiche 

von  A  geradlinig  nach  M  und  nach  B  zu 
liegen.  Alsdann  werden  auch  P  und  Q' 
dem  A'  unendlich  nahe  sein ,  und  zwar  P 
in  der  Geraden  N'A'  über  A'  hinaus  (§.  6.6.); 
0'  aber  wird  ein  Punkt  des  der  Geraden  AB 
entsprechenden  Kreises  A'B'N*  sein  (§.  6.  a.) 
und  in  diesem  Kreise  mit  B'  auf  einerlei 
Seite  der  Sehne  A'N'  liegen,  weil  AQBN  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte 
in  dem  entsprechenden  unendlichenKreise  ist  (§.  S.). 

Es  ist  nun  der  Winkel  MAB^PAQ  =  PA'Q  (§.  8.  Zus.)  =180« 
—  QA'N'—A'N'Q'+N'Q'A  (§.  8.  (2))  =N'Q'A\  wegen  der  unendlichen 
Kleinheit  von  A'N'Q\  Ferner  ist  N'QA^N'B'Ä  (§.  8.  (6)),  und  daher 
MAB  s=  N'B'A'.  Auf  analoge  Weise  zeigt  sich ,  dass  der  Winkel  ABM 
=iffAN';  folglich  u.  s.  w. 

Zusatz.  Die  aus  den  eben  gemachten  Schlüssen  fliessende  Gleichung 
iVÄ'A'=  PA'Q'  kann  uns  noch  zu  einer  späterhin  nützlich  werdenden 
Formel  hinleiten.  Es  ist  nämlich  PA'ff=A'P^AQ'=N'A'^A'Q\  weil 
A'P  und  iV'A' einerlei  Richtung  haben.  Die  Richtung  A'Q' aber  ist  einerlei 
mit  der  Richtung  der  Kreisbewegung  AffN'  im  Punkte  A.  Man  kann 
daher  den  Winkel  PAQ\  =  N'B'A,  auch  durch  N'A'ABN'  vorstellen 
und  erhält  damit,  A,B,C  statt  A\  B\  N'  geschrieben,  die  für  je  drei  Punkte 
gültige  Formel  CBA= CA  ABC , 

worin  die  Temion  ABC  neben  dem  Winkelzeichen  die  Richtung  bedeutet, 
welche  der  von  A  durch  B  nach  C  gehende  Kreisbogen  im  Punkte  A  hat. 
Auch  lässt  sich  diese  Formel  noch  darstellen  durch 

ABC=ABCCA  oder 
ABC—ABCAC+iSO^ 

§.10.  Folgerungen,  a.  Wegen  der  Aehnlichkeit  und  des  gleich- 
namigen Sinnes  der  Dreiecke  MAB  und  N'BA  ist  der  Winkel  AMB 
^BWA=—AN'B\  d.h.  der  Winkel,  den  in  der  einen  Ebene  zwei 
durch  ihren  G.punkt  gelegte  Gerade  mit  einander  machen,  ist  dem  von 
den  entsprechenden  und  daher  (§.  6.  6.)  durch  den  G.punkt  der  andern 
Ebene  gehenden  Geraden  gebildeten  Winkel  gleich ,  nur  von  entgegen- 
gesetztem Zeichen. 
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6.  Ist  MAssMB,  so  ist  auch  N'A'saN'B'.  Binem  Kreise,  dessen 
Mittelpunkt  M  ist,  entspricht  folglich  ein  Kreis ,  dessen  Mittelpunkt  iV; 
und  zwei  einander  entsprechende  Punkte,  welche  diese  Kreise  durch- 
laufen,   beschreiben   gleichzeitig   ahnliche  Bögen  in  ungleichnamigem 

Sinne  (§.  7.)- 

c.  Ueberhaupt  verhält  sich  MA:MB  =  N'B':N'A'.  Die  Abstände 
der  Punkte  der  einen  Ebene  von  deren  G. punkte,  oder  kurz  die  Central- 
abstände  dieser  Punkte,  sind  demnach  den  Centralabständen  der  ent- 
sprechenden Punkte  der  andern  Ebene  umgekehrt  proportional,  oder,  was 
dasselbe  ausdrückt:  von  einem  Paare  entsprechender  Punkte  zum  andern 
ist  das  Product  aus  ihren  Centralabständen  von  constanter  Grösse. 

d.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  MAB  und  N*BA!  folgt  noch 
die  Proportion  AB:BM= RA':  A'N"; 

und  eben  so  hat  man,  wenn  C  und  C\  D  und  D'  noch  zwei  andere  Paare 
sich  entsprechender  Punkte  sind,  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  JfJ?C 
und  N'C'B,  etc.  MB :  BC  =  N'C:  CB\ 

CD:DM=D'C:C'N, 

MD:DA::x:N'A:AD'. 
Die  Zusammensetzung  dieser  vier  Proportionen  giebt 

AB.CD:BC.DA  =  AB.  CD':  BC.  DA', 
eine  von  den  G. punkten   freie   zwischen  vier  Paaren   entsprechender 
Punkte  bestehende  Proportion. 

Uebrigens  werden  in  diesen  Proportionen  —  und  so  auch  in  allen 
später  folgenden  —  alle  einzelnen  Linien ,  als  welche  im  Allgemeinen 
in  verschiedenen  Geraden  liegen,  in  absolutem  d.  i.  positivem  Sinne 
genommen. 

e.  Eine  dieser  Proportion  analoge  Gleichung  lässt  sich  auch  zwi- 
schen den  Winkeln  dqr  beiden  Figuren  ableiten.  Denn  es  ist  der  Winkel 

ABM=BAN,  und  eben  so 
MBC^N'CB, 
CDM=D'CN', 
MDA:^N'A'D\ 
Die  Addition  dieser  vier  Gleichungen  giebt  aber  mit  Berücksich- 
tigung der  Formel  (3)  in  §.  8.: 

ABC+CDA^B'A'D+D'CB',  und  dieses 

=  A'ffC+CD'A', 
weil  nach  (4)  ebds.  B'AD'+AD'C+D'CB'+CB'A^O  ist. 
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f.  Miktelst  des  Lehrsatzes  in  §.  9.  und  der  jetzt  aus  ihm  gezogenen 
Folgerungen  lässt  sich  noch  die  Realität  der  bisher  nur  problematisch 
angenommenen  Kreisverwandtschafl  leicht  darlhun. 

Wenn  nämlich  in  den  beiden  Ebenen  p  und  p  der  positive  Sinn 
einer  jeden,  ihre  C. punkte  M  und  N'  und  zwei  einander  entsprechende 
Punkte  A  und  A  gegeben  sind,  so  kann  man  nach  §.  9.  zu  allen  an- 
dern Punkten  B,  C,  D,,..  in  p  die  entsprechenden  B\  C\  Z>', ...  in  p 
dadurch  bestimmen ,  dass  man  die  Dreiecke  N'A'B\  N'A'C\  N'A'D\  etc. 
ähnlich  und  gleichnamigen  Sinnes  mit  den  Dreiecken  MBA,  MCA,  MDA,  etc. 
macht;  und  es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dass.  wie  es  die  Definition  der 
Kreisverwandtschafl  verlangt,  von  je  vier  Punkten  in  p  oder  p\  welche 
in  einem  Kreise  liegen ,  die  entsprechenden  in  p  oder  p  gleichfalls  in 
einem  Kreise  enthalten  sind. 

In  der  That  sind  in  Folge  der  gemachten  Gonstruction  erstens  die 
Winkel  AN' ff,  AN'C,  AN'D\  etc.  =  ^AMB, ^AMC,  etc.,  und  daher 
überhaupt  jeder  von  zweien  der  Richtungen  NA\  N'B,  N'C\...  gebildete 
Winkel  =:  dem  von  den  zwei  entsprechenden  unter  den  Richtungen 
MA,  MB,  MC, . . .  gebildeten  Winkel,  nur  von  entgegengesetztem  Zeichen, 
z.  B.  ffJirC'^  CMB;  es  sind  zweitens  die  Längen  N'A,  N'ff,  N'C\... 
den  Längen  MA,  MB,  MC,,.,  verkehrt  proportional,  z.  B.  N'ffiN'C 
^MC:MB.  Mithin  sind  die  Dreiecke  MBC  und  N'C'B',  und  eben  so 
nächst  den  vorhin  genannten  auch  je  zwei  andere  Dreiecke,  welche  an 
M  und  N*  von  zwei  Paaren  entsprechender  Punkte  in  umgekehrter  Folge 
gebildet  werden ,  einander  ähnlich  und  gleichnamigen  Sinnes.  Es  be- 
steht folglich  zwischen  je  vier  Punkten,  etwa  A,..D,  der  einen  Ebene 
und  den  entsprechenden  A, . .  D'  in  der  andern  die  in  e.  erhaltene  Winkel- 
gleichung ABC+CDA:^AB'C+  CDA. 

Liegen  nun  A,..D  in  einem  Kreise,  und  ist  daher  nach  §.  8.  (6)  die 
linke  Seite  dieser  Gleichung  =0,  oder  =180^,  so  mtlssen  zufolge  dieser 
Gleichung  und  mit  Anwendung  des  auch  umgekehrt  geltenden  Satzes  in 
§.  8.  A, . .  D'  gleichfalls  in  einem  Kreise  liegen ,  wie  zu  beweisen  war.  — 
Man  bemerke  nur  noch ,  dass ,  nach  demselben  Satze ,  jenachdem  sich 
die  Sehnen  AC  und  BD  des  erstem  Kreises  ausserhalb  oder  innerhalb 
desselben  schneiden ,  ein  Gleiches  von  den  entsprechenden  Sehnen  des 
letztern  geschieht,  was  damit  übereinstimmt,  dass  die  sich  entsprechen- 
den Punkte  sich  entsprechender  Kreise  in  jedem  nach  einerlei  Ordnung 
aufeinanderfolgen  (§.  2.). 
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§.11.  Um  die  in  d.  und  e.  des  vor.  §.  erhalteneo  Be^iebangen 
zwischen  kreisverwandten  Figuren  einfach  äusdriiekeu  zo  können,  wollen 
wir  ein  durch  vier  Punkte  ^ ,.. /)  einer  Ebene  besthnnites  Yerbattniss 
von  der  Form  Aß . CD : AC DA  ein  Doppelverhälfniss,  und  eine 
Winkel  summe  von  der  Form  ABC + CDA,  die  sich  auch  als  der  Winkel- 
unterschied  ABC—ADC  oder  CDA— CBA  schreiben  Iftsst,  einen  Doppel- 
winkel nennen. 

Dieses  festgesetzt,  ist  bei  zwei  kreisverwandten  ebenen 
Figuren  nach  der  Folgerung  d,  jedes  Doppelverhältniss,  und 
nach  e.  jeder  Doppetwinkel  der  einen  Figur  dem  auf  gleiche 
Weise  aus  den  entsprechenden  Punkten  der  andern  ge- 
bildeten Doppelverhältnisse  oder  Doppelwinkel  gleich. 

Weil  D.Verhältnisse  und  D.winkel  die  einfachsten  von  den  C. punkten 
anabhängigen  Grössen  sind,  welche  bei  der  Kreisverwandtachaft  von 
einer  Figor  zur  andern  gleiche  Werthe  haben,  und  weil  sich  deshalb 
erwarten  lässt,  dass  die^  Grössen  bei  unsern  weitern  Untersuchungen 
besonders  häufig  in  Rechnung  kommen  werden,  so  wollen  wir  rm  Voraus 
einen  Algorithmus  uns  zu  bilden  suchen,  mit  dessen  Hülfe  wir  der- 
gleichen  Rechnungen  möglichst  kurz  und  bequem  ausfithren  können. 

Betrachten  wir  zuerst  das  D.verhältniss  AB.CD.BC.BA,  so  er- 
giebt  sieh  aus  dessen  erstem  Gliede  das  zweite,  wenn  man  im  ersten 
statt  dessen  ersten ,  zweiten ,  dritten  und  vierten  Buchstaben  resp.  den 
zweiten,  dritten,  vierten  und  ersten  setzt.  Wir  wöHen  daher  dieses 
D.verhältniss,  um  unB  das  doppelte  Schreiben  seiner  Buchstaben  zu  er- 
sparen ,  durch  sein  erstes  Glied  allein ,  das  wir  nach  Weglasaung  des 
Mnltiplicationszeichena  (.)  mit  Haken  einschliessen ,  also  durch 

{ABCD) 
ausdrücken. 

Umgekehrt  wird  hiernach  von  dem  abgekürzt  ausgedruckten  D. Ver- 
hältnisse {BCDA)  das  erste  Glied  BC.DA  und  dais  zweite  CD. AB  sein. 
Zugleich  ersehen  wir  hieraus ,  dass  {BCDA)  =s  dem  reciproken  Werthe 
von  [ABCD)  ist,  und  dass  daher,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  eines 
D. Verhältnisses  die  cyklische  Aufeinanderfolge  der  Buchstaben,  auch 
dem  Sinne  nach ,  beibehält ,  zum  ersten  Buchstaben  aber  den  ursprüng- 
lich zweiten  nimmt,  der  Werth  des  neuen  D. Verhältnisse»  dem  reci- 
proken des  ursprünglichen  gleich  ist.  Man  hat  demnach 
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LasseD  wir  jetzt  die  Buchstaben  nach  einem  dem  ursprünglichen 
entgegengesetzten  Sinne  auf  einander  folgen ,  behalten  aber  den  ersten 
Buchstaben  als  ersten  bei,  so  verwandelt  sich  der  Werlb  des  D.verhält* 
nisses  gleichfalls  in  den  reciprdcen.   Denn  aus  {ABCD)  wird  auf  solche 

Weise  {ADCB),=AI>.  CB.DC.BA,  =  ^-Jg^ .      Gleicherweise 

findet  sich  [BADC)  =  ^^^  =  {ABCD) ,  und  eben  so 

(CÄAD)  =  j^,  {DCBA)^{ABCD). 

§.  12.  Immer  giebt  es  drei  verschiedene  Vierecke,  welche  die- 
selben vier  Punkte  A,  J?,  C,  D  zu  Ecken  haben.  Es  sind  diese  Vierecke, 
wenn  man  stets  JD  die  vierte  Ecke  sein  lässt  : 

ABCD ,  BCAD ,  CABD . 
Jedes  derselben  lässt  sich  auf  achterlei  Weise  ausdrücken ,  indem  man 
die  cyklische  Folge  seiner  Ecken ,  nicht  auch  den  Sinn  dieser  Folge,  un- 
verändert bleiben  lässt,  und  man  erhält  somit  die  vier  und  zwanzig  aus 
den  vier  Elementen  A , . .  D  zu  bildenden  Permutationen. 

Der  vorige  §.  hat  uns  gezeigt,  dass  je  zwei  der  acht  Ausdrücke  des 
ersten  Vierecks ,  und  damit  überhaupt  je  zwei  der  acht  Ausdrücke  eines 
und  desselben  Vierecks,  a\ä  Ausdrücke  von  D. Verhältnissen,  entweder 
einander  gleich  sind,  oder  in  reciproker  Beziehung  zu  einander  stehen. 
Dagegen  sind  je  zwei  Ausdrücke  zweier  verschiedenen  Vierecke  im  All- 
gemeinen von  einander  unabhängig.  Wohl  aber  giebt  es  eine  Relation 
zwischen  je  drei  Ausdrücken ,  deren  jeder  einem  andern  der  drei  Vier- 
ecke angehört;  denn  es  ist,  wenn  diesmal  auch  auf  die  Zeichen  bei  der 
Entwickelung  Rücksicht  genommen  wird : 

(ABCD)  {BCAD)  [CABD]  =s=  - 1 . 

Zusatz.  In  dem  besondem  Falle,  wenn  die  vier  Punkte  in  einer 
Geraden  Hegen,  sind  auch  je  zwei  zu  verschiedenen  Vierecken  gehörige 
Ausdrücke,  und  somit  je  zwei  aller  vier  und  zwanzig  Ausdrücke,  von 
einander  abhängig.  Denn,  wie  man  leicht  findet,  ist  alsdann  mit  ge- 
höriger Rücksicht  auf  die  Zeichen : 

{ABCD)+{ACBD)Tini, 

worin  der  erste  Ausdruck  zum  ersten  und  der  zweite  zum  zweiten  Vier- 
eck gehört« 

Letztere  Formel  stimmt  übrigens  ganz  mit  derjenigen  überein ,  die 
sich ,  gleichfalls  unter  der  Voraussetzung ,  dass  die  vier  Punkte  in  einer 
Geraden  enthalten  sind,  bereits  in  n^einem  baryc.Calcul  S.  247,  III.  findet, 
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obgleich  die  Ausdrücke  dort  in  einer  etwas  andern  Bedeutung  als  bier 
genommen  werden,  indem  das  dortige  {A,  B,  C,  D)  einerlei  mit  dem 
hiesigen  {ACBD)  ist.  Ich  habe  aber  jene  ältere  Bezeicbnungsweise  ver- 
lassen und  diese  neue  gewählt,  besonders  um  deswillen,  weil  die  letz- 
tere auch  den  noch  zusammengesetzteren  Vieleckschnittsverhältnissen 
(Bar.  Calc.  S.  299)  angepasst  werden  kann,  indem  man  z.  B.  dasDreieck- 
schnittsverhältniss  ab     cd     ef 

BC  '  DE  '  FA 

auf  eine  der  vorigen  entsprechende  Weise  durch  {ABCDEF)  ausdrückt, 
§.13.    Ganz  analoge  Beziehungen,  wie  zwischen  den  bei  einem 
System  von  vier  Punkten  einer  Ebene  sich  bildenden  D.verhältnissen, 
finden  auch  zwischen  den  durch  ein  solches  System  bestimmten  D.win- 
kein  statt.  —  In  der  That  ist  nach  §.  8.  (4)  der  D.winkel 

BCD+DAB=  —ABC— CDA. 
Werde  nun  die  Winkelsumme  ABC+CDA  oder,  was  dasselbe  ist, 
der  Winkelunterschied  ABC — ADC,  der  Kürze  willen  schlechtbin  durch 

ABCD 
ausgedrückt,  so  dass  man,  um  hieraus  die  Winkelsumme  oder  den  Winkel- 
unterschied  rückwärts  abzuleiten,  die  drei  ersten  Buchstaben  des  Aus- 
drucks in  ihrer  Folge  als  ersten  Winkel  schreibt  und  als  die  drei  Bach- 
staben des  zweiten  Winkels,  wenn  er  additiv  sein  soll,  den  dritten, 
vierten  und  ersten  Buchstaben  des  Ausdrucks  setzt,  ihn  dagegen,  soll  er 
subtractiv  sein,  aus  dem  ersten  Winkel  dadurch  folgert,  dass  man  dessen 
mittlem  Buchstaben  in  den  vierten  des  Ausdrucks  verwandelt. 
Die  vorige  Gleichung  ist  hiernach  zu  schreiben 

BCDA=^—ABCD, 
und  daraus  zu  schliessen,  dass,  wenn  man  einen  solchen  Ausdruck,  ohne 
die  cyklische  Folge  seiner  Buchstaben  und  den  Sinn  dieser  Folge  zu  än- 
dern ,  mit  seinem  zweiten  Buchslaben  anfangen  iässt,  sein  Werth  in  den 
entgegengesetzten  übergeht.   Es  ist  daher 

ABCD  =  —BCDA  =  CD  AB  =  —DABC. 
Gleicherweise  verwandelt  sich  der  Werth  des  Ausdrucks  in  den  ent- 
gegengesetzten, wenn  man ,  die  Folge  und  den  Anfangsbuchstaben  bei- 
behaltend ,  den  Sinn  der  Folge  umkehrt.  Denn  man  hat 

ADC-t-CBA=—ABC—CDA,  also 

ADCB  =  —ABCD,  und  eben  so 
BADC=s  —CBAD=DCBA=ABCD. 


DIE  Theorie  der  Kreis  Verwandtschaft.  549 

Alle  acht  Ausdrücke,  welche  einerlei  cyklische  Folge  haben  und  da- 
her ein  und  dasselbe  der  drei  im  vor.  §.  gedachten  Vierecke  ausdrucken, 
sind  demnach  ihren  absoluten  Werthen  nach  einander  gleich;  Je  zwei 
derselben  sind  aber  mit  einerlei  oder  verschiedenen  Zeichen  behaftet, 
jenachdem  die  zwei  ihnen  homologen  Ausdrücke  für  D. Verhältnisse  ent- 
weder einander  gleich  sind,  oder  der  eine  das  Beciproke  des  andern 
ist,  —  so  dass  die  jetzigen  D.winkel  sich  wie  die  Logarithmen  der  ent- 
sprechenden D.Verhältnisse  verhalten. 

Eben  so,  wie  im  vor.  §.,  sind  ferner  auch  hier  je  zwei  zu  ver- 
schiedenen Vierecken  gehörige  Ausdrücke  von  einander  unabhängig,  wo- 
gegen zwischen  je  drei  Ausdrücken,  welche  zu  den  drei  verschiedenen 
Vierecken  gehören,  immer  eine  Relation  statt  hat.  Denn  es  ist 

ABC+BCA+CAB=iSO\  und 

CDA+ADB+BDC^O; 
folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt: 

ABCD+BCAD+CABD=i80o, 

eine  Formel ,  die  zu  der  entsprechenden  im  vor.  §.  gleichfalls  in  loga- 
rithmischer Beziehung  steht. 

§.14.  Zusätze,  a.  Liegen  A,  B,  C,  D  in  einem  Kreise,  so  ist, 
jenachdem  sich  die  Sehnen  AC  und  BD  ausserhalb,  oder  innerhalb 
des  Kreises  schneiden, 

ABCD^a,  oder  =180«  (§.  8.  (6)), 
also  überhaupt  2 .  ABCD=  0 ; 

und  umgekehrt  folgt  aus  dieser  Gleichung  die  Kreislage  der  vier  Punkte. 
6.    Sind  A,  B,C,  D,  E  irgend  fünf  Punkte  einer  Ebene,  so  hat  man 
ACBD=ACB—ADB.  ADBE=ADB—AEB 
und  AEBC=AEB—ACB ,    folglich 

ACBD+ADBE+AEBC=0, 
wofür  man  auch  schreiben  kann : 

ACBD+ADBE=ACBE. 
Es  lässt  sich  diese  Formel  leicht  dadurch  behalten ,  dass  in  jedem 
ihrer  drei  Glieder  A  der  erste  und  B  der  dritte  Buchstabe  ist,  und  dass, 
wenn  man  diese  zwei  Buchstaben  weglässt,  die  restirende  Formel 
CD+DE+EC=0,  oder  CD+DE=CE  die  bekannte  Relation  zwischen 
den  durch  drei  Punkte  in  einer  Geraden  bestimmten  Abschnitten  darstellt. 
Nachträglich  werde  hier  noch  die  analoge  zwischen  D.Verhältnissen 
obwaltende  Relation  bemerkt: 
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{ACBD)  [ADBE)  [AEBC)  =4  oder,  was  dasselbe  ist, 
{ACBD)  {ADBE):n^{ACBE).  (Vergl.  Bar.  Calc.  S.  260.) 

c.  Der  D. Winkel  ABC — ADC  kann  mittelst  derselben  Bucbstaben 
auch  als  ein  einziger  Winkel  dargestellt  werden.  In  der  That  ist  nach 
§.  9.  Zus.      '         CBA=CA^ABC,  CDA=CA'ADC. 

Die  erstere  dieser  Gleichungen  von  der  letztern  abgezogen ,  giebt  aber 
mit  Anwendung  der  Formel  (3*)  in  §.8.: 

ABC—ADC=^ABCADC, 

worin  die  zwei  Ternionen  zur  Rechten  zwei  Kreise  oder  vielmehr  die 
Richtungen  bedeuten,  nach  denen  sich  zwei,  diese  Kreise  nach  den  zu- 
gleich mit  ausgedrückten  Sinnen  derselben  beschreibenden,  Punkte  beim 
Duchgange  durch  A  bewegen. 

d.  Die  identische  Gleichung  AßCi9=BiiDC  lässt  sich  hiemach  auch 
schreiben  ABC'ADC=BAD  BCD, 

wonach ,  wenn  durch  je  drei  von  vier  in  einer  Ebene  liegenden  Punkten 
Kreise  beschrieben  werden,  die  Winkel,  welche  irgend  zwei  dieser  vier  Krme 
mit  einander  machen,  den  von  den  jedesmal  zwei  übrigen  Kreisen  gebildeten 
Winkeln  gleich  sind. 

e.  Dieselbe  Transformation,  auf  die  Gleichung  ABCD^sszA'ffCV 
(§.  10.  e.)  angewendet,  giebt 

ABCADC=:^AB'C'AD'C 
und  lehrt  uns  damit  den  Satz,  dass  bei  zwei  kreisverwandten 
Figuren  je  zwei  sich  schneidende  Kreise  der  einen  sich 
unter  denselben  Winkeln,  wie  die  entsprechenden  Kreise 
der  andern  Figur,  schneiden;  was  übrigens  schon  aus  der  Er- 
wägung hervorgeht,  dass  die  Durchschnittswinkel  zweier  Kreise  einerlei 
mit  denen  sind,  welche  die  zwei  in  dem  einen  oder  andern  Durchschnitte 
zusammenstossenden  Elemente  des  einen  und  des  andern  Kreises  mit 
einander  machen ,  und  dass  kreisverwandte  Figuren  in  ihren  Elementar- 
theilen  einander  ähnlich  sind  (§.  5 ). 

§.  i  5.  Von  den  zwei  in  den  letztvorhergehenden  ^.  betrachletea 
Grössenformen  (ABCD)  und  ABCD  ist  jede  von  den  vier  durch  vier  Punkte 
einer  Ebene  bestimmten  Linien  BA,  BC,  DA,  DC,  und  zwar  die  erstere 
bloss  von  den  Längen ,  die  letztere  bloss  von  den  Richtungen  dieser  Li- 
nien abhängig.  Es  ist  nämlich  {ABCD)  a=  dem  Verhältnisse  zvdschen  den 
Verhältnissen  BA : BC  und  DAiDC,  und  ABCD  ss  dem  Unlersobiede  zwi- 
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sehen  deo  Unterschieden ,  um  welche  einerseits  die  Richtung  BC  von  der 
BA,  und  andererseits  die  Richtung  DC  von  der  DA  abweicht. 

Zwischen  de^  Verwandtschaft  der  Aehnlichkeit  und  der  Kreisver- 
wandtschafl  findet  hiernach»  ausser  der  Aehnlichkeit  in  den  kleinsten 
Theilen  kreisverwandter  Figuren,  noch  eine  andere  merkwürdige  Be- 
ziehung statt.  Sowie  nämlich  bei  zwei  einander  ahnlichen  Figuren  ABC. . . 
und  A'ffC...  die  einfachen  Linienverhältnisse  BAiBC  und  B'A'iB'C, 
desgleichen  die  Unterschiede  zwischen  den  Richtungen  dieser  Linien  oder 
die  Winkel  ABC  und  A'B'C  von  gleicher  Grösse  sind,  so  bleiben  bei 
kreisverwandten  Figuren  Verhältnisse  zwischen  jenen  ein&cbep  Ver- 
hältnissen und  nicht  minder  Unterschiede  «wischen  jenen  einfachen 
Unterschieden  pder  Winkeln  von  einer  Figur  zur  andern  constant, 

Zusatz.  Sowie  die  D. Verhältnisse,  bleiben  auch  die  in  §.  1^.  Zus. 
angedeuteten  noch  zusammengesetzteren  Verhältnisse  zwischen  Linien 
bei  kreisverwandten  Figuren  von  gleicher  Grösse,  indem  sich  jedes  der- 
selben in  ein  Product  von  D. Verhältnissen  auflösen  lässt.  Denn  es  ist, 
alle  Linien  in  absolutem  Sinne  genommen : 

AB      CD      EF  AB      CD  ^  AD      EP 


BC      DE      FA  MC      DA  ^  DE      FA  ' 

oder  mit  Anwendung  der  abgekürzten  Schreibart ; 

{ABCDEF)  =  {ABCD)  {ADEF) . 
Analoges  hat  bei  der  Zusammensetzung  von  drei  oder  mehrern 
Winkeln  statt.   Denn  versteht  man  unter  ABCJ)EF  die  Summe  der  drei 
Winkel  ABC,  CDE\  BFA,  so  ist  > 

ABCDEF^ABC^CDA-^ADE^EFA^ABCD^ADEF. 

Der  dreitheilige  WinkeM....F,  als  der  Summe  zweier  D. winket  gleich, 
bat  mithin  ebenfalls  in  allen  kreisverwandten  Figuren  denselben  Werth. 

Uebrigens  sieht  man  leicht,  dass  die  ein&chen  in  §.11.  bei  D.ver- 
hältnissen  und  in  §.  13.  bei  D. winkeln  bemerkten  Relationen  auch  bei 
den  zusammengesetzteren  Verhältnissen  und  Winkeln  obwalten,  indem 

{ABCDEF) «  jg^  -  [CDEFAB)  -  etc. 

=  (F^i)CÄ^)  =  j^^  =  etc.  und 

ABCDEF  x^  —BCDEFA:»^CDEFAB^Q{c. 
BS  FEDCBA  SB  -^EDCBAF»  etc.  ist. 
§.  \  6.   Merkwürdige  Helationen  bestehen  noch  zwischen  den  ans 
denselben  vier  Punkten  gebildeten  D.verhältnissen  einerseits  und  den 
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D.winkeln  andererseits.    Uro  sie  zu  erbalten  denke  man  sich  zu  einem 

beliebigen  System  von  vier  in  einer  Ebene  Hegenden  Punkten  A,  B,  C,  D 

ein  kreisverwandtes  System  A\ . .  D'  construirt  und  nehme  dabei  D  als 

G.punkt  jener  Ebene,  also  D'  unendlich  entfernt  an.    Alsdann  sind  die 

D.Verhältnisse  und  D.winkel  der  Figur  A..D  den  einfachen  Verhältnissen 

zwischen  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  und  dessen  Winkeln  gleich, 

und  alle  die  bekannten  Relationen,  welche  zwischen  diesen  einfachen 

Verhältnissen  und  Winkeln  statt  haben,  müssen  bei  den  entsprechenden 

D.Verhältnissen  und  D.winkeln  der  Figur  A.,D  sich  wiederfinden. 

In  der  That  verhält  sich  (§.  10.  d) 

AB.CD:BC.DA  =  AB\  CD':  BC.  D'A'=  AB:  BC, 

weil,  wegen  der  unendlichen  Entfernung  des  D\  CD':D'A=i:^  ist,  und 

eben  so  BCAD:CA,DB= BC: CA. 

Ferner  hat  man 

ABCD=ABCD'=ABV, 

weil  aus  demselben  Grunde  der  Winkel  CD'A'=sO  ist;  und  gleicherweise 

BCAD  =  BCA,  CABD  =  CAB. 

Die  drei  Winkel 

ABCD,  BCAD,  CABD, 

deren  Summe  wir  bereits  in  §.  13.  =180^  fanden,  sind  demnach  die 

Winkel  eines  Dreiecks,  dessen  ihnen  gegentlberliegende  Seiten  sich  wie 

AC.BD,  BA. CD,  CB. AD   werhalien.*) 

Insbesondere  ist  daher 

sin  ABCD :  sm  BC  AD  =  AC.  BD  :BA.  CD  :=:  [CABD). 

Folgerungen,  a.  Sind  die  drei  D.winkel  AßCZ),  BCAD,  CABD 
eines  ebenen  Vierecks  den  einfachen  Winkeln  ABC\  etc.  eines  Dreiecks 
gleich,  so  sind  auch  die  drei  D. Verhältnisse  [ABCD],  etc.  beim  Viereck 
den  einfachen  Verhältnissen  AB':BC,  etc.  beim  Dreieck  gleich,  und 
umgekehrt. 

b.  Wenn  der  G.punkt  D  der  Ebene  ABC  ausserhalb  (innerhalb)  des 
Kreises  ABC  liegt,  so  liegt  auch  der  G.punkt  der  Ebene  ABC  ausserhalb 


*)  Ich  habe  diesen  Satz  bereits  in  meinem  im  Eingange  zuerst  erwShnten  Aufsatze 
S.  49  aufgestellt  und  durch  Anwendung  coraplexer  Grössen  bewiesen.  Ich  hielt  ihn 
damals  für  neu.  Wie  ich  indessen  durch  meinen  geehrten  Freund ,  Herrn  Dr.  Balzer  in 
Dresden,  später  benachrichtigt  worden  bin,  ist  derselbe  Satz  nebst  mehreren  aus  ihm 
gezogenen  interessanten  Folgerungen  schon  in  einer  in  Grunert's  Archive  der  Math. 
Bd.  II.  S.  240  beBndlichen  Abhandlung  des  Herrn  Prof.  Bretschneider  in  Gotha  enthalten. 


DIB  Theobib  der  Kreisterwandtschaft.  553 

(innerhalb)  des  Kreises  ABC  (§.  6.  c).  Die  Sinne  der  Kreisbewegungen 
ABCxxnAAVC  sinA  alsdann  gleichnamig  (ungleichn.)  (§.7.),  and  folglich 
die  Winkel  ABC  und  ABC  gleichartig,  d.  i.  beide  hohl,  oder  beide  er- 
haben (ungleichartig,  d.i.  der  eine  hohl,  der  andere  erhaben)  (§.8.  Zus.). 
Der  Winkel  ABC  ist  aber  nach  dem  Obigen  ^ABCD,  und  folglich  ABCD 
gleichartig  (ungleichartig)  mit  ABC 

Jenachdem  daher  von  vier  Punkten  A,  ..D  in  einer  Ebene  der  eine 
D  ausser-  oder  innerhalb  des  durch  die  drei  übrigen  A,  Ä,  C  zu  be- 
schreibenden  Kreises  liegt,  ist  der  D.winkel  ABCD  gleichartig  oder  un- 
gleichartig mit  dem  einfachen  ABC. 


§.17.  In  §.  10.  ist  gezeigt  worden,  wie  zu  einem  Systeme  in  einer 
Ebene  p  liegender  Punkte  A,  B,...  in  einer  andern  Ebene  p  ein  ihm 
kreisverwandtes  ^',  fi', .. .  construirt  werden  kann,  wenn  noch  die 
positiven  Sinne  in  p  und  in  p\  die  beiden  C.punkte  M  und  A^',  so- 
wie der  Punkt  A  gegeben  sind.  Somit  sind  von  drei  Punkten  M,  N,  A 
in  p  die  entsprechenden  M\  N\  A  in  p  gegeben,  nur  dass  dabei  N  und 
M'  unendlich  entfernt  liegen.  Indessen  kann  man  hiernach  erwarten, 
dass  überhaupt  mit  drei  willkührlich  angenommenen  Punkten  in  p\ 
welche  irgend  dreien  des  Systems  in  p  entsprechen ,  das  System  in  p 
sich  construiren  lassen  wird.  —  Nachfolgende  Sfttze  werden  diese  Er- 
wartung rechtfertigen. 

Lehrsatz.  Nach  Feststellung  der  positiven  Sinne  in  den  Ebenen 
p  und  p  zweier  Dreiecke  ABC  und  ABC  kann  in  der  Ebene  des  einen 
ABC  ein  Punkt  M  unzweideutig  so  bestimmt  werden ,  dass  die  D.winkel 
des  Vierecks  ABCM  den  Winkeln  des  Dreiecks  ABC  gleich  werden, 
nämlich 

ABCM^ABC,  BCAM=BCA,  also  auch  CABM=CAB. 

Beweis.  Nach  §.  14.  c.  ist  die  erste  dieser  Gleichungen  identisch 
mit  ABC'AMC=ABC, 

und  die  zweite,  woftlr  man  auch  i4CfiJlf=A'Cfi' schreiben  kann,  iden- 
tisch mit  ACBAMB=ABC'AMB+i%0''=ACB. 

Hiernach  findet  sich  M,  als  der  zweite  Durchschnitt  zweier  Kreise,  von 
denen  der  eine  AMC,  durch  A  und  C  gehend,  mit  dem  Kreise  ABC  in  A 
einen  Winkel  =  ABC  bildet,  und  der  andere  AMB,  durch  A  und  B  gehend, 
mit  demselben  Kreise  ABC  in  A  einen  Winkel  ^ACB+i&O^  macht. 
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Zusatz.  Diiß  Sinne  in  den  Ebenen  p  und p'  sind  von  einander  un- 
abhängig.  Wird  der  Sinn  in  p  so  angenoknmen ,  dass  der  Winkel  ABC 
hohl  ist,  so  kann  nach  der  Bestimmang  des  Sinnes  in  p  der  Winkel  A'FC 
entweder  gleichfalls  hohl,  oder  auch  erhaben  sein.  Jede  dieser  zwei 
Bestimmungen  giebt  aber  für  den  Punkt  M  einen  andern  Ort.  Denn  bei 
der  erstem  (letztem)  ist  der  Winkel  ilßC  mit  A'B'C,  also  eoeh  mit  ABCM 
gleichartig  (ungleichartig) ,  und  M  liegt  folglich  (vpr.  §.  Zus.  6.)  ausser- 
halb (innerhalb)  des  Kreises  ABC. 

§.18.  Lehrsatz.  Werden,  wie  es  nach  vorigem  Satze  möglich 
ist,  in  den  Ebenen  zweier  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  resp.  die  Punkte 
M  und  N'  so  bestimmt,  dass  nach  Festsetzung  der  Sinne  in  den  beiden 
Ebenen  die  D.winkel  des  Vierecks  ABCM  den  Winkeln  des  Dreiecks 
A'B'C,  und  ebenso  die  D.winkel  des  Vierecks  A'B'CN'  den  Winkeln  des 
Dreiecks  ABC  gleich  werden,  so  sind  die  Dreiecke  N'A'B',  N'B'C,  NVA 
resp.  den  Dreiecken  MBA,  MCB,  MAC  ähnlich  und  mit  ihnen  gleich- 
namigen Sinnes. 

Beweis.    Zu  Folge  der  geforderten  Lage  von  Jlf  und  N'  soll  sein 

ABC  +  CMA  =  ABC  und  A'BC+  CN'A^ ABC. 

Die  Addition  dieser  Gleichungen  giebt  C'N'A'+CMA^O  oder 

(a)    C'N'A':miAMC. 

Aus  derselben  Gleichheit  der  D.winkel  der  Vierecke  ABCM  und 
AB'CN'  mit  den  Winkeln  der  Dreiecke  ABC  und  ABC  folgt  ferner 
(§.  16.  Zus.  a.) 

AB.CM:BC.AM=A'B':B'C'  und 

AB. CN': B'C. A'N'^ ABiBC,  mithin 

(6)    dfriAir^aAMiCM. 

Aus,(a)  in  Verbindung  mit  (6)  fliesst  aber,  dass  die  Dreiecke  NCA  and 
MAC  einander  ahniich  Und  gleichnamigen  Sinnes  sind ;  und  ähnlicher- 
weise  lässt  sich  dasselbe  für  die  Dreiecke  N'A'B'  und  MBA ,  N'ffC  und 
MCB  beweisen. 

§.  19.  Lehrsatz.  Soll  za  einem  Systeme  von  Punkten 
A,  B,  C,  Z),...  in  einer  Ebene  p  ein  ihm  kreisverwandtes 
in  einerEbenep'construirt  werden,  so  können  drei  Punkte 
des  letzt ern,  —  es  seien  die  den  A,  B\  C  entsprechenden  A\  ff,  C.  — 
desgleichen  die  positiven  Sinne  in  p  und  p'  willkübrlich 
genommen  werden.  Alsdann  aber  ist  der  jodem  vierten 
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Punkte  des  erstem  Systems  entsprechende  Punkt  des 
letztern  unzweideutig  bestimmt. 

Beweis.  Man  füge  auf  die  in  §.  17.  bemerkte  Weise  zu  den  Drei- 
ecken ABC  und  A'B'C  die  Punkte  M  und  N'  hinzu ,  so  sind  nach  §.  1 8. 
die  Dreiecke  MBA  und  N'A'B\  sowie  MCA  und  NAC  einander  ähnlich 
lind  gleichnamigen  Sinnes.  Und  wenn  auf  gleiche  Art  zu  jedem  vierten 
Punkte  D  der  entsprechende  D'  dadurch  bestimmt  wird,  dass  man  dem 
Dreiecke  MDA  das  Dreieck  N'A'D'  ähnlich  und  gleichnamigen  Sinnes 
macht,   so  sind  die  Figuren  ABCD.,.  und  AB'CD\..  kreisverwandt 

Zusätze,  a.  In  den  Fällen,  wenn  einer  der  beiden  Kreise  ABC 
und  A'ffC,  oder  auch  beide,  gerade  Linien  sind,  ist  die  Bestimmung  der 
C.punkte  M  und  «2V'  nach  §.  17.  mit  Hülfe  von  D.winkeln  nicht  mehr 
statthaft,  sondern  es  müssen  D.verhältni^e  angewendet  werden. 

In  derThat,  liegen  A,  B,  C  in  einer  Geraden,  und  desgleichen  auch 
A\  F,  C,  so  sind  in  denselben  Geraden  resp.  auch  M  und  N'  begriffen, 
so  dass  {AB CM)  =  [AB CM')  =  —  AB:  BC 

und  {ABCN')  =  {ABCN)  =—AB:BC. 

Hiemach  werden  unter  gehöriger  Berücksichtigung  der  Vorzeichen,  wenn 
das  Verhältniss  ~  {AB:  BC):{AB:BC)^e:\ 

gesetzt  wird ,  M  und  N'  mittelst  der  Proportionen 

CM:MA  =  e:\  und  CiV':iV'il'==1:e      gefunden. 

'  Liegen  aber  nur  A,  B,  C  in  einer  Geraden,  so  ist  M  ein  Punkt  des, 
Kreises  ABC  und  darin  nach  derselben  Proportion  wie  vorhin  zu  be- 
stimmen. Es  geschieht  dieses  mittelst  eines  die  Linie  CA  rechtwinklig 
und  harmonisch  in  dem  Verhältnisse  e:\  schneidenden  Kreises  (vergl. 
§,  22.  a.),  indem  von  den  zwei  Durchschnitten  desselben  mit  dem  Kreise 
ABC  derjenige  der  Punkt  M  ist,  von  welchem  aus  A,  B,  Q  m  Kreise  in 
derselben  Ordnung  wie  A',  B\  C  in  der  Geraden  auf  einander  folgen. 
iV'kann  hierauf  dadurch  gefunden  werden,  dass  man  das  Dreieck  N'AB 
ähnlich  und  gleichnamigen  Sinnes  mit  MBA  macht. 

6.  Der  Punkt  D'  kann,  ohne  vorherige  Ermittelung  der  C.punkte 
Jlf  und  N\  auch  geradezu  mit  Hülfe  der  Formeln 

ABC'ADC^ABC'AD'C  und  ACB'ADB=ACB^ABB 
(§.  14.  e.)  gefunden  werden,  wonach  D'  der  zweite  Durchschnitt  zweier 
Kreise  ist,  von  denen  der  eine,  durch  A  und  C  gehend,  mit  dem  Kreise 


556  A.  F.  MöBius, 

ABC  einen  Winkel  ^ABCADC,    und   der  andere,  durch  A'  und  ff 
gebend ,  mit  dem  Kreise  ACff  einen  Winkel  s=  ACB  ^ADB  macht. 

§.  20.  Sind  von  der  Figur,  welche  mit  der  gegebenen  ABCDE.,. 
kreisverwandt  sein  soll ,  bloss  die  Punkte  A\  B,  C,  nicht  aber  zugleich 
der  positive  Sinn  ihrer  Ebene  p\  gegeben ,  so  ist  der  jedem  vierten 
Punkte  Z)  in  /)  entsprechende  Punkt  D'  in  p  im  Allgemeinen  zweideutig, 
und  es  können  daher,  jenachdem  man  den  einen  oder  den  andern  Sinn 
der  Drehung  in  p  für  den  positiven  nimmt,  zwei  verschiedene  die  drei 
ersten  Punkte  gemein  habende  Figuren  AB'CD'E..,  und  AB'CffE!',.. 
construirt  werden,  deren  jede  mit  ABCDE,..  kreisverwandt  ist,  und  die 
es  daher  auch  unter  sich  sind. 

Zu  jeder  ebenen  Figur  ABCDE.,.  lässt  sich  demnach  in  ihrer  Ebene 
eine  ihr  kreisverwandte  AB'CD'E'.. .  construiren,  von* welcher  mit  drei 
Punkten  A,  B,  C  der  erstem  die  entsprechenden  Punkte  A\  ff,  C  zu- 
sammenfallen ,  während  dadurch ,  dass  man  einen  und  denselben  Sinn 
der  Ebene  als  den  positiven  für  die  eine  Figur  und  als  den  negativen 
für  die  andere  nimmt,  die  übrigen  Punkte  D\  £',...,  im  Allgemeinen 
wenigstens ,  von  den  entjsprechenden  Z),  £, . . .  verschieden  sind. 

§.21.  Das  gegenseitige  Verhalten  zweier  solcher  Figuren  bietet 
mehreres  Merkwürdige  dar,  was  nicht  nur  an  sich ,  sondern  auch  des 
später  Folgenden  willen,  eine  nähere  Betrachtung  verdient. 

1)  Bezeichnet  man,  wie  bisher,  die  G. punkte  der  beiden  Figuren 
mit  M  und  N\  so  sind  nach  §.  9.,  weil  jeder  der  Punkte  A,  B,  C  sich 
selbst  entsprechen  solL  die  Dreiecke  MAB  und  N'BA,  MBC  und  N'CB, 
MCA  und  N'AC  einander  ähnlich,  aber  auch  gleich,  weil  ABs^BA,  etc.; 
folglich  MA  =  N'B  und  MC=NB,  folglich  MA=MC,  und  ebenso  ^MB, 
sowie  N'A^KB^NX.  Es  coincidirt  daher  N'  mit  M  im  Mittelpunkte 
des  durch  A,B,Cz\x  beschreibenden  Kreises,  welchen  man  k  nenne. 

Allerdings  kann  den  Proportionen  JlfA:JtfB:JlfCs=5iV'A: etc.  =  1:1:1 
auch  dadurch  genügt  werden ,  dass  man  M  und  N'  unendlich  entfernt 
annimmt.  Alsdann  aber  entspricht  einem  unendlich  entfernten  Punkte 
M  oder  N  der  einen  Figur  ein  unendlich  entfernter  Jtf '  oder  N'  der  an- 
dern ,  und  die  zwei  Figuren  sind  folglich  einander  nicht  bloss  kreisver- 
wandt,  sondern  auch  ähnlich  (§.  5.)  und  gleich  und  decken  einander, 
da  die  Dreiecke  ABC  und  ABC  coincidiren. 
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2)  Nach  dem  Satze  in  §.  9.  sind  ferner  die  Dreiecke  JLU)  und  N'B'A, 
^siMD'A,   einander  ähnlich   and  gleichnamigen,   also  jetzt  enlgegen- 

w  gesetzten  Sinnes  (wie  es  auch  MAB  und  MBA,  etc. 

waren),  folglich  der  Winkel  AMD  =  —Z)'Jlfil  (§.  8. 
Zus.)  =iAMD\  und  es  verhält  sich  MBiMA^MAiMD'. 
j£'  Je  zwei  einander  entsprechende  Punkte  D  und  D'  lie- 
gen daher  mi|  M  in  einer  Geraden  und  auf  einerlei 
Seite  von  üf  dergestalt,  dass  MA  oder  der  Halbmesser 
des  Kreises  k  die  mittlere  Proporlionallinie  zwischen 
MD  und  JlfZ)' ist,  oder,  was  dasselbe  ist:  je  zwei  ein- 
ander entsprechende  Punkte  liegen  in  einem  Durchmesser  des  k  und 
theilen  ihn  harmonisch. 

Ebenso  wie  A,  B,  C,  entspricht  daher  auch  jeder  andere  Punkt  des 
Kreises  k  sich  selbst,  und  jedem  Punkte  innerhalb  des  k  entspricht  ein 
Punkt  ausserhalb,  und  umgekehrt.  Der  einem  vierten  Punkte  D  ent- 
sprechende D'  ist  folglich  dann  und  nur  dann  unzweideutig  bestimmbar, 
wenn  D  im  Kreise  ABC  liegt. 

3)  Aus  der  in  2)  erhaltenen  Relation  zwischen  D  und  D' folgt,  dass, 
wenn  dem  D  in  der  einen  Figur  der  Punkt  D'  in  der  andern  entspricht, 
dem  D\  als  einem  Punkte  der  erstem  Figur,  der  Punkt  D  in  der  letztern 
entsprechen  wird.  Das  Entsprechen  der  beiden  Figuren  ist  daher  ein 
sogenanntes  involutorisches. 

4)  Je  zwei  Paare  entsprechender  Punkte,  wie  D,  D'und  £,  E\  liegen 
in  einem  Kreise  i;  denn  es  ist  MD.MD'=MA^s=ME.ME'.  Auf  gleiche 
Weise  erhellet,  dass  auch  der  jedem  andern  Punkte  des  i  entsprechende 
Punkt  in  i  enthalten  ist,  und  daher  i  sich  selbst  zum  entsprechenden  Kreise 
hat.  Ist  F  einer  der  beiden  Durchschnitte  des  t  mit  k,  so  coincidirt  F'  mit 
F,  und  die  Gerade  MFF'  wird  eine  Tangente  des  t.  Der  durch  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte  zu  beschreibende  Kreis  entspricht  demnach  sich 
selbst  und  schneidet  den  Kreis  k  rechtwinklig ,  sowie  umgekehrt  jeder 
den  k  rechtwinklig  schneidende  Kreis  sich  selbst  entspricht. 

5)  Für  je  zwei  einander  entsprechende  Kreise  ist  M  der  eine  der 
beiden  Aehnlichkeitspunkte.  Dies  erhellet  am  leichtesten  in  dem  Falle, 
wenn  M  ausserhalb  des  einen ,  und  damit  auch  ausserhalb  des  andern 
Kreises  liegt  (§.  6.  c).  Denn  die  zwei  alsdann  von  M  an  den  einen 
Kreis  zu  ziehenden  Tangenten  müssen,  als  sich  selbst  entsprechende 
Gerade,  auch  den  andern  berühren;  folglich  u. s.w. 
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§.  99.  Folgerangen  und  Zasatze.     a.  Ist  X  irgend  ein  Punkt 
des  Kreises  k  und  daher  ein  sich  selbst  entsprechender,  so  sind  die  Drei- 
ecke MDX  und  MXiy  einander  ähnlich ,  und  es 
verhält  sich  deshalb  MD: DZ =JfX:XD'.   Dies 

/  [ jy   ^ — j^    ^>  giebt  den  bekannten  Satz,  dass  von  einem  Punkte 

X  eines  Kreises  zum  andern  das  Yerhältniss 
DX:  XD'  zv^ischen  den  Abständen  des  X  von  zwei 
festen  Punkten  D  und  D\  durch  welche  ein  Durchmesser  des  Kreises 
harmonisch  getheilt  wird ,  unverändert,  ae  MD :  MX,  bleibt. 

Mittelst  derselben  Figur  lässt  sich  auch  der  umgekehrte  Satz  dar- 
thun,  dass  der  ebene  Ort  eines  Punktes  X,  dessen  Abstände  von  zwei 
festen  Punkten  D  und  D'  der  Ebene  in  einem  gegebenen  Verhältoisse 
sc  6:1  stehen,  ein  Kreis  ist,  welcher  die  Linie  DD'  rechtwinklig  und  har- 
monisch schneidet.  Denn  bestimmt  man  in  der  Geraden  DD'  den  Punkt  M 
also,  dass  der  Winkel  DXM=^DD*X  wird,  so  entstehen  die  zwei  einander 
ähnlichen  Dreiecke  MDX  und  MXD\  und  es  verhält  sieb  daher 

MD:MX=MX:MD'=DX.XD'^bA, 
mithin  MD  iMD'ss  ee:i,  und  es  ist  folglich  M  eben  so,  wie  D  and  D\  ein 
fester  Punkt.  Deshalb,  und  weil  MXssMD:esixe.MD\  ist  der  Ort  von  1 
ein  Kreis,  welcher  M  zum  Mittelpunkte  hat.  Bezeichnen  endlich  B  und  J 
die  Durchschnitte  dieses  Kreises  mit  DD',  so  hat  man  DHiHD'saiDJiJV 
sse:1,  und  es  sind  folglich  D,  D'  und  J7,  J  zwei  harmonirende  Paare 
von  Punkten. 

b.  Sowie  daher,  wenn  A,  ß,  C  feste  Punkte  sind ,  der  dorch  die 
Gleichung  2.  ADCXatO  bestimmte  Ort  von  X  ein  Kreis  ist  (§.  1 4.  a.),  so 
ist  es  auch  der  dai*ch  die  Gleichung 

(a)  (AÄCX)=a1 
d.  i.  durch  die  Proportion  AX:XC^sAB:BC  bestimmte  Ort.  Bei  ersterer 
Gleichung  sind  A,  B,  C  Punkte  des  Kreises  selbst;  bei  letzterer  ist  nur  B 
ein  solcher,  indem  der  Proportion  Genüge  geschieht,  wenn  B  stall  X 
gesetzt  wird,  und  durch  A  und  C  wird  ein  Durchmesser  des  Kreisest  btF'- 
monisch  getheilt. 

c.  In  vorliegender  Abhandlung  werden,  wie  schon  erinnert  worden 
(§.  4  0.  d.) ,  alle  Linien  in  absolutem  Sinne  genommen ,  so  dass  zwischen 
AB  und  BA  kein  Unterschied  statt  hat.  Berttcksichtigt  man  aber  diesen 
Unterschied,  so  kann  das  vorige  (A..X)  ebensowohl  =& — 4,  als  ss+l 
sein,  da  ein  D.verhähniss  nach  der  wiftuhrlichen  Annahme  der  von 
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unabhangigeii  Richtungen  der  vier  Geraden,  in  denen  seine 
vier  Linien  begriffen  sind ,  ebensowohl  einen  negativen ,  als  einen  posi- 
ü\ea  Exponenten  haben  kaon ;  und  man  moss  daher,  um  beide  gleich 
mögliche  Werthe  zosammenzuiassen, 

statt  des  yorigen  (a)  schreiben. 

Auf  solche  Weise  tritt  aber  auch  hier  das  schon  in  §.  4  3.  bemerkte 
logarilhipische  Yerhttltniss  der  Gleichungen  mit  D. winkeln  zu  den  ent- 
sprechenden Gleichungen  mit  D. Verhältnissen  wieder  hervor,  indem  die 
Gleichung ,  welche  mit  Httlfe  eines  D.winkels  ausdrückt,  dass  X  irgend 
ein  Punkt  eines  Kreises  ist,  nicht  einfach  A..JI[sO,  oder  sc180^  sondern 
i.ABCX^O  war 

d.  Wird  der  durch  die  Gleichuog 

(4)    {ADBX)^i 
bestimmte  Ort  von  X  im  Räume  überhaupt  genommra,  so  ist  er  die 
Kugelfläche,  welche   durch  Drehung  des  durch  (1)  zugleich  ausge- 
drückten in  der  Ebene  ADB  enthaltenen  Kreises  um  Afi  als  Axe  ent- 
steht.  Eben  so  sind 

(2)    {CDAX)=i     und     (3)    {BDCX)~\ 
die  Gleichungen  zweier  anderer  Kugelflächen ,  welche  die  Geraden  CA 
und  BC  zu  Axen  haben  und  daher  die  Ebene  ilBC  rechtwinklig  schneiden. 
Da  in  jeder  von  ihnen  beiden  der  Punkt!)  liegt,  so  schneiden  sie  einander 

^     ^        in  einem  durch  D  gehenden  die  Ebene  ABC 
rf    rechtwinklig ,  es  sei  in  F  und  G,  treffenden 


V-..^^Ä_L-^  J      Kreise  i,  von  welchen  FG  ein  Durchmes- 

ser ist. 

Dieser  Kreis  wird  demnach  durch  die  Gleichungen  (2]  und  (3)  in 
Verbindung ,  also  auch  durch  die  damit  identische  Doppelproportion 

(A)     AX:BX:CX=:^AD:BD:CD 
ausgedrückt;  und  weil  mit  (A)  auch  der  Gleichung  (1)  Genüge  geschieht« 
so  schneiden  sich  die  drei  Kugelflächen  (1 ),  (2)  und  (3)  in  einem  und 
demselben  Kreise  h. 

e.  Weil  F  und  6  in  A  liegen ,  und  sie  daher  Oerter  von  X  in  (A) 

sind,  so  verhalten  sich 

(4)    AF:BF:CF=AG:BG:CG  =  AD:BD:CD. 
Deshalb,  und  weil  F  und  G  zugleich  Punkte  der  Ebene  ABC  sind,  ist 
der  durch  die  Gleichung      (A)     {FAGX)=i 


560  A.  F.  MöBius» 

ausgedrückte  Kreis  k  der  Kreis  ABC  selbst,  indem  die  mit  [k)  identische 
Proportion  FX:6X=F^:G^  erfüllt  wird,  nicht  nur  wiennA,  sondern  auch, 
wegen  (i),  wenn  B  oder  C  statt  X  gesetzt  wird.  Dabei  fallen  nach  b. 
F  und  G  in  einen  Durchmesser  des  Kreises  und  theilen  ihn  harmonisch. 

Die  Kreise  k  und  h  haben  daher  eine  solche  Lage  gegen  einander, 
dass  ihre  Ebenen  sich  rechtwinklig  schneiden,  dass  in  die  Durchschnittstim 
dieser  Ebenen  zwei  Durchmesser  der  Kreise  fallen,  und  dass  der  eine  dieser 
Durchmesser  den  andern  harmonisch  theilt.  Hiernach  kann  man,  wenn 
der  eine  Kreis  k,  und  von  dem  andern  h  der  eine  seiner  beiden  Durch- 
schnitte F  und  G  mit  der  Ebene  des  k  gegeben  sind ,  den  Kreis  h  sofort 
construiren ,  und  es  muss  folglich  die  ihn  ausdrückende  Proportion  (A), 
in  welcher  A,  B,  C  Punkte  des  fc,  und  J,  D  Punkte  des  h  sind,  gültig 
bleiben ,  wo  auch  die  Punkte  A,  B,  C  in  k  genommen  werden  mögen. 
Nennen  wir  daher  zwei  Kreise ,  die  in  der  eben  beschriebenen  gegen- 
seitigen Lage  sind,  zwei  conjugirte  Kreise,  so  können  wir  den 
Satz  aufstellen : 

Sind  in  zwei  canjugirten  Kreisen,  A ,  B  irgend  zwei  Punkte  des  eine», 
und  X,  Y  irgend  zwei  Punkte  des  andern,  so  verhält  sich 

AX:BX=AY:BY*)  und  es  ist  daher  {AXBY)^i. 

§.  23.  Die  im  §.  21 .  betrachtete  specielle  gegenseitige  Lage  zweier 
kreisverwandten  Figuren  gewinnt  dadurch  ein  allgemeineres  Interesse, 
dass  man  je  zwei  kreisverwandte  Figuren  in  jene  specielle  Lage  gegen 
einander  bringen  kann.  Man  lasse  zu  dem  Ende  die  Ebene  p  der  einen 
Figur  mit  der  Ebene  p  der  andern  also  zusammenfallen,  dass  der  ne- 
gative Sinn  in  p  mit  dem  positiven  in  p  identisch  wird ,  verschiebe  so- 
dann p  auf  p,  bis  N'  mit  M  coincidirt,  und  drehe  zuletzt  p  in  sich  um  M, 
bis  irgend  zwei  einander  entsprechende  Punkte,  A  und  A',  mit  M  in  einer 
Geraden  und  auf  einerlei  Seite  von  M  liegen.  Denn  dann  werden  die- 
selbe Lage  gegen  M  auch  je  zwei  andere  einander  entsprechende  Punkte, 
B  und  £',  etc.  haben,  und  die  mittleren  Proportionallinien  zwischen  MA 
und  MA\  zwischen  MB  und  MB\  etc.  werden  von  gleicher  Grösse,  die 
man  c  nenne,  sein.  Jeder  Punkt  des  in  p  um  Jf  als  Mittelpunkt  und  mit  c 
als  Halbmesser  beschriebenen  Kreises  und  kein  anderer,  wird  folglich 
mit  dem  ihm  entsprechenden  Punkte  zusammenfallen. 


*)  Chasles,  Träitö  de  g^omötrie  supörieure,  art.  795. 
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§.24.  In  eine  andere  noch  merkwürdigere  Lage  können  wir  die 
jetzt  mit  p  auf  besagte  Weise  coincidirende  Ebene  p  gegen  p  versetzen, 
wenn  wir  sie  parallel  mit  j»  und  ohne  Drehung  in  sich  fortführen,  so  dass 
ihr  bisher  mit  M  coincidirender  C.punkt  N'  ein  auf  p  in  M  errichtetes 
Perpendikel  von  einer  L^nge  =c  beschreibt.  Am  Ende  dieser  Bewegung, 
wo  MiV'sss  c  geworden ,  haben  MA  und  N'A\  ebenso  vvie  anfangs ,  noch 
einerlei  Richtung.    Die  Dreiecke  AMN'  und  MN'A'  liegen  daher  in  einer 

und  derselben   auf  p  und  p  normalen  Ebene,  sind 
folglich  resp.  bei  M  und  N*  rechtwinklig  und  deshalb 
j^  und  wegen  der  Proportion  AM:MN'=r:MN':N'A  em- 
ander  ähnlich.   Mithin  ist  der  Winkel  AN'M=MA'N' 
=  90® — N'MA\  und  es  schneiden  sich  daher  JlfA'lind 
A^^  NA  rechtwinklig.    Aus  analogem  Grunde  schneiden 
sich   auch   Mff  und  N'B,   MC  und  N'C,  etc.   unter 
f'   rechten  Winkeln.  Die  Durchschnittspunkte  selbst,  die 
man  resp.  Aj ,  B^,  C^,  etc.  nenne,  liegen  folglich  auf 
einer  Kugelflache,  von  welcher  MN"  ein  Durchmesser  ist. 

Somit  erscheinen  die  zwei  ebenen  Figuren  ABC...  und  A'B'C... 
als  die  stereographischen  Projectionen  einer  und  derselben,  das  einemal 
aus  N\  das  anderemal  aus  M  betrachteten,  sphärischen  Figur  A^Bfi^ . . . , 
und  man  sieht  hieraus  leicht,  wie  man  mit  Anwendung  einer  Kugelfläche 
und  durch  blosses  Ziehen  gerader  Linien  zu  einem  Systeme  von  Punkten 
A,  jß, . . .  in  einer  Ebene  p  ein  ihm  in  einer  andern  Ebene  p  nach  dem 
Gesetz  entsprechendes  System  A',  £',...,  dass  die  Dreiecke  MAB  und 
N'ßA',  etc.  einander  ähnlich  sind  (§.  9.) ,  construiren  kann. 

Man  lege  nämlich  die  zwei  Ebenen  p  und  p  mit  ihren  Punkten  M 
und  N'  berührend  an  eine  Eugelfläche,  so  dass  MN'  ein  Durchmesser 
der  Kugel  wird,  projicire  hierauf  die  in  p  gegebenen  Punkte  A,  Ä, ... 
von  N'ans  auf  die  Kugelfläche,  und  diese  Projectionen  A^ ,  £p . . .  von  üf  aus 
auf  die  Ebene  p\  und  es  werden  die  damit  erhaltenen  Punkte  die  ge- 
suchten A\  ff,...  sein. 

Zugleich  entspringt  aus  dieser  Construction  ein  neuer  Beweis  fUr 
die  Kreisverwandtschaft  der  beiden  Figuren.  Denn  es  ist  eine  schon  von 
Ptolemäus  gekannte  Eigenschaft  der  stereographischen  Projection ,  dass 
bei  ihr  jeder  Kreis  auf  der  Kugelfläche  sich  wieder  als  Kreis  projicirt, 
so  wie  umgekehrt  jeder  Kreis  in  der  Projectionsebene,  auf  die  Kugel- 
fläche projicirt.  einen  Kreis  giebt. 

Ahbandl  d.  K.  8.  Ges.  d.  Wisai^Diich.  IV.  40 
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Eben  so  fo]gt  aus  einer  andern  Haupleigenschaft  der  stereographi- 
scben  Projection,  aus  der  Aehnlichkeil  zwischen  den  kleinsten  Theilen 
einer  sphärischen  Figur  und  den  entsprechenden  Theilen  in  der  Pro- 
jection,  dass,  wie  schon  in  §.  5.  gezeigt  worden,  dieselbe  Eigenschaft 
auch  kreisverwandten  Figuren  zukommen  muss. 

Da  hiernach  unter  denselben  Winkeln,  unter  welchen  sich  zwei 
Kreise  auf  der  Kugel  schneiden,  sich  auch  die  projicirten  Kreise  in  der 
Ebene  begegnen  (vergl.  §.  14.  e.),  so  ist,  wenn  einem  innerhalb  der 
Kugelfläche  befindlichen  Auge  die  positiven  Sinne,  nach  denen  die 
Winkel  auf  dieser  Flache  und  die  Winkel  in  der  die  Fläche  berührenden 
Projectionsebene  gerechnet  werden ,  identisch  erscheinen : 

ABC^ADC = Afifi^'Afifi^. 

Wenn  man  daher  eben  so,  wie  ABC^ADC  =  ABCD  war  (§.  14.  c), 
auch  den  von  zwei  Kugelkreisen  A^B^C^  und  A^D^C^  in  A^  gebildeten 
Winkel  kurz  durch  A^B^Cfi^  ausdruckt,  so  werden  zwischen  Ausdrücken 
solcher  Art  bei  einem  System  von  Punkten  auf  einer  Kugelfläche  alle  die 
Relationen  statt  finden ,  welche  wir  in  §.  1 3.  und  §.  1 4,  a.  b,  d.  bei  einer 
ebenen  Figur  zwischen  D.winkeln  erhalten  haben.  —  So  werden  z.B., 
da  durch  vier  nicht  in  einer  Ebene  begriffene  Punkte  immer  eine  Kugol- 
fläc)ie  beschrieben  werden  kann ,  von  den  vier  Kreislinien ,  welche  man 
durch  je  drei  solcher  vier  Punkte  legen  kann ,  je  zwei  sich  unter  den- 
selben Winkeln ,  wie  die  jedesmal  zwei  übrigen  schneiden. 

§.  25.  Eine  sphärische  Figur  und  ihre  stereographische  Projeetion 
haben  aber  mit  kreisverwandten  Figuren  nicht  bloss  das  gegenseitige 
Entsprechen  von  Kreisen  und  die  Aehnlichkeil  in  den  kleinsten  Theilen 
gemein,  sondern  es  ist  auch,  wie  bei  letztern  Figuren,  jedes  D.verhältniss 
zwischen  vier  Punkten  auf  der  Kugel  dem  D.verhältn^e  zwisclien  den  stereo- 
graphischen  Projectionen  dieser  Punkte  gleich. 

Der  Beweis  dieser,  wie  es  scheint,  bisher  noch  nicht  benierklen 
Gleichheit  lässt  sich  folgendergestalt  führen.  —  Wegen  der  rechten 
Winkel  bei  M  und  A^  (vor.  Fig.)  ist 

N'A.N'A^=MN'\  und  ebenso  N' B . N' B,=  MN'\ 
folglich  N'A:N'B  =  N'B,:N'A,, 
Deshalb  und  wegen  der  Identität  der  Winkel  AN'B  und  i^A'fi,  sind 
die  Dreiecke  AN'B  und  B^N'A^  einander  ähnlich;  folg^ch 
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AB:N'B^B^A^:N'A^.  und  ebenso 
CB:N'B  =  B,C,:]}rC,;  folglich 
AB:BC^{A^B^:B^C^):{N'A^:N'C^).  und  ebenso 

AD:DC:=z{A^D^:D,C,):{N'A^:N'C,);  folglich 

{ABCD)^{A^B,Cfi,). 

§.  26.  Zusätze,  a.  Mit  Hülfe  dieser  aus  dem  Begriffe  der 
slereographischen  Projection  unmittelbar  gefolgerten  Gleichheit  ent- 
sprechender D.verbä]lnisse  in  den  Figuren  AB., .  und  A^B^ , . .  kann  sehr 
leicht  noch  die  Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  und  das  Ent- 
sprechen von  Kreisen  bei  diesen  Figuren  bewiesen  werden. 

Denn  ist  ABC,  und  daher  auch  A^B^Q ,  ein^unendlicb  kleines  Drei- 
eck, und  sind  resp.  D  und  D^  zwei  endlich  von  diesen  Dreiecken  ent- 
fernte Punkte,  so  verhall  sich  AD:DC  =  AJ)^:D^C^=ii'A;  folglich  ist 
{ABCD)=AB:BC und {AfifiJ)^=A^B^,Bfi^.  (o\g\\ch AB:BC=A^B^:Bfi^; 
und  eben  so  wird  bewiesen,  dass  BC:  CA =fijC,:CjA^.  Mithin  sind  ABC 
und  A^fijCp  d.  h.  je  zwei  einander  entsprechende  unendlich  kleine  Drei- 
ecke, einander  ähnlich. 

Liegen  ferner  die  Punkte  A^ ,  B^,  C^ ,  Z),  der  Kugelfläche  in  der  ge- 
nannten Folge  in  einem  Kreise,  so  ist  nach  einem  Salze  des  Ptolemäus 

A^B^.D^C^  +  AJ)^,B^C^  =  Bfi^,C^A^  oder 
{A^Bfi^C^j  +  {A^D^B^C^)  =  1 ;  folglich  auch 
(a)     {ABDC)  +  {ADBC)=i, 

woraus,  da  der  Satz  des  Ptolemäus  auch  umgekehrt  gilt,  die  Kreislage 
der  Punkte  A,  B,  C,  D  fliesst. 

b.  Der  ptolemäische  Satz  und  dessen  Umkehrung  können  sehr  ein- 
fach mit  Hülfe  des  Satzes  in  §.  1 6.  bewiesen  werden ,  dass  in  einem 
Dreiecke,  dessep  Winkel  =ABCD,  BCAD,  CABD  sind,  die  gegenüber- 
liegenden Seiten  sich  wie  AC.BD,  BA.CD,  CB  AD  verhalten.  Denn  liegen 
die  Punkte  A,  B,  C,  D  in  dieser  Folge  in  einem  Kreise,  und  ist  daher 

(i)    AÄCfl=180^ 
also  ein  Winkel  des  Dreiecks  rxISO^  so  ist  die  ihm  gegenüberliegende 
Seite  der  Summe  der  beiden  andern  gleich,  folglich 

(2)    BA.CD+CB.AD^AC.BD, 
welches  der  directe  Satz  ist.    Und  da  umgekehrt  aus  der  Relation  (9) 
zwischen  den  Seiten  des  Dreiecks  die  Winkelgleichung  (1)  folgt  (§.  16. 
Folg.  a.) ,  so  muss  auch  der  umgekehrte  Satz  bestehen. 

40* 
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c.  Der  ptolemäische  Satz  und  seine  Umkehrung  sind  fiir  die  Kreis- 
vervvandlschaft  insofern  noch  von  besonderem  Werthe,  als  ihnen  zufolge 
diese  Verwandtschaft  auch  dadurch  definirt  werden  kann, 
dass  jedes  D.verhältniss  zwischen  je  vier  Punkten  der 
einen  Ebene  dem  D.verhältnisse  zwischen  den  entsprechen- 
den Punkten  der  andern  gleich  ist.  Denn  sind  A,  B,  C,  D  vier^ 
in  einem  Kreise  auf  einander  folgende  Punkte,  und  besteht  daher  zwi- 
schen ihnen  nach  dem  directen  ptol.  Satze  die  Gleichung  (2)  oder  (a),  so 
muss  nach  dieser  Definition  dieselbe  Gleichung  auch  zwischen  A',../>' 
Gültigkeit  haben,  und  es  müssen  folglich  nach  dem  umgekehrten  Satze 
A\  ,,D'  in  Kreislage  sein. 

Auf  gleiche  Art  kann,  wie  hier  noch  bemerkt  werden  mag,  die 
Kreisverwandtschaft  auch  durch  die  Gleichheit  entspre- 
chender D.winkel  definirt  werden;  denn  der  Satz,  dass,  wenn 
A,..Z)  in  einem  Kreise  liegen,  A..D  =  0,  oder  =180^  ist,  gilt  ebenfalls 
auch  umgekehrt. 

d.  Bei  dem  vorhin  gegebenen  Beweise  des  umgekehrten  Satzes 
des  Ptolemdus  wurde  stillschweigend  die  Bedingung  hinzugedacht,  dass 
die  vier  Punkte  A,..D  in  einer  Ebene  liegen.  Es  ist  aber  sehr  be- 
merkenswerth,  dass  diese  Bedingung  gar  nicht  zugesetzt  zu  werden  braucht, 
sondern  eine  Folge  der  Gleichung  (2)  oder  (a)  selbst  ist.  Denn  beschreibt 
man  durch  A,  B,  C,  D,  was  immer  möglich  ist,  eine  Kugelfläche  und 
projicirt  hierauf  diese  vier  Punkte  stereographisch  auf  eine  Ebene  nach 
A„  .  .1).,  so  ist  nach  Obigem  {ABDC)={AB,D,Q  und  [ABBC)=[A.DB,C). 
Besteht  daher  zwischen  A,..D  die  Gleichung  (a),  so  wird  diese  auch 
durch  die  vier  Punkte  A,,,.D,  der  Ebene  erfüllt,  und  es  müssen  daher 
letztere,  wie  in  b,  gezeigt  worden,  in  einem  Kreise  k,  liegen.  Es  ist  aber 
dieser  Kreis  die  stereographische  Projection  des  auf  der  Kugel  durch 
A,  B,  C  zu  beschreibenden  Kreises  k,  und  da  D,  ein  Punkt  von  k,  ist, 
so  muss  D  m  k  liegen;  folglich  u.  s.  w. 

Eben  so  kann,  wenn  bei  vier  Punkten  A,../)  im  Räume,  ABCD  stets 
als  abgekürzter  Ausdruck  des  Winkels  ABC^ADC  genommen  wird,  die 
Gleichung  A../)  =  0,  oder=180^  wie  von  selbst  einleuchtet,  nicht 
anders  bestehen,  als  wenn  A,..D  in  einer  Ebene  und  darin  in  einem 
Kreise  liegen. 
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Kreis  Verwandtschaft  sphärischer  Figuren. 

§.  27.  Nach  §§.  24.  und  25.  hat  eine  sphärische  Figur  mit  ihrer 
stereographischen  Projection  auf  eine  Ebene  alle  die  Grössen  und  Be- 
ziehungen gemein ,  welche  zwei  ebenen  kreisverwandten  Figuren  ge- 
meinschaftlich zukommen.  Wir  können  daher  die  Kreisverwandtschafl, 
die  wir  bisher  auf  ebene  Figuren  beschränkten,  auch  auf  sphärische  aus- 
dehnen ,  indem  wir  eine  ebene  Figur  und  eine  sphärische,  oder  zwei 
sphärische  kreisverwandt  nennen,  wenn  jedem  Kreise  der  einen  ein 
Kreis  in  der  andern  entspricht. 

Bedeuten  demnach  a  und  a  zwei  sphärische  Figuren,  n  und  n 
ihre  stereographischen  Projectionen  auf  irgend  welche  Ebenen,  so  sind 
a  und  TT,  ingleichen  a  und  n\  kreisverwandl.  Sind  es  daher  noch  n  und  7t\ 
so  sind  es  auch  a  und  a\  und  umgekehrt  folgt  aus  der  Kreisverwandt- 
schaft zwischen  a  und  a  die  zwischen  n  und  n\  Hieraus  können  wir  in 
Verbindung  mit  den  Sätzen  in  §.  24.  und  25.  weiter  schliessen: 

In  zwei  kreisverwandten  sphärischen  Figuren  sind 
je  zwei  einander  entsprechende  D.verhältnisse,  sowie  je 
zwei  dergleichen  D.winkel,  einander  gleich.  Denn  sind 
0  und  o\  also  auch  n  und  tt',  kreisverwandt,  so  ist  jedes  D.verhältniss 
in  o  dem  entsprechenden  in  n,  dieses  dem  entsprechenden  in  n,  und 
dieses  dem  entsprechenden  in  o  gleich.  Eben  so  wird  der  Beweis  für 
entsprechende  D.winkel  geführt,  nur  dass  ein  solcher  hier  stets  in  der 
am  Ende  des  vor.  §.  angegebenen  Bedeutung  genommen  wird.  Und  da 
hiemach  je  zwei  Kreise  der  einen  Figur  sich  unter  Winkeln  von  der- 
selben Grösse,  wie  die  entsprechenden  Kreise  der  andern  schneiden,  so 
sind,  ebenso  wie  zwei  kreisverwandte  ebene  Figuren  (vergl.  §.  14.  c), 
auch  zwei  sphärische  in  ihren  kleinsten  Theilen  einander 
ä  hnlich. 

Ist  umgekehrt  in  zwei  sphärischen  Figuren  a  und  g  jedes 
D.verhältniss  der  einen  dem  entsprechenden  der  andern 
gleich,  so  sind  die  Figuren  kreisverwandt.  Denn  unter  der 
geroachten  Voraussetzung  ist  auch  jedes  D.verhältniss  in  n  dem  ent- 
sprechenden in  tt' gleich;  folglich  sind  n  und  n  kreisverwandt  (§.  26.  c), 
folglich  auch  a  und  o.  —  Auf  gleiche  Art  folgt  die  Kreisver- 
wandtschaft zwischen  a  und  o  auch  aus  der  Gleichheit  je 
zweier  entsprechender  D.winkel. 
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§.  28.  Ist  ein  System  von  Punkten  A,  B,  C,D,...  einer 
Eugelfläche  8  gegeben,  und  sind  von  den  entsprechenden 
Punkten  einer  andern  Kugelfläcbe  8  irgend  drei,  etwa 
A',  ß,  C\  und  überdies  die  Sinne  beider  Flächen  {folg.  §.) 
gegeben,  so  kann  man  eben  so,  wie  bei  ebenen  Figuren,  zu 
jedem  vierten  Punkte  D  in  8  den  entsprechenden  D'  in  s 
unzweideutig  finden. 

Sind  nämlich  P  und  P  irgend  zwei  Punkte  in  s  und  8\  Q  und  Q' 
deren  Gegenpunkle,  so  lege  man  in  P und P  ans  und s  zwei  berührende 

Ebenen  p  und  p\  projicire  auf  p  von 
Q  aus  die  Punkte  A,  B,  C,  D  nach 
a,  6,  c,  d,  und  auf  /  von  Q'  aus  die 
Punkte  A',  F,  C  nach  a,  b\  c\  nnd 
bestimme  nach  §.  19.  Zus.  6.  in  p  den 
^  dem  d  entsprechenden  Punkt  d,  indem 

man  hierbei  die  Sinne  in  p  und  p  einerlei  mit  den  Sinnen  der  in  p  und  p' 
bei  P  und  F  fallenden  Elemente  von  s  und  8  nimmt.  Die  Projection  des  d' 
von  O'aus  auf«'  wird  alsdann  der  gesuchte  Punkt  D'  sein. 

Auch  kann  man  D'  geradezu,  wie  in  §.  1 9.  Zus.  6.,  durch  Gonstruction 
zweier  Kreise  AD'C  und  AD'B'  auf  der  Fläche  s  erhalten ,  welche  mit 
Rücksicht  auf  die  vorausgeizten  Sinne  in  8  und  s  den  Winkelgleichnngen 
ABCD  =  ABGU  und  ACBD  =  A'CßD'  Genüge  thun. 

§.  29.  Im  Bisherigen  ist  bis  auf  §§.  24.  und  28.  bei  Winkelbestim- 
mungen stets  nur  der  Sinn  in  einer  Ebene,  nicht  aber  der  Sinn  in  einer 
Kugelfläche,  in  Betracht  gekommen.  Es  ist  aber  der  letztere  ein  von  dem 
erstem  wohl  zu  unterscheidender  Begriff.  Denn  eben  so,  yne  ein  in 
einem  Kreise  sich  nach  einem  und'  demselben  Sinne  bewegender  Punkt 
von  einem  Elemente  zum  andern  die  Richtung  seiner  Bewegung  ändert, 
und  es  deshalb  angemessen  erscheint,  bei  dieser  Bewegung  fiir  den  Be- 
griff, welcher  dem  Begciffe  der  Richtung  bei  einem  sieb  in  einer  Ge- 
raden bewegenden  Punkte  entspricht,  ein  anderes  Wort  Sinn  zu  ge- 
brauchen: so  ist  auch,  bei  einer  Kugelfläche  der  Sinn  von  einem  Flächen- 
demente  zum  andern  verschieden,  und  es  sollte  eigentlich  ein  neuer 
Ausdruck  gewählt  werden,  um  den  Complex  dieser  verschiedenen  Sinoe 
aller  Elemente  einer  Kugelfläche  zu  bezeichnen ,  auf  dieselbe  Art,  wie 
das  Worti  Sinn  den  Inbegriff  der  verschiedenen  Richtungen  aller  Ele- 
mente eines  Kreises  darstellt.  In*  Ermangelung  eines  mir  hierzu  geeignet 
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scheinenden  Aasdracks  mag  vor  der  Hand  das  Wort  Sinn   anch  in 
dieser  potenzrrten  Bedeutung  angewendet  werden. 

Bei  einer  Kreisbewegilmg  ist  mit  der  Bichtui^g,  nach  welcher  e?n 
Element  des  Kreises  beschrieben  wird,  die  Bichtung  des  näcfisffölgen- 
den,  mit  dieser  die  Bichtung  des  weiterhin  folgenden,  etc.  und  damit 
der  Sinn  der  Bewegung  gegeben.  Sind  daher  A  und  B  zwei  einander 
unendlich  nahe  Punkte  eines  Kreises,  so  ist  durch  die  Fo)ge  AB  zugleich 
sein  Sinn  gegeben;  es  ist  nämlich  derjenige,  nach  welchem  ein  den  Kreis 
beschreibeader  Punkt,  nachdem  er  durch  A  gegangen,  zunächst  durch  B 
geht.  Ist  dagegen  Aß  ein  endlicher  Bogen  des  Kreises,  so  wird  durch 
die  Folge  AB  ohne  weitere  Bemerkung  der  Sinn  noch  nicht  bestimmt, 
sondern  erst  nach  Zutritt  eines  dritten  Punktes  C,  also  durch  die  Folge 
ABC,  als  wonach  ein  den  Kreis  beschreibender  und  dabei  von  A  aus- 
gehender Punkt  zunächst  nach  B  und  dann  erst  nach  C  gelangen  s6tl. 
Auch  kann  man,  was  auf  dasselbe  hinauskömmt,  von  A  aus  die  Pühkte 

B  und  C  auf  eine  den  Kreis  im  Gegenpunkte  von  A 
berührende  Gerade  nach  6  und  c  projiciren  und,  in- 
dem man  durch  die  Folge  bc  die  Bichtung  jedes  Ele- 
ments  dieser  Geraden  ausgedrückt  annimmt,  den  durch 
ABC  ausgedrückten  Sinn  des  Kreises  als  denjenigen 
definiren ,  der  mit  der  Bichtung  des  Elements  über- 
einstimmt, welches  der  Kreis  mit  der  Geraden  gemein  hat. 

Aehnlicherweise  lUsst  sich  nun  auch  der  Sinn  einer  Kugelfläche 
bestimmen.  Wie  beim  Kreise,  ist  auch  hier  mit  dem  Sinne  irgend  eines 
Blemenls  der  Fläche  der  Sinn  jedes  an  dasselbe  grenzenden  Elements, 
hiermit  der  Sinn  jedes  weiterhin  folgenden  Elements,  und  solchergestalt 
der  Sinti  der  Fläche  sdbst  gegeben ,  so  dass ,  wenn  A ,  Ä,  C  drei  ein- 
ander unendlich  nahe  Punkte  der  Fläche  und  daher  in  einem  Elemente 
derselben  begriffen  sind,  die  jedoch  nicht  in  einem  Kreise  von  endlichör 
Grösse  liegen  dürfen,  durch  eine  ihrer  Combinationen ,  wie  ABC,  der 
Sinn  der  Kugelfläche  bestimmt  ist.  Sind  aber  nicht  alle  drei  Punkte  ein- 
ander unendlich  nahe,  so  wird  durch  ABC  zwar  der  Sinn  des  endlichen 
Kugelkreises ,  in  dem  sie  enthalten  sind ,  ohne  Weiteres  aber  noch  nicht 
der  Sinn  der  Fläche  selbst  bestimmt.  Dieses  geschieht  erst  durch  Hinzu- 

ff 

fügung  eines  vierten  Punktes  D  der  Fläche,  welcher  mit  den  drei  erstem 
nicht  in  einem  Kreise  liegt. 
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Um  üUD  den  durch  irgend  eine  Aufeinanderfolge  aller  vier  Punkte, 
etwa. durch  ABCD,  ausgedrückten  Sino  der  Fläche  sich  zur  Anschauung 
zu  bringen,  lege  man  auf  analoge  Art,  wie  beim  Kreise,  durch  den 
Gegenpunkt  von  A,  welcher  A^  heisse,  eine  die  Kugel  berührende  Ebene, 
projicire  auf  diese  von  A  aus  die  Punkte  B,  C,D  nach  6,  c,  d  und  nehme 
als  Sinn  des  Elements,  welches  die  Kugelflache  mit  der  Berührungsebene 
gemein  hat,  den  durch  die  Folge  bcd  bestimmten  Sinn  der  Ebene.  Denn 
somit  ist,  wie  schon  erinnert  worden ,  der  Sinn  auch  für  jedes  andere 
Element,  so  wie  der  Sinn  der  Flache  selbst  bestimmt.  \ 

Wir  wollen  hiernach ,  wenn  bei  einer  Lage  der  Kugel ,  in  welcher 
A  ihr  oberster  und  A^  ihr  unterster  Punkt  ist,  die  Kreisbewegung  bcd, 
also  auch  die  BCD,  nach  der  Rechten  geht,  den  durch  ABCD  ausge- 
drückten Sion  der  Kugelfläche  einen  Sinn  nach  der  Rechten  nennen.  Es 
leuchtet  aber  ein,  dass  alsdann  auch  bei  einer  solchen  Lage  der  Kugel, 
in  welcher  die  Richtung  von  A  nach  B  von  oben  nach  unten  geht,  die 
Kreisbewegung  BCD  nach  rechts,  und  die  Richtung  CD,  wenn  sie  nach 
vorn  liegt,  nach  rechts  gehend  erscheinen  wird ;  und  es  lässt  sich  daher 
der  nach  rechts  (links)  gehende  Sinn  auch  dadurch  definiren,  dass,  wenn 
Aoben,  Junten  und  CD  vom  hegt,  die  Linie  CD  nach  der  Rechten  (Linken 
gerichtet  ist. 

§.  30.  Untersuchen  wir  noch,  bei  welchen  Veränderungen  der  Auf- 
einanderfolge der  vier  Buchstaben  der  durch  ABCD  ausgedrückte  Sinn 
einer  Kugelfläche  sich  in  den  entgegengesetzten  verwandelt. 

Weil  die  Folgen  cbd  und  bdc  den  entgegengesetzten  Sinn  der  Folge 
bcd  ausdrücken ,  so  wird  auch  jeder  der  Sinne  ACBD  und  ABDC  dem 
ABCD  entgegengesetzt  sein. 

Man  sieht  ferner  ohne  Mühe,  dass,  wenn  bei  nach  unten  gerichteter 
Linie  AB  die  CD  nach  rechts  gehend  erscheint,  dieselbe  CD  bei  nach 
unten  gerichteter  BA  nach  links  gerichtet  sich  zeigen  wird ,  und  dass 
daher  die  Sinne  ABCD  und  BACD  einander  entgegengesetzt  sind. 

Werden  demnach  im  Ausdrucke  des  Sinnes  einer  Kugelfläche  durch 
die  Folge  von  vier  Punkten  der  Fläche  die  zwei  ersten ,  oder,  wie  wir 
vorhin  sahen,  die  zwei  mittlem,  oder  die  zwei  letzten  Punkte  gegen- 
seitig vertauscht,  so  verwandelt  sich  damit  der  Sinn  in  den  entgegen- 
gesetzten.  Durch  fortgesetzte  Vertauschung  je  zweier  nächstfolgenden 
Buchstaben  des  Ausdrucks  ABCD  können  aber  alle  übrigen  23  aus  A,../) 
zu  bildenden  Permutationen  erhalten  werden,  und  man  wird  somit  in 
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den  Stand  gesetzt,  diejenigen  unter  ihnen,  welche  fnit  ABCJ)  einerlei 
Sinn  ausdrücken,  und  deren  es  eilf  giebt,  von  den  übrigen  zwölf,  welche 
den  entgegengesetzten  Sinn  darstellen,  abzusondern.  Man  erhält  auf 
solche  Weise  dieselben  zwei  Gruppen ,  die  ich  in  meinem  baryc.  Caicul 
S.  23  aufgestellt  habe. 

§.  31 .  Ist  zu  einem  System  von  Punkten  auf  einer  Eugeifldche  s^ 
ein  kreisverwandtes  System  A,  B,  C,  D,  E,...  auf  einer  andern  Kugel* 
flSiche  s  construirt  worden ,  und  dieses  also,  dass  man ,  A,  B,  C  will- 
kübrlich  annehmend,  jeden  der  übrigen  Punkte  j),  E,...  durch  lieber- 
tragung  gewisser  Winkel  von  s^  auf«  bestimmt  hat  (§.  28.  zu  Ende):  so 
kann  man,  eben  so  wie  in  §.  20.  bei  ebenen  Figuren,  von  denselben 
A,  B,  C  ausgehend ,  für  die  übrigen  Punkte  von  den  vorigen  D,  £ , . . . 
verschiedene  Oerter  D\  E\.,.  fioden,  indem  man  bei  dieser  zweiten 
Construction  dieWinkelauf «  nach  einem  dem  vorigen  entgegengesetzten 
Sinne  rechnet.  Man  erhält  somit  die  zwei  einander  kreisverwandten 
Figuren  ABCDE ...  und  ABCD'E'. . .  auf  derselben  Kugelfläche  s ,  von 
denen  die  eine  durch  die  andere  unzweideutig  bestimmt  wird. 

Um  die  gegenseitigen  Beziehungen  dieser  zwei  Figuren,  welche 
man  o  und  a  nenne,  näher  zu  untersuchen,  projicire  man  sie  von  einem 
beliebigen  Punkte  0  der  Kugelfläche  aus  auf  eine  die  Fläche  im  Gegen- 
punkte von  0  berührende  Ebene  und  bezeichne  diese  Projectionen  mit 
7t  und  n\  die,  weil  a  und  a  einander  kreisverwandt  sind,  es  gleichfalls 
sein  werden  (§.  27.).  Da  ferner  den  Punkten  A,  P,  C  in  a  dieselben 
Punkte  in  a  entsprechen,  so  vverden  auch  die  Projectionen  von  A,  B,  C, 
als  Punkte  in  n,  sich  selbst  zu  eotßprechenden  in  tt'  haben,  und  die  Fi- 
guren TT  und  n  werden  daher  in  derselben  Beziehung,  wie  die  in  §.  21 . 
betrachteten ,  zu  einander  stehen.  Jeder  der  Punkte,  welcher  mit  den 
Projectionen  von  A,  B,  C  in  einem  Kreise  liegt,  und  kein  anderer  Punkt 
der  Ebene,  wird  hiemach  sich  selbst  entsprechen;  das  Entsprechen 
überhaupt  wird  ein  involulorisches  ^ein;  u.  s.w.  Wegen  der  Kreisver- 
waodtschaft  zwischen  n,  n,  a,  a  müssen  aber  alle  diese  Beziehungen 
zwischen  n  und  n  auch  zwischen  a  und  q  statt  haben ,  und  wir  schliessen 
somit  auf  nachstehende  Eigenschaften  zweier  in  derselben  Kugelfläche 
begriffenen  kreisverwandten  Figuren,  welche  drei  Punkte  A,  £,  C,  als 
sich  selbst  entsprechend ,  gemein  haben : 

1)  Ausser  A,B,C  entspricht  auch  noch  jeder  andere  Punkt  sich 
selbst,  welcher  mit  diesen  dreien   in  einem  Kreise  M,  liegt.   Je  zvvei 
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andere  einander  entsprechende  Punkte  der  KagelflStobe  liegen  auf  ver- 
schiedenen Seiten  dieses  k. 

2)  Die  zwei  Figuren  sind  in  Involution. 

3)  Je  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  liegen  in  einem  Kreise. 
Ein  solcher  Kreis  entspricht  sich  selbst  und  schneidet  den  Kreis  k  recht- 
winklig. Umgekehrt  entsprechen  sich  alle  Punkte  eines  den  k  rechtwinklig 
schneidenden  Kreises  paarweise,  und  somit  der  Kreis  sich  selbst. 

Weitere  Folgerungen.  4)  Sei  D  einer  der  beiden  Pole  des  k, 
so  entspricht  jeder  durch  D  gelegte  Hauptkrers  sich  selbst,  weil  er  den  k 
rechtwinklig  schneidet;  er  enthält  mithin  auch  den  dem  D  entsprechenden 
und  nach  1)  von  D  verschiedenen  Punkt  D'.  Da  nun  alle  durch  D  ge- 
legten^ Hauptkreise  sich  im  Gegenpunkte  von  D  schneiden ,  so  ist  D'  mit 
diesem  Gegenpunkte  identisch ,  und  es  sind  daher  die  Pole  des  k  zwei 
einander  entsprechende  Punkte. 

5)  Wenn  zwei  in  derselben  Ebene  enthaltene  Systeme  von  Punkten 
in  Involution  sind,  so  fallen  ihre  C.punkte  zusammen.  Denn  entspricht 
dem  unendlich  entfernten  Punkte  U  der  Ebene,  als  einem  Punkte  des 
zweiten  Systems ,  der  Punkt  M  im  ersten ,  so  entspricht  auch  dem  U,  als 
einem  Punkte  des  ersten  Systems ,  der  Punkt  M  im  zweiten. 

Diesem  Satze  gemShss  hat  ein  System  von  Punkten,  welche  in  einem 
durch  die  Pole  D  und  D'  gehenden  Hauptkreise  oder  Meridiane  begriffen 
sind ,  mit  dem  ihm  entsprechenden  und  daher  in  demselben  Meridiane, 
also  mit  dem  vorigen  in  einerlei  Ebene  enthaltenen  Systeme  einen  ge- 
meinsamen C.punkt  M,  den  wir  jetzt  zu  bestimmen  suchen  wollen. 

6)  Heissen  F  und  G  die  Durchschnitte  des  in  Be- 
tracht gezogenen  Meridians  mit  dem  Kreise  ft,  so  ist, 
weil  jeder  dieser  zwei  Punkte  nach  i)  sich  selbst  ent- 
spricht, das  Dreieck  MFG  dem  MGF  ähnlich  (§.  9.), 
folglich  MFG  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  und  Jf  ein 
Punkt  der  Axe  DD'.         » 

Die  Bestimmung  von  M  in  DD'  ist  aber  zweideutig, 
jenachdem  man  nämlich  die  gleichnamigen  Sinne  der 
zwei  in  derselben  Ebene  einander  entsprechenden  Systeme  entweder 
einerlei,  oder  einander  entgegengesetzt  annimmt,  und  wonach  zu  jedem 
Punkte  X  der  Meridianebene  der  entsprechende  X'  so  zu  bestimmen  ist, 
dass  die  Dreiecke  StFX  und  MX'F  einander  ähnlich  und  entweder  stets 
einerlei ,  oder£stets  verschiedenen  Sinnes  werden  (§.  9.) ,  X'  selbst  aber 
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nur  dann  anzweideatig  sich  ergiebt,  wenn,  wie  gegenwärtig,  X,  and 
damit  auch  X\  ein  Punkt  des  Meridians  ist. 

7)  Nun  sind  die  Sinne  der  Dreiecke  MFG  und  MGF  stets  einander 
entgegengesetzt,  wo  auch  M  in  der  Axe  DD'  liegen  mag,  den  einzigen 
Fall  ausgenommen ,  wenn  M  der  Durchschnitt  T  von  DD'  mit  FG  ist,  da 
dorch  drei  in  einer  Geraden  hegende  Punkte  T,  F,  G  ein  Sinn  der  Ebene 
nicht  ausgedrückt  wird.  Bei  der  ersten  der  zwei  vorhin  gemachten  An- 
nahmen, dass  nämlich  die  Sinne  der  Dreiecke  MFX  und  MX'F  stets 
einerlei  sein  sollen,  muss  folglich  M  mit  T  coincidiren. 

8)  Bei  der  zweiten  der  vorigen  Annahmen  sind  dieselben  einander 
äihnlichen  Dreiecke  entgegengesetzten  Sinnes ,  folglich  der  Winkel  FMX' 
=  —XMF=zFMX,  folglich  XMX=0,  und  es  liegen  daher  X  und  X' 
mit  M  in  einer  Geraden.  Ist  aber  X  ein  dem  F  unendlich  naher  Punkt 
des  Meridians,  so  ist,  weil  F  sich  selbst  entspricht,  auch  X  ein  solcher, 
und  die  Gerade  XX'  wird  eine  Tangente  des  Meridians.  Der  Ort  von  M 
für  die  zweite  Annahme,  welcher  S  heisse,  ist  folglich  der  Durchschnitt 
der  in  F  an  den  Meridian  gelegten  Tangente  mit  DD'. 

9)  Die  Punkte  T  und  S  kann  man  auch  als  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  k  und  als  die  Spitze  der  die  Kugelfläche  in  demselben  Kreise 
berührenden  Kegeltlächc  definiren,  und  es  erhellet  aus  dem  Yoran- 
stehenden,  wie  man  mittelst  des  einen  oder  des  andern  dieser  zwei 
Punkte  ftir  jeden  Punkt  X  eines  jeden  Meridians ,  d.  i.  ftlr  jeden  Punkt  X 
der  KugelflSIche,  den  entsprechenden  X'  leicht  finden  kann.  —  Mit  Hülfe 
von  T  geschieht  dieses ,  wenn  man ,  wegen  der  Aehnhchkeit  und  der 
Gieichsinnigkeit  der  Dreiecke  TDX  und  TX'D',  in  der  Meridianebene  des  X 
den  Winkel  D'TX=iXTD  macht,  oder,  was  auf  diasselbe  hinauskoitimt, 
wenn  man  den  zweiten  Durchschnitt  X'  von  XT  mit  der  Kugelfläche  be- 
stimmt und  im  Hauptkreise  DX  den  Bogen  DX'ss  X'D  macht.  Und  den- 
selben Punkt  X  erhalt  man  mittelst  S  noch  einfacher  als  zweiten  Durch- 
schnitt von  SX  mil  der  Kugeliläche. 

4 0)  Liegen  die  Punkte  X ,  Y, ...  der  Kugelfläche  in  einem  Kreise, 
so  sind  auch  X',  Y', ...  in  einem  solchen  enthalten,  wegen  der  Kreis- 
verwandtsehaft  beider  Systeme;  und  da  zu  Folge  der  eben  gemachten 
Construction  X'  und  X",  und  eben  so  Y'  und  Y",  etc.  gegen  die  Axe  DD' 
eine  symmetrische  Lage  haben,  so  liegen  X",  F', ...  in  einem  dem  X'Y'... 
gleichen  Kreise.  Bezeichnen  wir  daher  die  drei  Systeme,  zu  denen  die 
Punkte  X,  X,  X"  gehören,   resp.  mit  o,  a\  a,   so  sind,   ebenso  wie 


572  A.  F.,MöBiüS, 

a  und  a ,  auch  a  and  a  kreisverwandt,  und  Überdies  auch  in  Involution, 
da  dem  X\  als  einem  Punkte  des  a,  der  Punkt  X  in  a  entspricht. 

11)  Für  die  zwei  Systeme  o  und  o"  sind  T  und  S  gleichfalls  die 
beiden  C.punkte,  jedoch  mit  Yertauschung  ihrer  vorigen  Rollen.  Denn 
bedeuten  X,  Y  zwei  Punkte  eines  Meridiankreises,  so  sind  in  dessen 
Ebene  die  Dreiecke  TXY und  TFX"  einander  ähnlich  und  verschiedenen 
Sinnes,  dagegen  die  Dreiecke  SXY  und  SY'X"  einander  ähnlich  und 
einerlei  Sinnes.  Auch  unterscheidet  sich  die  Verwandtschaft  zwischen 
a  und  a"  von  der  zwischen  a  und  a  noch  dadurch ,  dass  in  jedem  Me- 
ridiane bei  letzterer  von  gewissen  zwei  Punkten  (F  und  G)  ein  jeder  sich 
selbst  entspricht,  bei  ersterer  aber  es  keinen  sich  selbst  entsprechenden 
Punkt  giebt. 

Dass  übrigens  durch  T  und  S  der  Durchmesser  DD'  harmonisch 
getheilt  wird ,  ist  ohne  Weiteres  einleuchtend ,  und  ich  setze  nur  noch 
hinzu ,  dass,  sowie  S  die  Spitze  einer  die  Kugel  in  einem  Kreise,  dessen 
Mittelpunkt  T,  berührenden  Kegelfläche  ist,  T  als  die  Spitze  einer  imagi- 
nären Kegelfläche  angesehen  werden  kann,  welche  die  Kugel  in  einem 
imaginären  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  iS  ist,  berührt,  und  dass  die  Summe 
der  Quadrate  der  Halbmesser  beider  Kreise  =  —  ST^  ist. 

1 2)  Projicirt  man,  sei  es  von  S,  oder  von  T  aus,  als  Centrum,  einen 
Kugelkreis  auf  die  Kugelfläche  selbst,  so  erhält  man  nach  9)  wiederum 
einen  Kreis.  Dies  giebt,  weil  nach  der  verschiedenen  Annahme  des 
Kreises  k  der  Punkt  S  jeder  beliebige  ausserhalb,  und  der  Punkt  T  jeder 
beliebige  innerhalb  der  Kugelfläche  sein  kann,  den  bemerkenswerthen 
Satz :  ht  von  den  zwei  Schnitten  einer  Kegelfläche  mit  einer  Kugelfläche  der 
eine  ein  Kreis,  so  ist  es  auch  der  andere. 

Man  kann  hieraus  noch  folgern,  dass,  wenn  durch  zwei  Kreise,  deren 
Ebenen  nicht  parallel  sind,  eine  Kegelfläche  beschrieben  werden  kann,  sie 
auch  in  einer  Kugelfläche  liegen,  und  umgekehrt. 


Kreis  Verwandtschaft  zwischen  Figuren  im  Räume  überhaupt« 

§.  32.  Unter  der  Annahme,  dass  die  Kreisverwandtschaft  auch  auf 
den  Raum  von  drei  Dimensionen  ausgedehnt  werden  kann,  so  dass, 
wenn  bei  zwei  solchen  Räumen  irgend  vier  Punkte  des  einen  in  einem 
Kreise  liegen,  immer  auch  die  vier  entsprechenden  des  andern  in  einem 
Kreise  begriffen  sind,  können  wir,  ohne  noch  die  Realität  dieser  An- 
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nähme  erwiesen  zu  haben,  mit  Hülfe  der  im  Vorigen  für  kreisverwandte 
sphärische  Figuren  gefundenen  Eigenschaften  auf  nachstehende  Eigen- 
schaften der  Kreisverwandtschaft  im  Räume  schliessen. 

1)  Liegen  ftlnf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  des  einen  Raumes  r  in  einer 
KugelflSiche  a ,  so  lässt  sich  auch  durch  die  entsprechenden  fünf  Punkte 
A', . . . E'  des  andern  r  eine  KugelflSche  beschreiben ,  und  es  ent- 
spricht daher  jeder  Kugelfläche  des  einen  Raums  eine 
KugelfUche  im  andern. 

Beweis.  Man  beschreibe  die  Kreise  ABC  und  ADE,  die  sich,  als 
zwei  in  a  enthaltene  Kreise,  ausser  in  A  noch  in  einem  zweiten  Punkte  F 
dieser  Fläche  schneiden  werden.  Unter  der  gemachten  Annahme  werden 
mithin  auch  A\  Ä\  C\  F'  und  A',  D\  E\  F'  in  Kreisen  liegen.  Be- 
schreibt man  daher  durch  A',  B,  C,  D'  eine  Kugelfläche,  so  liegt  in 
dieser  auch  F',  nämlich  als  Punkt  des  Kreises  AB'C'\  in  derselben 
Flache  liegt  folglich  auch  der  Kreis  A'D'F\  mithin  auch  der  Punkt  E\ 
als  ein  Punkt  des  letztem  Kreises. 

2)  Da  hiernach  der  durch  irgend  vier  Punkte  in  r  zu  beschreiben- 
den Kugelfläche  die  durch  die  entsprechenden  vier  Punkte  in  r  be- 
stimmte Kugelfläche  nach  dem  Gesetze  der  Kreisverwandtschaft  ent- 
spricht, so  ist  nach  §.  27.  jedes  zwischen  vier  Punkten  des  einen  Raums 
stattfindende  D.verhältniss  dem  von  den  entsprechenden  vier  im  andern 
Räume  gebildeten  gleich.  Und  dasselbe  gilt  auch  von  D.winkeln ,  wenn 
diese  in  derselben  Bedeutung  wie  auf  Kugelflächen  (ebds.)  genommen 
werden;  d.  h.  je  zweien  sich  in  zwei  Punkten  schneidenden  Kreisen  des 
Raumes  r  entsprechen  in  r  zwei  Kreise,  welche  sich  in  zwei  Punkten 
unter  denselben  Winkeln  wie  erstere  schneiden. 

3)  Wenn  A,  B,  C,  .also  auch,  wenigstens  im  Allgemeinen,  A',  B\  C 
einander  unendlich  nahe  liegen,  so  sind  die  Dreiecke  ABC  und  ABC 
einander  ähnlich ,  da  sie  als  Elemente  zweier  kreisverwandten  Kugel- 
flächen angesehen  werden  können  (§.  27.).  Mithin  sind  auch  je  zwei 
entsprechende  nach  allen  Dimensionen  unendlich  kleine  Tetraeder  ein- 
ander ähnlich,  indem  die  vier  das  eine  begrenzenden  Dreiecke  den  ent- 
sprechenden vier  Dreiecken  des  andern  ähnlich  sind.  Ueberhaupt  also 
sind  je  zwei  kreisverwandte  räumliche  Figuren ,  ebenso  wie  ebene  und 
sphärische,  in  ihren  kleinsten  Theilen  einander  ähnlich. 

4)  Hieraus  folgt  noch ,  dass  die  Winkel ,  unter  denen  sich  in  dem 
einen  Räume  zwei  Kreise,  —  wenn  auch  nur  in  einem  Punkte  — ,  oder 
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ein  Kreis  und  eine  KugelflSiche,  oder  zwei  Kugelfläcben  schneiden ,  den 
Winkeln  gleich  sind,  unter  denen  sich  die  entsprechenden  Kreise  und 
Kugelilächen  im  andern  Räume  schneiden. 

§.  33.  Die  in  §.  3.  in  Bezug  auf  kreisverwandte  ebene  Figuren  ge- 
machten Schlüsse  gelten,  wie  man  leicht  wahrnimmt,  unverändert  anch  bei 
räumlichen  Figuren,  und  es  müssen  daher,  wenn  die  Kreisverwandtschaft 
mit  der  Aehnlichkeit  nicht  zusammenfallen  soll,  gewissen  zwei  endlich 
entfernten  Punkten  in  r  und  r  —  den  C. punkten  M  undiV'  dieser  Räume  — 
zwei  unendlich  entfernte  W  und  A^  in  r  und  r  nach  unbestimmt  blei- 
benden Richtungen  entsprechen. 

Hiernach  entspricht  der  Kugeifläcbe  Jf A£^  die  Kugeifläche  If  A'J^'AT, 
d.  i.  jeder  durch  H  gelegten  Ebene  eine  durch  iV'  gehende  Ebene,  und 
ebenso  jeder  Geraden  durch  ü  eine  Gerade  durch  JH\  und  umgekehrt; 
wobei  zugleich  einleuchtet,  dass  von  je  zwei  durch  JA  und  iV'  gelegten 
einander  entsprechenden  Ebenen  die  C. punkte,  die  ihnen  für  sich ,  als 
Ebenen,  deren  Punkte  in  kreisverwandter  Beziehung  stehen,  zukommen, 
mit  den  C.punkten  TA  und  TV'  der  beiden  Räume  identisch  sind. 

In  Verbindung  mit  §.  9.  folgt  hieraus ,  dass  für  je  zwei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  in  r  und  r ,  wie  A  und  A',  B  und  Bt,  die  Dreiecke 
M.AB  und  N'B'A  einander  ähnlich  sind,  dass  mithin,  wie  bei  zwei 
ebenen  kreis  verwandten  Systemen  von  Punkten,  so  auch  bei  zwei  räum- 
lichen je  zwei  der  Linien  N'A\  N'B\  N'C, . . .  Winkel  von  derselben 
Grösse  mit  einander  bilden,  wie  die  entsprechenden  unter  den  Linien 
MA,  MB,  MC,...,  und  dass  erstero  Linien  den  letzlern  umgekehrt  pro- 
portional sind. 

§.  34.  Soll  daher  zu  einem  Systeme  von  Punkten  A,  B,  C, . . .  im 
Räume  r  ein  ihm  kreisverwandtes  System  in  r  construirt  werden,  und 
werden  dabei  noch  die  C. punkte  M  und  N'  beider  Räume  als  gegeben 
vorausgesetzt,  so  ziehe  man  durch  N'  gerade  Linien  a\  b\  c , . . .  nach 
solchen  Richtungen ,  dass  das  System  a\  b\  c , . . .  dem  von  den  Rich- 
tungen MA,  MB,  MC,...  gebildeten  gleich  wird,  dass  also  das  eine 
System  entweder  geradezu ,  oder  nach  Verwandlung  seiner  Richtungen 
in  die  entgegengesetzten,  mit  dem  andern  zur  Deckung  gebracht  werden 
kann.  Man  nehme  hierauf  A'  in  a  willkührlich  und  bestimme  dann  B 
in  b',  C  in  c,  etc.  dergestalt,  dass,  auch  hinsichtlich  der  durch  die  Rich- 
tungen bestimmten  Vorzeichen,  sich 

NB:NA^MA:UB,  N'C':N'A'=MA:MC.  etc.    verhält. 
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Dass  DUO  dag  auf  solche  Weise  erhaltene  System  A\  B\  CT, . . .  dem 
gegebenen  A,  B,C,.,.  in  der That  kreisverwandt  ist,  lässt  sich  auf  nach- 
stehende Weise  darthun.  —  In  Folge  der  Construction  sind  die  Dreiecke 
N'B'A,  N'CB\  N'D'C\  N AD' resf.  denBreiecken MAB, MBC,MCD MBA 
ähnlich.  Hieraus  fliesst  eben  so,  wie  in  §.  10.  d.,  die  Gleichheit  der  D.ver- 
hältnisse  {ABCD)  und  [AB' CD'),  d.  i.  die  Gleichheit  je  zweier  D.verhält- 
nisse  zwischen  entsprechenden  Punkten.  Liegen  daher  die  Punkte 
A,  B,  C,  D  in  dieser  Folge  in  einem  Kreise,  und  ist  mitbin 

{ABDq^{ADBC)=i  (§.  26.  a.), 

so  besteht  dieselbe  Gleichung  auch  zwischen  A,  ß,  C,  D\  woraus  wir 
schliessen  (§.  26.  d.),  dass,  wie  es  die  Kreisverwandtschaft  erfordert, 
auch  letztere  vier  Punkte  in  der  genannten  Folge  in  einem  Kreise  ent- 
halten sind. 

§.  35.  Zusätze,  a.  Wie  man  sieht,  ist  hierdurch  zugleich  die 
Realität  der  Kreisverwandtschafl  im  Räume  bewiesen  (§.  32.),  sowie 
auch  der  den  Sätzen  in  §.  26.  c,  und  §.  27.  analoge  Satz,  dass  die 
Kreisverwandtschaft  im  Räume  durch  die  Gleichheit  ent- 
sprechender D.verhältnisse  definirt  werden  kann. 

Da  ferner  bei  zwei  Systemen,  deren  jedes  aus  vier  nicht  in  einer 
Ebene  liegenden  Punkten  besteht,  durch  die  vier  Punkte  eines  jeden 
sich  eine  Kugelfläche  beschreiben  lässt,  und  aus  der  Gleichheit  ent- 
sprechender D.  Winkel  in  beiden  Systemen  auf  die  Kreis  Verwandtschaft 
(§.  27.)  und  damit  auf  die  Gleichheit  der  D.verhältnisse  beider  Systeme 
geschlossen  werden  kann,  so  muss  die  im  Früheren  für  ebene  und 
sphärische  Figuren  erwiesene  Definition  der  Kreis  Verwandt- 
schaft durch  Gleichheit  entsprechender  D.winkel  auch 
für  räumliche  Figuren  Geltung  haben. 

6.  Bei  der  im  vor.  §.  ausgeführtem  Construction  bleiben  folgende 
Stucke  des  Systems  in  r  der  Willkühr  überlassen :   I.  der  Ort  von  A\ 

II.  die  (Jurch  N'A  zu  legende  Ebene,  in  welcher  B  enthalten  sein  soll; 

III.  die  Seite  von  N'A  in  dieser  Ebene,  auf  welcher  B\  und  IV.  die  Seile 
dieser  Ebene  selbst,  auf  welcher  C  hegen  soll.  Nachdem  man  aber  die 
Wahl  über  diese  vier  Stücke  getroffen  hat,  ist  das  System  in  r  voll- 
kommen bestimnpil.  Denn  vDxi  den  drei  ersten  Stücken  und  dem  Winkel 
AMB,  welchem  der  Winkel  ANB!  gleich  ist,  ist' die  Richtung  NB  be- 
stimmt, und  mit  dieser  Richtung  ist  es  der  Ort  von  B'  durch  die  Pro- 
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portion  MB:MA  =  N'A':NB'.  Mit  dem  vierten  Stücke  und  den  Winkeln 
AMC  und  BMC  ergiebt  sich  hierauf  die  Richtung  von  N'C\  indem  der 
von  ITA',  N'B\  NV  gebildete  körperliche  Winkel  dem  von  MA,MB,MC 
gebildeten  gleich  sein  muss;  die  Länge  von  N'C  aber  folgt  aus  einer 
der  vorigen  analogen  Proportioo.  Eben  so,  wie  G\  lässt  sich  dann  auch 
jeder  der  übrigen  Punkte,  z.  B.  D\  unzweideutig  finden,  da,  jenachdem 
C  und  D  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  MAB  sind, 
auch  C  und  fl'  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  N'AB 
liegen  müssen,  und  somit  die  Seite  letzterer  Ebene,  auf  welcher  D'  liegt, 
bestimmt  ist. 

c.  Sind  in  r'  ausser  dem  C.punkte  N'  noch  die  Stücke  I.  und  IL, 
d.  i.  der  Punkt  A'  und  die  Ebene  N'A'B\  nicht  aber  auch  die  Bestim- 
mungen III.  und  IV.  gegeben,  so  kann  man  in  r  vier  verschiedene  Sy- 
steme construiren,  deren  jedes  mit  dem  gegebenen  in  r  kreisverwandl 
ist.  Denn  den  Punkt  B"  kann  man  in  der  Ebene  N'A'ff  sowohl  rechter, 
als  linker  Hand  von  der  Geraden  N'A\  und  den  Punkt  C  sowohl  vor. 
als  hinter  derselben  Ebene  annehmen. 

§.  36.  Es  ist  nicht  schwer,  bei  der  in  §.  34.  gezeigten  Gonstruction 
eines  einem  gegebenen  Systeme  kreisverwandten  Systems  die  zu  treffen- 
den Abänderungen  anzugeben,  wenn  nicht  mehr  die  C.punkte  des  einen 
und  des  andern  unter  die  gegebenen  Stücke  gehören ,  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  wenn  die  den  gegebenen  Punkten  M  und  A"  ent- 
sprechenden Punkte  AT' und  N  endlich  entfernt  liegen,  und  daher  jetzt 
noch  gegeben  sein  müssen,  da  sie  auch  vorher  in  ihrer  unendlichen  Ent- 
fernung als  zwei  gegebene  Punkte  zu  betrachten  waren. 

Um  diese  allgemeinere  Aufgabe  zu  lösen ,  construire  man  zunächst 
ein  System  von  Kreisen  itf'A'iV.  M'B'N\  M'CN\  etc.,  von  denen  sich  je 
zwei  in  M'  und  N'  unter  denselben  Winkeln ,  wie  die  zwei  entsprechen- 
den unter  den  Kreisen  MAN,  MBN,  MCN,  etc.  in  M  und  iV,  schneiden. 
Zu  dem  Ende  lege  man  an  letztere  Kreise  in  M  die  geradlinigen  Tan- 
genten a,  6,  c, ...  und  bestimme  die  positive  Richtung  einer  jeden  über- 
einstimmend mit  der  Richtung,  welche  das  Element  des  von  ihr  be- 
rührten Kreises  in  üf ,  gemäss  dem  durch  die  Aufeinanderfolge  der  drei 
Buchstaben  {MAN,  etc.)  ausgedrückten  Sinne  des  Kreises,  hat.  Man  con- 
struire hierauf,  wie  in  §.  34.,  ein  dem  Systeme  der  sich  in  Jfcf  schneidenden 
Richtungen  a,  6,  c,..,  gleiches  System  durch  den  Punkt  Jlf'  gehender 
Richtungen  a\  b\  c, . . .  Das  System  von  Kreisen,  welche,  durch M' und ^' 
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gebend,  in  Jf' die  a,  b\  c\...  berühren  und  somit  vollkommen  bestimmt 
sind,  : —  dieses  System  wird,  wenn  man  noch  die  Sinne  der  Kreise 
übereinstimmend  mit  den  Richtungen  ihrer  Tangenten  a ,  h\  c , . . .  in  M' 
annimmt,  das  verlangte  sein. 

Weil  die  Sinne  letzterer  Kreise  auch  durch  die  Folgen  M'A'N\ 
M'ßN\  etc.  ausgedrückt  werden,  so  ist  mit  dem  Sinne  eines  jeden 
zugleich  noch  bestimmt,  auf  welcher  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Sehne  M'N'  im  ersten  der  Punkt  A',  im  zweiten  der  Punkt  B,  u.  s.  w. 
liegen  muss. 

Der  Punkt  A  kann  im  ersten  Kreise  auf  der  ihm  zugehörigen  Seite 
der  Sehne  M*N'  beliebig  genommen  werden.  Wird  alsdann  das  Yerhaltniss 

BfA'    MÄ^ 

gesetzt,  so  hat  man  zufolge  der  auch  im  Räume  statt  findenden  Gleich- 
heit der  D.verhSiltnisse  zwischen  entsprechenden  Punkten : 

M  D  MB     M  U     ^^        MC     g^tn 

WW  ~^'  BN'  ClT'  ~"'   CN'  ®^' 

Hiermit  aber  lassen  sich  die  Punkte  ff,  C, . . . ,  da  noch  die  Seiten 

•  ■     # 

von  M'N"  bekannt  sind ,  auf  welchen  sie  in  ihren  Kreisen  M'B'N\  etc. 
liegen  müssen,  unzweideutig  finden,  und  die  vorgesetzte  Aufgabe  ist 
daher  gelöst. 

§.  37.  ZSihlen  wir  noch,  wie  in  §.  35.  6.,  die  Stücke  auf,  welche 
bei  der  eben  gemachten  Construction  nach  Willkühr  bestimmt  werden 
können.  Sie  sind,  wenn  wir  von  dem  Systenae  in  r  gar  nichts  als  ge- 
geben voraussetzen: 

I.  die  Punkte  M\  N'  und  A\  wodurch  zugleich  der  Kreis  M'AN, 
die  ihn  in  M'  berührende  Gerade  a,  und  durch  die  letztgenannte  Folge 
der  drei  Punkte  4f ^  positive  Richtung  von  d  gegeben  sind ; 

II.  die  durch  d  gehende  Ebene,  in  welcher  h'  liegen  soll ,  oder  die 
Ebene  dV.  Weil  d  und  V  die  Kreise  M'AN'  und  M'ßN'  in  Jf'  be- 
rühren ,  so  berührt  diese  Ebene  die  Kugelflache  M'ANB,  welche 
s  beisse,  inJif'.  Der  Mittelpunkt  von  s  ist  der  gegenseitige  Durchschnitt 
der  Axe  des  Kreises  MA'N'  und  des  in  M'  auf  der  Ebene  db'  errichteten 
Perpendikels;  denn  beide  Linien  sind  Axen  von  s.  Hiernach  ist  mit  dem 
Kreise  MAN'  und  der  Ebene  dV  zugleich  s  gegeben ,  und  es  kann 
daher  als  zweites  Stück  statt  der  Ebene  dV  auch  die  Kugelflttche  9  ge- 
nommen werden ; 

Abbtodl.  4.  R.  8.  Oet.  d.WlsMOflcb.  IV.  4 1 
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IV. 


IFI.  die  Seite  von  d  in  der  Ebene  dh\  aufweiche  der  positive  Theil  der 

Richtung  V  fallen  soll,  oder  —  weil  der  von 

Af '  durch  tu  bis  iV'  gehende  Kreisbogen  und 

/^/  \  \   der  positive  Theil  seiner  Tangente  V  auf 

einerlei  Seite  der  Ebene  M'AlS'd  fallen  — 
die  Bestimmung,  in  welchem  der  zwei  Theile 
der  durch  den  Kreis  ATA'iV' getheilten  Kugel- 
flache 8  der  Punkt  ß  liegen  soll; 
die  Seite  der  Ebene  db\  auf  welche  der  positive  Theil  der 
Richtung  c  fallen  soll,  die  Bestimmung  also,  ob  dieser  Theil  bei  seinem 
Ausgange  von  W  zunächst  in  die  von  ab'  in  Jüf'  berührte  Kugel  s  ein- 
dringen soll,  oder  nicht,  oder  —  weil  bei  statt  findendem  Eindringen, 
und  nur  dann,  der  von  M'  durch  C  bis  N'  gehende  Bogen  im  Innern 
von  s  begriffen  ist  —  die  Bestimmung,  ob  C  innerhalb,  oder  ausserhalb 
dör  Kugelfläche  s  liegen  soll. 

§.38.  Zusätze  und  Folgerungen,  a.  Dass  die  unter  I.  bis IV. 
aufgezählten  Stücke  nach  Willkühr  angenommen  werden  können,  so  dass 
nicht  mittelst  einiger  derselben  die  übrigen  in  Folge  der  kreisverwaodl- 
schaftlichen  Beziehungen  zwischen  beiden  Figuren  sich  finden  lassen, 
dies  ist  mit  Rücksicht  auf  dasjenige,  was  bereits  in  §.  34,  und  §.  33.  6. 
über  die  Construction  des  einem  gegebenen  Systeme  in  einem  Punkte 
sich  schneidender  Richtungen  gleichen  Systems  bemerkt  worden ,  ohne 
Weiteres  einleuchtend.  Soll  daher  zu  einem  gegebenen  Systeme  im 
Räume  ein  kreisverwandtes  construirt  werden ,  und  sind  für  irgend  drei 
Punkte  M,  iV,  A  des  erstem  die  ihnen  entsprechenden  M\  iV,  A  des 
letztern  gegeben ,  so  reichen  diese  noch  nicht  hin  um  zu  den  übrigen 
Punkten  des  erstem  die  entsprechenden  des  letztern  zu  finden.  Wollte 
man  dagegen  die  irgend  vier  Punkten  des  erstem  Systems  entsprechen- 
den Punkte  des  letztem  willkührlich  gegeben  sein  lassen,  so  wären  der 
gegebenen  Stücke  zu  viel,  da  zwischen  diesen  vier  Punkten  sich  D. Ver- 
hältnisse und  D.winkei  bilden ,  welche  den  entsprechenden  im  erstem 
Systeme  gleich  sein  müssen.  Wohl  aber  kann  man  alle  auf  M\  N\  A  fol- 
genden Punkte  B,  C, . . .  des  zweiten  Systems  unzweideutig  finden,  wenn 
nächst  jenen  drei  Punkten  noch  eine  durch  sie  gehende  Kugelfläche  s, 
die  einer  gewissen  durch  M,  iV,  A  gehenden,  etwa  der  noch  den  Punkt  B 
enthaltenden,  Kugelfläche  $  entspricht,  und  ausserdem  noch  die  zwei 
bloss  Lagenverhältnisse  betreffenden  Stücke  III.  und  IV.  gegeben  sind. 
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6.  Sind  nicht  zugleich  letztere  zwei  Stücke,  sondern  bloss  die  drei 
Punkte  M ',  iV',  K  und  die  Kugelfläche  b  gegeben ,  so  lassen  sich  damit 
ähnlicherweise,  wie  in  §.  35.  c,  vier  verschiedene  Systeme  construiren. 
Bezeichnet  man  nämlich  die  der  «'entsprechende  Kugelfläche  MANB  mit 
«,  die  zweiTheile,  in  welche  die  Fläche  s  {$)  durch  den  Kreis  MNA  {M'N'A) 
getheilt  wird,  mit  a  und  ß  {a  und  z^),  die  von  s  und  8  eingeschlossenen 
Räume  mit  y  und  y\  die  ausserhalb  s  und  8  befindlichen  Räume  mit 
6  und  d\  so  kann  man  den  Punkten  in  a  und  ß  entweder  die^  Punkte  in 
a  und  ßf,  oder  die  in  ß^  und  a\  und  dabei  jedesmal  den  Punkten  in  y  und  d 
entweder  die  Punkte  in  y  utid  d\  oder  die  in  d'xxnd /entsprechend  setzen. 

c.  Zu  einem  gegebenen  Systeme  von  Punkten  im  Räume  lassen 
sich  daher  immer  noch  drei  andere  ihm  kreisverwandte  construiren,  der- 
gestalt, dass  erstens  drei  gewisse  Punkte  M,  N,  A  des  Systems  mit  den 
ihnen  in  jedem  der  drei  andern  Systeme  entsprechenden  Punkten  identisch 
sind ,  und  damit  auch  jeder  andere  Punkt  des  Kreises  MNA^  welcher 
k  heisse,  mit  den  drei  ihm  entsprechenden  zusammenfallt,  und  dass 
zweitens  eine  gewisse  durch  M,  iV,  A  gehende  Kugelflache  s  in  jedem 
der  drei  andern  Systeme  sich  selbst  zur  entsprechenden  hat.  Den  vor- 
hin mit  a,  /?,  y,  d  bezeichneten  Flächen  und  Rärfmen  des  gegebenen  Sy- 
stems können  nämlich  in  dem  zu  construirenden 

entweder  ß,  a,  y,  d,  oder  ß,  a,  d,  y,  oder  a,  /S,  d,  y 

entsprechend  gesetzt  werden. 

Eine  nähere  mit  keiner  Schwierigkeit  verbundene  Untersuchung 
dieser  drei  Fälle,  wobei  ich  von  der  Betrachtung  in  §.  31.  ausging,  hat 
mich  zu  nachstehenden  Resultaten  geführt. 

Das  gegenseitige  Entsprechen  der  Punkte  ist  in  jedem  der  drei  Fälle 
ein  involutorisches.  Die  zwei  Systeme  haben  daher  stets  einen  gemein- 
schaftlichen C.punkt  (vergl.  §.  31.  5)).  Bezeichnen  wir  diesen  mit  0 
und  einen  beliebigen  Punkt  des  Kreises  k  mit  E,  so  ist  in  jedem  der 
drei  Fälle  für  je  zwei  einander  entsprechende  Punkte  X  und  X' 

OX.OX'=OE\ 

Im  ersten  Falle  ist  0  die  Spitze  des  Kegels,  welcher  die  Kugel  8 
im  Kreise  k  berührt;  X  und  X'  liegen  mit  0  in  einer  Geraden  und  auf 
einerlei  Seite  von  0. 

Im  zweiten  Falle  ist  0  der  Mittelpunkt  des  Kreises  fc,  und  der 
Winkel  XOX'  wird  von  der  Ebene  dieses  Kreises  rechtwinklig  halbirt. 
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Im  dritten  Falle  ist  0  der  Mittelpunkt  der  Kugel  tf;,.Xund  X'aber  lie- 
gen, wie  im  ersten ,  mit  0  in  einer  Geraden  und  auf  einerlei  Seite  von  0. ' 

d.  Zwei  kreisverwandte  Systeme  A,  B,  C,...  und  A\  B\  C,... 
im  Räume  können  immer  in  eine  solche  Lage  gegen  einander  gebracht 
werden,  dass  erstens  die  C. punkte  beider  in  einem  Punkte  0  zusammen- 
fallen, und  somit  die  Producte  OA.OA,  OB.  OB,  OC,OC\  etc.  von 
gleicher  Grösse  sind,  die  man  =sc^  setze;  und  dass  zweitens  von  zwei 
Paaren  entsprechender  Punkte  A  und  A,  B  und  B  die  zwei  Punkte  eines 
jeden  mit  0  in  einer  Geraden  und  darin  auf  einerlei  Seite  von  0  liegen. 
Alsdann  werden  die  zwei  Punkte  aller  übrigen  Paare  Cund  C,  D  undD',  etc. 
entweder  dieselbe  Lage  gegen  0,  wie  die  jener  zwei  erstem,  haben,  oder 
es  werden  alle  die  Winkel  COC\  DOD\  etc.  von  der  Ebene  OAA'Bff 
rechtwinklig  halbirt  werden. 

Im  erstem  dieser  zwei  Fälle  entspricht  jeder  Punkt  der  um  0  als 
Mittelpunkt  mit  c  als  Halbmesser  beschriebenen  Kugelfläche,  und  kein 
anderer,  sich  selbst.  Nächstdem  entspricht  ausser  dieser  Eugelfläche 
noch  jede  andere  sie  rechtwinklig  schneidende  Kugelfläche,  und  keine 
andere,  sich  selbst.  —  Im  letztem  Falle  sind  es  die  Punkte  des  um  0 
mit  c  in  der  Ebene  OAB  zu  beschreibenden  Kreises,  so  wie  die  durch 
diesen  Kreis  zu  legenden  Kugelflächen ,  welche  sich  selbst  entsprechen« 


Von  den  aus  der  Kreisverwandtscbaft  entspringenden  Aufgaben. 

§.  39.  Der  Hauplnutzen ,  den  die  Lehre  von  den  Verwandtschaften 
der  Figuren  gewährt,  besteht  unstreitig  darin,  dass,  wenn  zwei  Systeme 
.von  Punkten ,  als  in  einer  gewissen  Verwandtschaft  zu  einander  stehend, 
bewiesen  werden  sollen,  es  nicht  nöthig  ist,  für  jedes  Stück  des  einen 
Systems,  welches  eben  dieser  Verwandtschaft  willen  dem  entsprechen- 
den Stücke  des  andern  Systems  gleich  sein  muss,  diese  Gleichheit  be- 
sonders darzuthun,  sondern  dass  immer  aus  einer  viel  geringern  Anzahl 
V  solcher  Gleichheiten  auf  die  Gleichheit  je  zweier  der  übrigen  einander 
entsprechenden  Stücke  geschlossen  werden  kann,  und  dass  daher  zuFolge 
jeder  Verwandtschaft  bei  einem  Systeme  von  n  Punkten  aus  irgend  p 
von  einander  unabhängigen  Stücken,  welche  von*  einer  durch  die  jedes- 
malige Verwandtschaft  bedingten  Beschaffenheit  sind,  alle  übrigen  Stücke 
von  derselben  Beschaffenheit  gefunden  werden  können ,  —  indem  man 
nämlich  ein  zweites  System  von  n  Punkten  construirt,  in  welchem  die 
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¥  Stocke ,  welche  den  v  gegebenen  entsprechen ,  von  gleicher  Grösse 
mit  den  gegebenen  sind.  —  Dabei  ist  v  eine  von  der  Zahl  n,  von 
der  Art  der  Verwandtschaft  und  von  dem  Umstände,  ob  das  System  in 
einer  Geraden ,  oder  in  einer  Ebene,  oder  im  Räume  enthalten  ist,  ab- 
hangige Zahl. 

Aus  jeder  Verwandtschaft  entspringt  demnach  eine  besondere  Classe 
geometrischer  Aufgaben.  Im  zweiten  Abschnitte  meines  «barycentrischen 
Calculs»  habe  ich  die  Glassen  von  Aufgaben,  welche  aus  den  ftlnf  dort 
behandelten  Verwandtschaftsarten  hervorgehen ,  einzeln  aufgeführt.  Dass 
nun  auch  die  Kreisverwandtschaft  zu  einer  besondern  Classe  von  Auf- 
gaben hinleitet,  dies  folgt  im  Betreff  ebener  Figuren  sogleich  aus  dem 
Satze  (§.19.),  dass,  wenn  zu  einem  Systeme  von  n  Punkten  A, B,  C,D,E,... 
in  einer  Ebene  ein  ihm  kreisverwandtes  A',  B\...  construirt  werden  soll, 
die  drei  Punkte  A\  ff,  C  willktihrlich  angenommen  werden  können,  und 
dass  es  hinreicht,  wenn  für  jeden  der  n — 3  übrigen  Punkte  D\  E\...  zwei 
D.winkel,  für  D'  die  D.winkel  ABCD  und  ACBD, 

für  E'  die  D.winkel  ABCE  und  ACBE, 
u.  s.  w.  gegeben  sind.  Hat  man  aber  mit  diesen  ^n — 6  D. winkeln  das 
kreisverwandte  System  construirt,  so  hat  man  damit  zugleich  alle  übrigen 
D.winkel  und  alle  D.verhältnisse  des  ursprünglichen  Systems  gefunden, 
indem  diese'  Grössen  in  beiden  Systemen  gleiche  Werthe  haben.  Wenn 
man  daher  D.winkel  und  D.verhältnisse,  als  Grössen ,  deren  jede  durch 
vier  Punkte  bestimmt  wird,  unter  dem  gemeinsamen  Namen  Quater- 
nionen  begreift,  so  müssen  von  jenen  2» — 6  D. winkeln  alle  übrigen 
Quaternionen  des  Systems  als  Functionen  darstellbar  sein.  Man  wird 
folglich,  indem  man  irgend  2n — 5  Quaternionen  des  Systems  als  Functio- 
nen jener  2n — 6  D.winkel  ausdrückt  und  aus  diesen  2n — 5  Gleichungen 
letztere  D.winkel  eliminirt,  zwischen  den  2n — 5  Quaternionen  wenigstens 
Eine  Gleichung  erbalten,  und  zwar  nur  Eine,  wenn  je  2n — 6  derselben 
von  einander  unabhängig  sind. 

Bei  einemSysteme  von  nPunkten  in  einerEbene  können 
demnach,  wenn  von  den  durch  sie  gebildeten  Quaternionen 
irgend  8n — 6  von  einander  unabhängige  gegeben  sind,  alle 
übrigen  Quaternionen  gefunden  werden. 

§.  40.  Ein  anderer  Beweis  dieses  Satzes ,  der  uns  zugleich  zu  der 
möglich  einfacnsten  Lösung  der  aus  dem  Satze  entspringendenAufgaben 
führen  wird ,  ist  folgender. 
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Man  denke  sich  zu  dem  Systeme  der  n  Punkte  A,  B,...  L,  M  ein 
ihm  kreisverwandtes  A\  ff,..,  L\  M'  hinzu  und  nehme  an ,  dass  einer 
der  n  Punkte  des  letztern  —  es  sei  M'  —  unendlich  entfernt  liege.  Jeder 
Quaternion  des  erstem  Systems,  welche  den  Punkt  M  enthalt,  wird  als- 
dann  im  letztern  eine  ihr  gleiche  Ternion,  d.  i.  eine  schon  durch  drei 
Punkte  bestimmte  Grösse,  entsprechen,  indem  z.B.  derD.winkel  MCBA 
=  CMAB  =  BAMC=ABCM  ==  dem  einfachen  Winkel  A'ffC,  und  das 
D.verhaltniss  {MCBA)  as  {CMAB)  =  etc.  =  dem  einfachen  Verhältnisse 
AB':  ffC  wird.  Eben  so  ist  umgekehrt  jede  Ternion  von  einer  dieser 
beiden  Formen  im  zweiten  Systeme  einer  den  Punkt  M  enthaltenden 
Quaternion  im  ersten  gleich.  Die  Aufgabe:  bei  einem  ebenen  Systeme 
von  n  Punkten  A,  B,..  L,  M  aus  x  Quaternionen  desselben  alle  übrigen 
zu  finden,  wird  somit  darauf  zurückgebracht:  bei  einem  ebenen  Systeme 
von  n — 1  Punkten  A',  B,,.,L'  aus  x  Stücken  desselben,  welche  theils 
Ternionen,  theils  Quaternionen  und  somit  Functionen  von  Temionen 
sind ,  alle  übrigen  Teitiionen  des  Systems  zu  finden. 

Bekanntlich  aber  können  bei  einem  ebenen  Systeme  von  n — 1 
Punkten  aus  %{n  —  1) — 4  von  einander  unabhängigen  Verhältnissen  zwi- 
schen den  gegenseitigen  Abständen  der  Punkte,  oder  von  solchen  Ver- 
hältnissen abhängigen  Grössen ,  also  aus  2n— 6  Stücken,  welche  in  ihrer 
einfachsten  Form  Temionen  von  oben  bemerkter  Beschaffenheit  sind, 
alle  übrigen  Stücke  derselben  Art  gefunden  werden.  Es  ist  dieses  näm- 
lich der  Satz ,  welcher  der  aus  der  Aehnlichkeit  ebener  Figuren  ent- 
springenden Classe  von  Aufgaben  zu  Grunde  liegt  (Baryc.  Calc.  S.  4  89). 
Mithin  ist  a;=Sln — 6,  und  es  wird  daher  auch  bei  einem  ebenen  Systeme 
von  n  Punkten,  von  2n — 6  von  einander  unabhängigen  Quaternionen  des- 
selben jede  (2n — 5)te  Quaternion  abhängig  sein.  Die  Gleichung  aber, 
welche  diese  Abhängigkeit  ausdrückt,  wird  einerlei  sein  mit  derjenigen, 
welche  zwischen  den  entsprechenden  Stücken  des  kreisverwandten  Sy- 
stems von  n — \  endlich  gelegenen  Punkten  statt  hat  und  nach  den  be- 
kannten Vorschriften  der  Polygonometrie  gefunden  wird. 

Diese  Reduction  der  durch  die  Kreisverwandtschaft  begründeten 
Aufgaben  auf  solche,  die  aus  der  Aehnlichkeit  der  Figuren  entspringen, 
erhellet  übrigens  auch  daraus,  dass  alle  dem  Systeme  A,  B,...M kreis- 
verwandte und  daher  auch  einander  kreis  verwandte  Systeme  A',  B',  ...W 
durch  die  Bedingung,  dass  bei  allen  der  Punkt  M' uneimlich  entfernt 
liegen  soll,  einander  ähnlich  werden  (§.  5.). 
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§.  41.  Um  hieraach  aus  irgead  2n — 6  voneinander  unabhängigen 
Quaternionen  eines  Systems  von  n  Punkten  A,..  L,  M  in  einer  Ebene 
irgend  eine  (2w  —  5)te  desselben  zu  finden,  oder,  was  dasselbe  sagt,  um 
die  zwischen  den  2» — 5  Quaternionen  bestehende  Relation  zu  ermitteln, 
können  wir,  die  im  vor.  §,  zunächst  auf  das  System  A', ...L'  sich  be- 
ziehende Lösung  auf  das  System  A, . ,  L,  M  selbst  übertragend  und  mit 
letzterem  operirend,  als  ob  es  das  erstere  wJire,  folgende  Regeln 
aufstellen: 

1)  In  jeder  der  2w — 5  Quaternionen,  welche  den  Punkt  M  enthalt, 
bringe  man  denselben,  wenn  er  nicht  bereits  die  vierte  Stelle  einnimmt, 
durch  Versetzung  der  vier  Punkte  ohne  Aenderung  des  Werthes  der 
Quaternion  an  die  vierte  Stelle  (vergl.  vor.  §.),  lasse  hierauf  Jtf  weg  und 
verwandele  damit  die  Quaternion  in  eine  Ternion,  nämlich  den  D.winkel 
ABCM  in  den  einfachen  Winkel  ABC,  und  das  D.verhältniss  [ABCM)  in 
das  einfache  AB\BC. 

2)  Jede  der  Quaternionen ,  in  welcher  M  nicht  vorkommt,  drticke 
man  durch  zwei  Ternionen  aus,  wie  etwa  ABCD  durch  ABC-^CDAy  und 
(ABCD)  durch  {ABiBC)  {CD: DA), 

3)  Man  suche  die  Relation,  welche  bei  dem  Systeme  von  »  — 1 
Punkten  A,  B,,,,L  zwischen  den  2n  —  5  theils  in  Ternionen  verwan- 
delten, theils  durch  solche  ausgedruckten  Quaternionen  besteht.  Denn 
dieselbe  Beziehung  wird  auch  zwischen  den  2n — 5  von  den  n  Punkten 
A,  B,, ,,  L,  M  gebildeten  Quaternionen  statt  haben. 

§.  42.  Der  kleinste  Werth,  den  die  Zahl  n  hierbei  haben  kann, 
ist  4,  wodurch  2n — 5=3  wird.  Bei  einem  Systeme  von  4  Punkten  wird 
daher  aus  je  zwei  von  einander  unabhängigen  Quaternionen  jede  dritte 
sich  finden  lassen.  In  der  That  sind  hier  die  Relationen  zwischen 

ABCD,  BCAD,  CABD,  (ABCD),  [BCAD],  (CABD), 
als  worauf  sich  alle  übrigen  Quaternionen  zwischen ^4, . .D  zurückführen 
lassen,  einerlei  mit  den  Relationen  zwischen  den  durch  Weglassung  von  D 
hervorgehenden  Winkeln  und  Verhältnissen 

ABC,  BCA,  CAB,  AB:BC,  BCiCA,  CAiAB; 
und  man  weiss  aus  der  Trigonometrie,  dass  zwischen  je  dreien  dieser 
sechs  Stücke  des  Dreiecks  ABC  eine  Relation  besteht.  Vergl.  §.  1 6. 

Für  n=5  wird  2« — 5=5,  und  man  wird  daher  bei  einem  Fünfeck 
Ä,..E  zwisclfen  je  5  Quaternionen  desselben  wenigstens  Eine  Relation 
angeben  können. 
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Werde  z.  B.  die  Relation  zwischen  den  fünf  D.winkeln 
BCDE=a,  CDEA=ß,  DEAB^y,  EABC=d,  ABCD=b 
verlangt.  —  Durch  Weglassung  des  Punktes  E  wird 

a=BCD,  ß=DCAE=DCA,  y=ABDE=ABD, 
d=CBAE=CBA,  €=ABC-hCDA=—d+CDA, 

und  unsere  Aufgabe  ist  somit  darauf  zurückgebracht:  beim  Viereck  AßCD 
die  Relation  zwischen  den  fünf  Winkeln  BCD,  DCA,  ABB,  CBA,  CDA 
zu  finden. 

Folgendergestalt  dürfte   diese  Relation   sich  am  einfachsten  ent- 
wickeln  lassen.  —  Es  verhält  sich 

BAiAC^  sin  BCA :  sin  ABC, 
CA:AD  =  smCDA:sinACD, 
DA:AB=smDBA:sinADB, 

worin,  wenn  alle  Winkel,  wie  gehörig,  nach  einerlei  Sinne  gerechnet 
werden,  die  Exponenten  aller  Verhältnisse  positiv  sind.  Aus  der  Zu- 
sammensetzung dieser  Proportionen  folgt  daher 

(a)     sin  BCA  sin  CDA  sin  DBA  =  sin  ABC .  sin  ACD .  sin  ADB. 

Es  ist  aber  (§.  8.  (3)) 

BCA^BCD+DCA^a+ß,  CDA=d+€ ,  J)BA^ —y, 
ABC  =  —d,  ACD=--ß;  ferner  ist  (§.  8.  (4)) 
BAD=ABC+BCD+CDA=6+a,  und  daher  (ebds.  (2)) 
ADB=zi  80^— DBA— BAD=i80^^y—e—a, 

so  wie  sich  auch  alle  übrigen  von  den  Seiten  und  den  Diagonalen  des 
Vierecks  A..D  gebildeten  Winkel  als  Aggregate  von  «,/?,..«  darstellen 
lassen. 

Die  Substitution  dieser  Werthe  von  BCA,  etc.  in  (a)  giebt  nun  die 
gesuchte  Relation : 

sin  («+/?)  sin  ((?+«)  sin  y  +  sin  (J  sin  ß  sin  (^H-a— y)=0, 

eine  Gleichung,  die  mit  Anwendung  der  identischen  Formel 

i  sina?  sin  y  sin  2;  =  sin  {y+z — x)  +  sin  [z+x—y)  •+•  sin  [x+y — z) 

—  sin  {x+y+z) 
die,  wie  sich  erwarten  Hess,  symmetrische  Gestalt 

[A)  sin  [a+ß+y—d—e)  +  sin  {ß+y+d—e—a)  +  sin  (y+d+e—a—ß) 
+  sin  (d-f-fi-ha— /?— y)  +  sin  [e+a+ß—y—d)  =  sin  (a-^ß+y+d+e) 
annimmt. 
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Sncheo  wir  noch  die  der  eben  behandelten  analoge  Aufgabe  zu 
lösen  und  die  zwischen  den  fUnf  D.verhältnissen 

{BCDE),  {CDEA),  [DEAB).  [EABC),  {ABCD) 
obwaltende  Relation  zu  bestimmen. 

Durch  die  ahnl icherweise  wie  vorhin  zu  bewerkstelligende  Ent^ 
femung  des  E  reduciren  sich  die  vier  ersten  D.verhältnisse  auf 

BCiCD,  DCiCA,  AB.BD,  CBiBA, 
und  die  gesuchte  Relation  ist  daher  identisch  mit  derjenigen »  welche 
resp.  zwischen  diesen  vier  einfachen  Verhältnissen  und  dem  D.verhaltr 
nisse  {AB.CD):{BC.DA) 

bei  einem  Viereck  A..D  statt  findet. 

Man  sieht  aber  sogleich,  dass,  wenn  die  letztere  Relation  ent- 
vWckelt  wäre,  man  mit  Hülfe  derselben  aus  irgend  fünf  der  sechs  Linien, 
welche  die  vier  Punkte  A,..D  mit  einander  verbinden,  die  sechste 
würde  finden  können.  Die  letztere  Relation  muss  sich  daher  unmittelbar 
aus  der  Gleichung  ergeben ,  die  zwischen  den  sechs  Seilen  eines  voll- 
ständigen Vierecks  ABCD  statt  hat.  Diese  Gleichung  ist,  wenn  man 

ßC  =  y^/*,  Cil=/j/,  AÄ  =  /A,ilD  =  /f,  BD  =  Yg\  CD^yh' 
setzt : 

fgh-ig+h-Dff'-  {h+f-g)gg-^  {f+g-h)hh' 

-/•(A-  n  if-  g)  -9  ir-g)  ig-  *')  ~  h{g-  a')  (ä'-  f)  -  o.  *) 

Man  setze  nun  die  fünf  Verhältnisse  BCiCD,  etc.,  deren  gesenseitige 
Relation  gesucht  wird,  resp.  =  ^i^,  ^i^,  -^i^,  ^,  -L, 

sowird-^=a,  -f  =  6,  x~^'  7-=^,  -^=«, 
und  damit  g  =  abf,  h^df,  f^adef,  g  =  cdf,  h'^af. 

Substituirt  man  endlich  dies|  W^erthe  für  jr ,  A ,  f ,  g\  h!  in  obiger 
Gleichung,  so  kommt  nach  Division  derselben  mit  adf^  die  gesuchte 
zwischen  a,  b,  c,  d,  e,  d.i.  zwischen  i:{BCDE)\  i:{CDEA)\  etc.,  be- 
stehende Relation : 

(J5)     i  —  a — b — c — d^-e+ab+bc+cd+de+ea 

+  (1  — a)ca6  +  (1  — ft)a6c+(1  — c)6cd+(1  — d)cdc  +  {1  — e)rfca 

+  abcdessO. 

*)  Denn  bezeichnen  /,  m,  n  die  Cosinus  der  Winkel  BDC,  CDA,  ABB,  so  ist 

g'^h'^f^uYW: h'^f'^g^tmYYf\  f'^g^-h^tnYTV 
nnd  4  — /*— m*— n*— f/TOn=0. 

Durch  Elimioation  von  l,  m,  n  aus  diesen  vier  Gleichungen  geht  aber  die  obige  zuerst 
wohl  von  Carnot  in  seiner  Geom,  deposU.  entwickelte  Gleichung  hervor. 
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Zusatz.  HinBtcbilicb  der  letztern  Formel  verdient  noch  bemerkt 
zu  werden,  dass  sie  zugleich  die  zwischen  den  gegenseitigen Äbstdoden 
von  fünf  Punkten  im  Allgemeinen  geltende  Bedingung  darstellt,  unter 
der,  wenn  vier  der  fünf  Punkte  in  einer  Ebene  liegen ,  auch  der  fünfte 
in  dieser  enthalten  ist. 

In  der  That,  liegen  A,  B,  C,  D  in  einer  Ebene,  und  E  ausserhalb 
derselben ,  so  bestimme  man  ihr  einen  Punkt  £j  dergestalt,  dass 

{BCDE^ ) = [BCDE)  =i:Ya  und 
{CDE^A)  —{CDBA)  a=1 :  /6,  dass  mithin 

(1)  DE^:E^B^=DE:Eß  und 

(2)  DE^.E^A=:DE:EA. 

Dieses  ist  immer,  und  zwar  auf  doppelte  Weise,  möglich.  Denn 
wegen  (1)  und  (2)  ist  E^  ein  Punkt  des  durch  die  Doppelproporlion 

AX:BX:DX=AE:BE:DE 

bestimmten  durchs  gehenden  und  von  der  Ebene  ABD  rechtwinklig 
halbirlen  Kreises  (§.  22.  d,) ;  und  weil  E^  zugleich  in  dieser  Ebene  liegen 
soll,  so  ist  jE!j  einer  der  beiden  Endpunkte  des  Durchmessers,  in  wel- 
chem jener  Kreis  von  der  Ebene  halbirt  wird.. 

Haben  nun  die  Buchstaben  a,  6,  c,  d,  e  die  ihnen  im  Obigen  durch  die 
gegenseitigen  Abstände  der  Punkte  Ä,  ß,  C,  D,  E  zugewiesene  Bedeutung, 
und  bezeichnet  man  die  auf  gleiche  Weise  von  den  Punkten  A,  B,  6\ 
D,  E^  abhängigen  Zahlen  mit  a^,  6^,  Cj,  d^,  e^,  so  ist  wegen  (♦)  und  (2) 

(3)     a^sssa,  6^=6,  Cj=s=c,  und  überdies  e^=e. 

Weil  aber  A,  ß,  C,  D,  jE^  in  einer  Ebene  liegen,  so  besteht  jetzt 
zwischen  ö^,  6j,  c^,  d,,  e^  die  vorhin  zwischen  a,  6,  c,  d,  e  erhaltene 
Gleichung  (£).  Soll  daher  jene  Relation  zwischen  a,  b,..e  selbst  auch 
gegenwärtig  noch  statt  haben ,  so  muss  wegen  (3)  noch  d^=d,  also 

{E,ABC)^{EABC)  und  deAxer  EC:E,C=EA:E,A 

sein.  Hieraus  aber  folgt  in  Verbindung  mit  den  Proportionen  (1)  und  (2), 

wofür  wir  auch         EB:E^B  =  ED:Efi  =  EA:E^A 

schreiben  können ,  dass  in  einer  gewissen  durch  B,  D,  A  gehenden 
Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  in  EE^  ftillt,  auch  C  liegen  muss,  und  dass 
mithin,  wenn  A,  B,  C,  D  in  einer  Ebene  sind,  E  aber  ausserhalb  der- 
selben liegt,  die  Gleichung  (ß)  nur  in  dem  speciellen  Falle  noch  be- 
steht, wenn  jene  vier  Punkte  in  einem  Kreise,  als  dem  Durchschnitte 
der  Kugelfläche  mit  der  Ebene,  enthalten  sind. 
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§.  43.  Eine  besondere  Betrachtung  haben  wir  noch  dem  Falle  zu- 
zuwenden ,  wenn  di6  n  Punkte  A,...M  des  Systems  in  einem  Kreise 
liegeo.  Diese  Bedingung  wird  vollständig  dadurch  ausgedrückt,  dass 
von  den  n — 3  D.winkeln,  welche  mit  gewissen  dreien  der  n  Punkte 
jeder  der  übrigen  bildet,  ein  jeder  entweder  =0,  oder  s=180^  ist.  Von 
den  im  Allgemeinen  erforderlichen  2n  —  6  von  einander  unabhängigen 
Qualernionen  sind  daher  n— 3  schon  durch  die  Bedingung  der  Kreislage 
als  bekannt  anzusehen,  und  es  müssen  folglich  nur  noch  n — 3  Quater- 
nionen,  und  zwar  D.verbältnisse,  gegeben  sein,  so  wie  auch  die  ge- 
suchte Quaternion  nur  ein  D.verhältniss  sein  kann.  Bei  einem  System 
von  n  Punkten  eines  Kreises  können  daher  aus  n — 3  von 
einander  unabhängigen  D.verhältnissen  alle  übrigen 
D.verhältnisse  gefunden  werden. 

Dasselbe  erhellet  ähnlicherweise,  wie  in  §.  40.,  auch  daraus,  dass 
jede  mit  der  KreisBgur  A . .  .LM  kreisverwandle  Figur  A'.  ..L'M\  wobei 
M' unendlich  entfernt  liegt,  in  einer  Geraden  entbalteu  ist,  dass  alle  diese 
Figuren,  deren  jede  aus  n^^\  Punkten  A', ...L'  in  einer  Geraden  be- 
steht, einander  ähnlich  sind,  und  dass,  um  eine  einer  solchen  Figur  ähn- 
liche construiren  zu  können,  von  ersterer  (n  —  1)— 2  von  einander  un- 
abhängige Verhältnisse  zwischen  den  gegenseitigen  Abständen  ihrer 
n — 1  Punkte  gegeben  sein  müssen. 

Uebrigens  kann  man  die  Zahl  n — 3  auch  noch  daraus  folgern,  dass 
jede  Relation  zwischen  D.verhältnissen,  die  von  beliebig  in  einem  Kreise 
liegenden  Punkten  gebildet  werden,  zufolge  der  Natur  der  Kreisver- 
wandtschaft auch  dann  noch  bestehen  muss,  wenn  die  Punkte  in  einer 
Geraden  genommen  werden,  und  dass  aus  n  —  3  von  einander  unab- 
hängigen D.verhältnissen  zwischen  n  Punkten  in  einer  Geraden  alle 
übrigen  sich  finden  lassen  (Baryc.  Calc.  §.  187.). 

Die  Formel ,  welche  bei  n  Punkten  eines  Kreises  die  Relation  zwi- 
schen n — 3  gegebenen  und  einem  gesuchten  D. Verhältnisse  ausdrückt, 
ist  hiernach  die  nämliche,  wie  bei  n  Punkten  einer  Geraden.  So  wie  aber 
im  letztem  Falle,  wenn  die  Formel  allgemeine  Gültigkeit  haben  soll ,  bei 
jedem  D. Verhältnisse  nicht  bloss  sein  absoluter  Werth ,  sondern  auch 
sein  Zeichen  zu  berücksichtigen  ist,  so  muss  ein  Gleiches  auch  bei  einem 
System  von  Punkten  in  einem  Kreise  geschehen ,  und  wir  haben  daher 
noch  das  Merkmal  zu  ermitteln,  an  welchem  das  Vorzeichen  eines  D.ver- 
hältnisses,  dessen  vier  Punkte  in  einem  Kreise  liegen^  erkannt  wird. 
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Sind  A,B,C,..  Punkte  einer  Geraden,  so  ist  das  VerhSritniss  ABiBC 
positiv  oder  negativ,  jenachdem  B  zwischen  oder  ausserhalb  A  und  C 
liegt,  folglich  das  aus  den  zwei  Verhältnissen  AB :  BC  und  CD :  DA  zu- 
sammengesetzte D.verhältniss  [ABCD)  dann  und  nur  dann  negativ,  wenn 
von  den  zwei  Punkten  B  und  D  der  eine  zwischen ,  der  andere  ausser- 
halb A  und  C  liegt,  also  wenn  von  den  zwei  Winkeln  ABC  und  ADC 
der  eine =18 0^  der  andere  =0  ist,  mithin  wenn  der  D.winkel  ABCD 
=1 80®  ist;  dagegen  wird  das  D.verbttltniss  positiv  sein,  wenn  der  gleich- 
lautende D.winkel  =0  ist.  Wegen  der  Gleichheit  entsprechender  D.winkel 
in  kreisverwandten  Figuren  wirdTolglich  nach  derselben  Regel  auch  dann, 
wenn  A,..D  in  einem  Kreise  liegen,  das  D.verhältnis& (ABCD)  mit  deai 
einen  oder  andern  Zeichen  zu  nehmen  sein,  also  (§.  1 4.  a.)  mit  dem  ne- 
gativen oder  positiven,  jenachdem  sich  die  Sehnen  AC  und  BD  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Kreises  schneiden,  oder  —  wie  man  sich  auch  aus- 
drücken könnte  —  jenachdem  die  Bögen  AC  und  BD,  keiner  von  ihnen 
grösser  als  der  Halbkreis  genommen ,  in  einander  greifen ,  oder  nicht. 

§.  44.  Um  das  Vorstehende  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  wird  es 
hinreichen,  die  einfachste  unter  den  hierher  gehörigen  Aufgaben  zu  wählen 
und  zu  zeigen,  wie  bei  vier  in  einem  Kreise  begriffenen  Punkten  A ,.. D, 
und  wo  daher  n — 3=1  ist,  aus  einem  der  beiden  D. Verhältnisse 

{ABCD)=a  und  {ACBD)^b 
das  andere  gefunden  werden  kann. 

Angenommen,  dass  A,..D  in  einer  Geraden  liegen,  und  darin  D 
unendlich  entfernt  ist,  wird 

a={AB:BC){CD:DA)=::-AB:BC=BA:BC, 
wegen  CD:DA:s= — 1,  und  ebeikso 

b  =  —AC:CB  =  AC:BC; 
folglich  a+6s=1,  wegen  BA'^AC=BC, 

Mithin  ist  auch  dann ,  wenn  die  vier  Punkte  in  einer  Geraden  und 
alle  endlich  entfernt  liegen,  so  wie  auch  dann,  wenn  sie  in  einem  Kreise 
enthalten  sind :       (^ßCD)  +  {ACBD) = 1  (vergl.  §.  26.) ; 

und  diese  Gleichung  gilt  bei  gehöriger  Berücksichtigung  der  Zeichen 
allgemein ,  für  jede  Aufeinanderfolge  der  vier  Punkte.  Ist  z.  B.  ABDC 
diese  Folge,  so  greifen  weder  AC  und  BD,  nocH  AB  und  CD  in  einander, 
und  es  sind  daher  a  und  h  positiv.  Dagegen  findet  sich  bei  der  Folge  A£CD 
a  negaüv  und  h  positiv. 
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Zusatz.  In  jeder  Gleichung  zwischen  D.  Verhältnissen,  deren  Punkte 
in  einem  Kreise  hegen ,  so  wie  in  jeder  andern  mit  einer  solchen  identi- 
schen Gleichung,  z.  B.  in  der  nach  A,  B,C  symmetrisch  geordneten 

AD.BC+BD.CA  +  CD.AB=0, 

kann  man  die  Zeichen  der  einzelnen  Glieder  auch  dadurch  ermitteln, 
dass  man  zuerst  die  Zeichen  der  einzelnen  Linien  nach  folgender  Regel 
bestimmt.  Man  wähle  beliebigwo  im  Kreise  einen  Punkt  M  und  nehme  jede 
der  Sehnen  AD,  BC,  etc.  negativ  oder  positiv,  jenachdem  man,  im  Kreise 
selbst  stets  nach  einem  und  demselben  Sinne  fortgehend,  um  von  A  bis  Z), 
von  £  bis  C,  etc.  zu  gelangen,  durch  M  gehen  muss,  oder  nicht.  —  Die 
Richtigkeit  dieser  Vorschrift  wird  sogleich  einleuchten,  wenn  man  in 
einer  kreisverwandten  geradlinigen  Figur  den  Punkt  M  unendlich  ent- 
fernt annimmt. 

§.  45.  Sowie  in  Folge  der  Theorie  der  Kreis  verwand  tschaft  ebener 
Figuren  jede  Relation  zwischen  D.verhältnissen ,  die  von  Punkten  einer 
Geraden  gebildet  werden,  auch  für  ein  System  von  Punkten  eines 
Kreises  gilt,  so  muss,  den  Sätzen  gemäss,  die  in  §.  32.  u.  folg.  in 
Bezug  auf  die  Kreisverwandtschaft  im  Räume  entwickelt  worden  sind, 
auch  jede  Gleichung  zwischen  Quatemionen  einer  ebenen  Figur  unver- 
ändert von  der  Ebene  auf  eine  KugiBlfläche  übergetragen  werden  können, 
wie  auch  schon  aus  der  Theorie  der  stereographischen  Projection 
(§.  24.  und  25.)  hervorgeht. 

Bei  einem  Systeme  von^n  Punktön  einer  Kugelfläche 
wird  demnach  gleichfalls  (§.  39.)  durch  2n — 6  von  einander  un- 
abhängige Quaternionen  jede  der  übrigen  bestimmt;  nur 
dass  hierbei  unter  ABCD  der  von  den  zwei  Kreisen  ABC  und  ADC 
gebildete  Winkel  zu  verstehen  ist. 

Bei  vier  Punkten  einer  Kugelfläche,  d.  i.  bei  vier  im  Baume  beliebig 
liegenden  Punkten  A,..D,  werden  daher  zwischen 

den  Producten  ßC.ilD,       CA.  BD,      ABCD  und 
den  Winkeln     BAC'BDC,  CBA^CDA,  ACB'ADB 

dieselben  Relationen,  wie  zwischen  den  Seiten  und  den  gegenüber- 
liegenden Winkeln  eines  ebenen  Dreiecks,  statt  haben. 

Desgleichen  werden  die  zwei  in  §.  42.  ftlr  ein  ebenes  Fünfeck  ent- 
wickelten  Formeln  (A)  und  {B)  auch  bei  einem  Systeme  von  ftlnf  Punkten 
auf  einer  Kugelfläche  bestehen.   Und  da  die  Formel  {B)  auch  als  die 
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zwischen  den  gegenseitigen  Abständen  der  fünf  Pankte  zu  erfüllende 
Bedingung  angesehen  werden  konnte,  unter  welcher,  wenn  vier  der  ftinf 
Punkte  in  einer  Ebene  liegen,  auch  der  fUnfte  in  ihr  begriffen  ist,  durch 
vier  Punkte  aber  stet  seine  Kugeifläche  beschrieben  werden  kann,  so  wird 
—  den  Gesetzen  der  Kreisverwandtschaft  gemäss  —  dieselbe  Formel  {B) 
auch  die  Bedingung  ausdrücken ,  unter  welcher  die  fünf  Punkte  in  einer 
Kugelfläche  enthalten  sind;  wobei  ich  nur  noch  bemerke,  dass  der  dort 
gedachte  specielle  Fall,  in  welchem  dessen  ungeachtet,  dass  der  eine 
Punkt  nicht  in  der  Ebene  der  vier  übrigen  liegt,  die  Gleichung  {B)  den- 
noch gültig  ist,  hier  keine  Ausnahme  begründet,  indem  alsdann  die  vier 
Punkte  in  einem  Kreise  liegen  müssen ,  durch  solche  vier  Punkte  aber 
und  jeden  fünften  sich  immer  eine  Kugelfläche  beschreiben  lässt. 

§.  46.  Was  noch  die  aus  der  Kreisverwandtschaft  räumlicher  Fi- 
guren hervorgehenden  Aufgaben  und  insonderheit  die  Anzahl  der  Qua- 
ternionen  anlangt,  welche  bei  einem  Systeme  von  n  Punkten  im  Räume 
gegeben  sein  müssen,  um  alle  übrigen  Quaternionen  finden  zu  können, 
so  ergiebt  sich  diese  Zahl  auf  eine  den  in  §§  39.  und  40.  bei  ebenen 
Figuren  angestellten  Betrachtungen  ganz  analoge  Weise. 

Soll  nämlich  ein  dem  Systeme  von  n  Punkten  M,  iV,  -4,  fi,  C, ... 
kreisverwandtes  construirl  werden,  so  geschieht  dieses  nach  §.  36. 
dadurch,  dass  man  erstens  an  die  n— 2  Kreise  MAN,  MBN,  MCN,.., 
in  M  geradlinige  Tangenten  a,  6,  c, . . .  legt  und  ein  diesem  Liniensystem 
gleiches  System  von  Geraden  a\  b\  c\,..  construirt,  welche  sich  in  dem 
willkührlichen  Punkte  M'  schneiden.  Hierbei  kann  a  beliebig  durch  M' 
gelegt  werden ;  6'  wird  durch  den  Winkel  a"'6'=  a^b,  und  jede  der  n — 4 
übrigen  Geraden  c,  d\.,.  durch  zwei  Winkel,  z.  B.  c  durch  a"c  =  d'c 
und  Vc^^b'^c,  bestimmt.  Die  Anzahl  aller  Winkel,  welche  somit 
dem  ursprünglichen  Systeme  entnommen  werden,  ist=1-f-2(n — 4), 
und  jeder  dieser  Winkel  ist  eine  Quaternion,  z.  B.  a^b=sMAN'MBN 
=  MANB. 

Nach  willkührlicher  Annahme  von  N'  lassen  sich  nunmehr  die 
»—2  Kreise  M'A'N\  M'ffN',  M'CN\  etc.  beschreiben.  In  dem  ersten 
derselben  ist  A'ein  beliebiger  Punkt;  jeder  der  übrigen  Punkte  B,  C, . . . 
aber  wird  in  seinem  Kreise  durch  ein  D.verhältniss  bestimmt,  z.  B.  B 
durch  {M'AN'B)^={MANB).  Die  Anzahl  der  hierzu  erforderlichen  D.ver- 
hältnisse  ist  demnach  =fi — 3. 
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Die  Anzahl  aller  Quaternionen,  welche  zur  ConstructioD  des  kreis- 
verwandten Systems  nöthig  sind,  ist  folglich  =s:1-|-2(w — 4)-f-«  —  3 
=  3n  — 10.  Hieraas  ist  aber,  wie  in  §.  39.,  zu  schliessen,  dass  bei 
einem  Systeme  von  n  Punkten  im  Baume  aus  irgend  3n — 10 
von  einander  unabhängigen  Quaternionen  desselben  alle 
übrigen  Quaternipnen  gefunden  werden  können. 

Zu  demselben  Resultate  kann  man,  wie  in  §.  40.,  auch  dadurch 
gelangen,  dass  man  das  System  von  n  Punkten  auf  ein  anderes  von 
n  —  1  Punkten  reducirt,  indem  man  für  das  erstere  ein  ihm  kreisver- 
wandtes setzt,  dessen  einer  Punkt  unendlich  entfernt  liegt.  Jede  diesen 
Punkt  enthaltende  Quatemion  verwandelt  sich  damit  auch  hier  in  eine 
Terniön,  und  jede  hierher  gehörige  Aufgabe  in  eine  derjenigen,  welche 
aus  der  Verwandtschaft  der  Aehnlichkeit  entspringen.  Wie  man  weiss, 
gilt  aber  hinsichtlich  solcher  Aufgaben ,  insofern  sie  den  Raum  betreffen, 
der  Satz,  dass  bei  einem  System  von  n — 1  Punkten  aus  3(n— 1)— 7, 
.=s3n — 10,  von  einander  unabhängigen  Stucken,  welche  theils  Ter- 
nionen,  theils  Functionen  solcher  sind,  alle  tlbrigen  Sttkcke  derselben  Art 
sich  finden  lassen. 

Es  leuchtet  übrigens  von  selbst  ein,  dass  die  in  §.  41.  gegebenen 
Vorschriften ,  um  eine  zur  Kreis  Verwandtschaft  in  der  Ebene  gehörige 
Aufgabe  auf  eine  gewöhnliche  der  Polygonometrie  zurückzuführen,  auch 
gegenwärtig  anwendbar  sind,  und  ich  will  nur  noch  bemerken,  dass 
für  «=s4,  wo  3» — 10=2  wird,  die  Aufgabe  mit  der  bereits  in  §.  42. 
Tür  denselben  Werth  von  n  aufgestellten  zusammenfällt. 


§.  47.  Sowie  im  Letztvorhergehenden,  um  eine  Relation  zwischen 
Quaternionen  einer  Figur  zu  erhalten,  einer  der  Punkte  der  Figur  un- 
endlich entfernt  angenommen,  und  damit  jede  diesen  Punkt  ent- 
haltende Quaternion  in  eine  Ternion  verwandelt  wurde,  so  kann  man 
auch  aus  denselben  auf  der  Natur  der  Kreisverwandtscfaaft  beruhen- 
den Gründen,  aus  jeder  Gleichung  zwischen  Temionen,  d.  h.  aus 
jedem  Satze ,  welcher  eine  Relation  zwischen  einfachen  Winkeln  und 
Linienverhältnissen  betrifft,  dadurch,  dass  man  jeder  Ternion  einen  und 
denselben  neuen  Punkt  hinzufügt,  einen  entsprechenden  Satz  zwischen 
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QaateroioneD  ableiten. —  Die  KreisverwaDdlschaft  wird  auf  solche  Weise 
eine  sehr  ergiebige  Quelle  neuer  Sätze,  deren  Beschaffenheit  aus  den 
nachfolgenden  Beispielen  genttglich  erhellen  wird. 

1)  Daraus,  dass  die  Summe  der  drei  Wiokel  eines  Dreiecks  ABC 
+BCA-¥:CAB:s=i  80®  ist,  folgt  durch  Zusetzung  von  D: 

ABCD+BCAD+CABD=iSO^  (§.  13.), 
wofür  wir  auch  schreiben  können  : 

BCD'BAD+CAD'CBD+ABD'ACD  ^iSO^. 
Also   auch  m  einem  von  drei  Kreisbögen  gebildeten  Dreiecke  ABC 
ist,  wenn  sich  die  drei  Kreise  noch  in  einem  Punkte  D  schneiden,  die  Summe 
der  drei  Winkel  zweien  Bechten  gleich. 

Die  analogen  Sätze  für  cyklische  in  einer  ,Ebene  oder  auf  einer 
Kugelfläche  construirte  Vierecke ,  Fünfecke  u.  s.  w.  folgen  hieraus 
von  selbst. 

2)  Aus  der  trigonometrischen  Grundformel  CA:AB=sinAjBC:sinACA 
fliesst  {CABD)  =  sm ABCD: sin BC AD  (§.  16.). 

3)  Ist  BAC=i  80^  so  ist  {AB :  BC)  -h  (AC:  CA)  =  —  1 .  Ist  daher 
ÄACZ)=  1 80^  d.  h.  liegen  die  vier  Punkte  ß, . .  Z)  in  der  genannten  Folge 
in  einem  Kreise,  so  hat  man,  weil  für  einen  unendlich  entfernten  Punkt  D 
AD:DC=AD:DB=z—i  ist, 

{ABCD)+{ACBD)  =  i  (vergl.  §§.  44.  und  26.). 

4)  IstÄAC=90^  so  ist(AB:ÄC)*-h(AC:CÄ)*=1.  AusÄACD=90« 
folgt  daher  {ABCDf+{ACBDf=i,  d.  i.  • 

AB".  CD^^AG\BD'=AD\BC\ 
Wenn  demnach  6ef .  &nem  ebenen  Viereck  die  Summe  zweier  gegen- 
überliegenden Winkel  einen  Bechten  beträgt,  oder  allgemeiner:  wenn  bei 
einem  Viereck  BACD,  mag  es  eben  sein,  oder  nicht,  die  damit  bestimmten 
Kreise  BAC,  BDC,  und  folglich  auch  die  Kreise  ACD,  ABD,  sich  recht- 
winklig schneiden,  so  ist  die  Summe  der  Producte  aus  den  Quadraten  der 
gegenüberliegenden  Seiten  dem  Producte  aus  den  Quadraten  der  Diagonalen 
gldch;  ein  neuer  dem  ptolemäischen  ganz  analoger  Satz,  der  eben  so 
aus  dem  pythagoräiscben ,  wie  der  ptolemäische  aus  dem  Satze  fliesst, 
dass  in  einem  Dreiecke,  welches  einen  Winkel  von  1 80^  bat,  die  Summe 
der  ihn  bildenden  Seiten  der  dritten  Seite  gleich  ist. 
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5)  Jß  zwei  Seiten  Aß,  AC  eines  Dreiecks  werden  von  einer  Parallele 

DE  init  der  dritten  Seite  in  gleichen  Verhalt- 
nissen geschnitten;  oder,  in  Gleichungen  aus- 
gedruckt: Ist 

(a)  AZ)Ä=180^ 

(6)  AEC =iSO^ 

{c)  CBD+BDE=\SO\ 
so  verhalt  sich 

(d)  AD:DB  =  AE:EC; 

woraus   wir,    den   Punkt  N  hinzufügend, 
^    (f  schliessen:  Wenn 

[a]  ADÄiV=i80^    [6]  iU&CiV=180^    [c]  CBDN+BDEN  =^80'', 
so  ist  [d]   {ADBN)  =  {AECN). 

Es  ist  aber  [c]  identisch  mit 

BDNBCN^\  80^— DEN'DBN=:zBDN'DEl\\ 
und  daher  [c*]   BCN^DEN=0, 

was  man  auch  unmittelbar  aus  BCDE=0  hätte  schliessen  können. 

Wenn  man  daher  bei  einem  von  drei  sich  in  einem  Punkte  iV  schnei- 
denden Kreisen  ABN,  ACN,  BCN  gebildeten  Dreieck  ABC  durch  N  einen 
vierten  Kreis  DEN  legt,  welcher  den  einen  jener  Kreise  BCN  (wegen  [c*] ) 
in  N  berührt  und  die  beiden  andern  ABN  und  ACN  (wegen  [a]  und  [b] ) 
in  D  und  E  schneidet,  so  ist  (nach  [d] ) 

{AD:DB)BN={AE:EC).CN  oder,  was  dasselbe  ist  (§.  12): 

[ADBNCE)  =  —i. 
Eben  so  ergeben  sich  aus  den  Proportionen 

BA:AD  =  CA:AE  und  AD:DE=AB:BC 
die  Gleichungen  [BADN)  =  [CAEN)  und  {DABCNE)  =  —i. 

Auch  sind   bei  der  Kreisfigur,  ebenso  wie  bei  der  geradlinigen, 
die  zwei  Dreiecke  ABC  und  ADE  gleichwinklig. 

6)  Wird  von  den  drei  Seiten  BC,  CA,  AB  eines  Dreiecks   eine 
vierte  Gerade  in  F,  6,  H  geschnitten,  so  ist  bekanntlich 

BF      CG     AH        . 

FC  '  QA  '  HB^       ^  • 

Dieselbe  Gleichung  besteht  folglich  (§.  15.  Zus.)  auch  dann,  wenn 
von  den  drei  durch  vier  Punkte  A,  B,  C,  N  bestimmten  und  daher,  wo 
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nicht  in  einer  Ebene,  in  einer  Kugelfläche  liegenden  Kreisen  BCN,  CAN, 
ABN  ein  vierter  durch  N  gehender  und  in  derselben  Fläche  enthaltener 
Kreis  in  F,  G,  B  geschnitten  wird.  —  Dabei  ist  das  Verhältniss  BF: FC 
positiv  zu  nehmen,  wenn  BFCN,  negativ  aber,  wenn  FBCN,  oder  BCFN 
die  Aufeinanderfolge  dieser  vier  Punkte  in  ihrem  Kreise  ist,  weil,  wenn 
Fmit  B  und  C  in  einer  Geraden,  und  N  in  dieser  Geraden  unendlich 
entfernt  liegt,  das  Verhältniss  BF:  FC  unter  denselben  Bedingungen 
einen  positiven,  oder  negativen  Exponenten  hat.  —  Dass  Analoges 
auch  von  den  Verhältnissen  CG:GA  und  AU: HB  gilt,  brauche  ich  nicht 
hinzuzufügen. 

7)  Wenn  die  Geraden  AB  und  CD,  und  des- 
gleichen AC  und  BD  einander  parallel  sind,  so 
ist  AB=CD  und  AC=BD,  also  BA:AC=DC  CA 
und  CA:AB=:DB:BA.  Hieraus  folgt  der  Satz: 

Legt  man  in  einer  Ebene  oder  einer  Kugel- 
fläche  durch  einen  Punkt  N  zwei  Paare  einander 
daselbst  berührender  Kreise  ABN  und  CDN,  ACN 
und  BDN,  so  verhält  sich 

AB:CD  =  AN.BN:CN.DN  d.  i.  {ABNCDN)  =  \ 

und  AC:BD=AN.CN:BN.DN  d.  i.  {ACNBDN)  =  \. 

Uebrigens  ist,  wie  bei  dem  geradlinigen  Parallelogramm  ABDC, 
auch  bei  dem  gleichnamigen  von  den  vier  Kreisen  gebildeten  Vierecke 
die  Summe  je  zweier  nächstfolgender  Winkel  =  1 80^. 

8)  Werden  von  vier  sich  in  denselben  zwei  Punkten  schneidenden 
Kreisen  einer  Ebene  oder  einer  Kugelfläche  zwei  andere  Kreise,  deren 
jeder  nur  den  einen  jener  zwei  Punkte  triflt,  in  A,  JB,  C,  D  und  in  F,  G, 
H,  J  geschnitten,  so  ist  {ABCD)=z{FGHJ),  wie  aus  dem  bekannten 
Satze  von  vier  sich  in  einem  Punkte  schneidenden  und  in  einer  Ebene 
liegenden  Geraden  hervorgeht.  —  Und  da  dieser  Satz  auch  für  ein 
System  von  vier  sich  in  derselben  Geraden  schneidenden  Ebenen  gilt. 
80  wird  auch  von  vier  durch  einen  und  denselben  Kreis  gelegten  Kugelflächen 
jeder  andere  diesen  Kreis  einmal  schneidende  Kreis  nach  einem  und  dem- 
selben  D .Verhältnisse  geschnitten. 

9)  Werden  die  drei  Seiten  BC,  CA.  AB  eines  Dreiecks  von  einer 
vierten  Geraden  in  AI,  B\  C  geschnitten ,  so  sind  die  zwei  Systeme 

A,B,C,  A\  B\  C  ond  A',  Ä.  6',  A,  ß,  C 
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einander  kreisverwandt,  wie  sich ,  sei  es  durch  die  Gleichheit  je  zweier 
entsprechender  D.winkel,  oder  je  zweier  entsprechender  D.verhältnisse, 
leicht  darthun  lässt.  Den  vier  Geraden  ABC,  AffC,  ABC,  ABC  des 
einen  Systems  entsprechen  daher  im  andern  die  vier  Kreise  AB'C, 
A'BC,  A'BX,  ABC,  die  sich  folglich  in  einem  Punkte,  dem  G.punkte 
des  andern,  (der  wegen  der  involutorischen  Beziehung  zwischen  beiden 
Systemen  auch  der  G.punkt  des  erstem  ist,)  schneiden  müssen.  Dies 
giebt  den  bekannten  Satz ,  dass  die  vier  Kreise,  welche  man  um  die 
vier  von  vier  in  einer  Ebene  enthaltenen  Geraden  gebildeten  Dreiecke 
beschreibt,  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Wir  folgern  hieraus  weiter,  dass,  wenn  vier  in  einer  Ebene  oder 
einer  KugelflSIche  liegende  Kreise  einen  Punkt  gemein  haben ,  auch  die 
vier  neuen  Kreise,  welche  um  die  von  Bögen  der  erstem  gebildeten 
Dreiecke  beschrieben  werden  können ,  sich  in  Einem  Punkte  begegnen ; 
oder  mit  andern  Worten :  Haben  sechs  Punkte  A,  B,  C,  A\  B\  C  eine  solche 
Lage,  dass  sich  die  vier  Kreise  ABC,  AB'C,  ABC,  ABC  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  weshalb  die  sechs  Punkte,  wo  nicht  in  einer  Ebene,  in  einer 
Kugelßäche  liegen  müssen,  so  schneiden  sich  auch  (jUe  vier  Kreise  AB'C, 
ABC,  ABC,  ABC  in  einem  Punkte, 
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